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Prélogo

El calculo vectorial es el lenguaje elemental de la fisica matematica, pues pro-
porciona una manera de describir cantidades fisicas en el espacio tridimensional y la
forma en que varian estas cantidades. Muchos temas de la fisica tales como la di-
namica de fluidos, la mecanica de sélidos y electromagnetismo, pueden analizarse y
explicarse matematicamente utilizando las técnicas de calculo vectorial ya que todos
ellos implican magnitudes vectoriales y escalares en tres dimensiones.

Este libro no asume ninguin conocimiento previo de vectores, sin embargo, alentamos al
lector a que se empape de estos topicos con los libros que incluimos en la bibliografia,
ademas de temas como el calculo de limites, la diferenciacioén, integracién, derivacion
parcial, matrices y determinantes.

El propoésito de la presentacién de este texto es que sea de ayuda para el resto de
su carrera en ingenieria 0 matematicas, de modo que sea considerado como un “libro
de trabajo” para aprender cémo utilizar el calculo vectorial en célculos y derivaciones
practicas. Después de estudiar el texto y resolver los problemas, el lector llegara al
punto en el que pueda usar del calculo vectorial en el mismo nivel en el que lo haria
con célculos algebraicos simples.

Tras la introduccion tedrica de cada nuevo capitulo o seccién, se proveen de ejemplos
resueltos cuyo objertivo es fijar los conceptos desarrollados. Es esencial que estos se
estudien detenidamente, de modo que se desarrolle una comprension completa antes
de seguir adelante. Como es usual en matematica, cada seccion del libro se basa en
los cimientos establecidos en las secciones y capitulos anteriores . Ademas de los
ejemplos resueltos, se incluye una seccién de ejercicios propuestos al final de cada
capitulo o seccién, cuyas soluciones se encontraran al final del libro, sin embaergo,
animamos al estudiante lector a intentar resolver todos las de los ejercicios antes de
buscar las respuestas.

Con bastante frecuencia, muchas ideas en matematicas se transmiten y se expresan
mas facilmente cuando se presentan visualmente, y en especial el calculo vectorial no
escapa a este patrén, motivo por el cual hemos aprovechado el geogebra para capturar
el espiritu de las nociones que desarrollamos a lo largo del texto y mostrarlo en forma
impresa. En consecuencia, la mayoria de los conceptos se introducen y se explican



con el apoyo de figuras y graficos con un generoso uso del color que sea agradable
a la vista. De hecho, el color se utiliza también para diferenciar una definicién de un
ejemplo o de un teorema o una proposicion, etc. y, en algunas ocasiones, para resaltar
piezas especificas de informacion.

Si bien es cierto que se trata de un texto de calculo, hemos creido conveniente pre-
sentar la demostraciéon de algunos resultados, y omitir algunos de ellos por el manejo
que supone tener presente teoremas importantes del analisis matematico de funciones
de una variable, pero debemos hacer hincapié que no hemos escatimado recursos ni
espacio en el libro para dos aspectos: primero, la formulacién matematica apropiada y
luego un ejemplo de cdmo usarlos.

En el capitulo 1 presentaremos las definiciones y resultados sobre las integrales dobles
en coordenadas cartesianas y polares, asi como sus diversas aplicaciones.

El capitulo 2 se dedica al estudio de las integrales triples y sus aplicaciones en coorde-
nadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

El capitulo 3 se consagra al estudio de las curvas paramétricas en el plano cartesiano
y en el espacio.

El capitulo 4 se ocupa de la integral de linea de campos escalares y vectoriales, dedi-
cando una seccion completa al teorema de Green.

Finalmente, en el capitulo 5 cierra el libro con la presentacién de las integrales de
superficie, con el detallado estudio de los teoremas de Stokes y de la divergencia de
Gauss.

Los autores.



Integrales Dobles

Las integrales dobles son una de las herramientas que surgieron de la ampliacion
de los conceptos y propiedades de integrales simples, que a su vez emergieron pa-
ra resolver algunos problemas geométricos conocidos, por ejemplo, los problemas de
area y volumen; asimismo tuvieron un gran aporte en la fisica, permitiendo la solucién
de cuestiones relacionadas con la masa, el centro de masa, el momento de inercia y
muchos otros. El estudio de las integrales dobles de funciones de dos variables se ini-
cia introduciendo los conceptos de particion de un bloque y conjunto de medida nula lo
que nos permitira definir la integral doble como el doble limite de una doble suman de
Riemann, tal como se hace con las integrales simples. Para ilustrar sus aplicaciones,
la representacién de los sélidos en su forma analitica o en su forma gréfica se discu-
te con el auxilio del entorno informatico Geogebra. Como la situacién lo requiere, no
escatimamos en el formalismo matematico, buscando que las definiciones y las pro-
piedades queden bien establecidas, apuntaladas con la presentacion y demostracion
de teoremas. El objetivo general que nos planteamos es ayudar al publico académico
a tener una facil comprensién de las integrales dobles, sus definiciones, propiedades
y aplicaciones, utilizando un lenguaje ameno para una facil comprensioén a la hora de
resolver problemas asi como mostrando la mejor manera de hacer una interpretacion,
ya sea algebraica y/o geométrica y su importancia en la ciencia en base a situaciones
probleméaticas simples que giran en torno el calculo del area, volumen, centro de masa,
masa y momento de inercia.
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1 1 Definiciones preliminares

En el célculo integral de una variable, se define la integral definida de una funcién

continua f(z) sobre un intervalo [a,b] como limite de sumas de Riemann y se denota
b

como f (z) dz, donde queda claro que los limites de la integracién son los extremos
del intervalo. En esta seccién ampliamos esta idea para definir la integral de una funcién
continua de dos variables f(z,y) considerando el tipo mas simple de regién plana, un
rectangulo R en el plano.

Recordemos que las sumas de Riemann para la integral de una funcién de una
sola variable f(x) son obtenidas dividiendo un intervalo finito en subintervalos de ancho
pequefo, multiplicando el ancho de cada subintervalo por el valor de f en un punto ¢
dentro de ese subintervalo y luego sumando todos los productos.

En esta seccion, mostraremos que se utiliza un método similar de particién, multi-
plicacion y suma para construir integrales dobles, sin embargo, para esto dividimos una
region plana rectangular R en rectangulos pequenos, en lugar de subintervalos peque-
nos. Luego tomamos el producto del area de cada rectangulo pequeno con el valor de
f enun punto dentro de ese rectangulo, y finalmente sumar todos estos productos.

Cuando f es continua, estas sumas convergen a un solo nimero cuando cada
uno de los pequefios rectangulos se reducen tanto en ancho como en alto. El limite es
el integral doble de f sobre R.

Bloque m—dimensional

Un bloque m—dimensional es un producto cartesiano de la forma

m
B =[] lai,bi] = [a1,b1] x [ag,ba] X -+ X [am, bm] C R™ (1.1)
i=1
de m intervalos compactos [a;, b;], es decir cerrados y acotados, cada uno de los cuales
se llama una arista del bloque B.
Asimismo, se define el volumen m—dimensional del bloque dado por (1.1) como

el nimero
m

vol (B) =[] (bi — ai) .

=1
Concretamente cuando m = 1, el bloque se reduce a un intervalo y su volumen' es
igual a vol (B) = b; — a;; param = 2 se obtiene un rectangulo con lados paralelos a los

'Param = 1, se debe entender el volumen como la longitud del intervalo.
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ejes coordenados cuya area” resulta del producto de la longitud de los intervalos, es
decir vol (B) = (ba — az) (b1 — ay) ; y cuando m = 3, el bloque se visualiza como una
paralelepipedo rectangular con caras paralelas a los planos coordenados y su volumen
es igual a vol (B) = (bQ - az) (bl - a1) <b3 - ag) .
En el caso particular de que todas las aristas tegan la misma longitud a = b; — a;,
al bloque se le llama un cubo m—dimensional y su volumen se reduce a vol (B) = a™.
m

El bloqgue m—dimensional B = H [ai, b;] es un subconjunto compacto de R™
=1
cuyo interior es
m

int(B) = H}ai,bi[, (1.2)

=1
es decir es el producto cartesiano de los intervalos abiertos |a;, b;| .
Al bloque definido en (1.2) le llamaremos bloque m—dimensional abierto y, por
definicién, su volumen es el mismo que del bloque cerrado correspondiente.

Conjunto de medida nula

En este apartado introduciremos el concepto de conjunto de medida nula, herra-
mienta que sera de utilidad para demostrar, mas delante, ciertas propiedades de las
integralres dobles y triples.

Estableceremos este concepto partiendo de la definicion general, es decir con-
ceptualizaremos un conjunto de medida nula en el espacio euclidiano R, para luego
ir desmenuzando e ilustrando el concepto con ejemplos en los espacios habituales
R, R? y R3. Asimismo mencionaremos las propiedades de estos conmjuntos que nos
permiten modelar y resolver integrales multiples de manera eficiente.

Definicion 1.1 [Conjunto de medida nula]

Diremos que un conjunto A C R™ tiene medida nula o contenido nulo en R™
si para todo € > 0 existe una sucesion de bloques m—dimensionales abiertos
By, Bs, ..., B;,...tales que la unién de ellos contiene a A y que la suma de sus
volumenes es menor que ¢, es decir

+o00 +00
Ac|JBiy ) vol(B)<e.
=1 i=1

Con el fin de ilustrar este concepto, retomaremos algunos de los conceptos que
se estudiaron al momento de presentar y definir la integral definida.

2para m = 2, volumen del bloque se debe entender como area del rectangulo.
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Cuando nos ubicamos en el terreno donde m = 1, diremos que el intervalo A C R
tiene medida nula si Ve > 0 existe un intervalo ]a;, b;[ tal que

+o00o

“+0oo
AC U ]ai,bi[ y Z(bl —ai) <e.
i=1 i=1
En el plano cartesiano, un conjunto A C R? se dice que tiene contenido nulo si
para todo £ > 0 existe un conjunto de rectangulos de areas Ai, Ao, ..., A;, ... tales
que la uniéon de ellos contiene a A y que la suma de sus areas es menor que &, es decir

+oo +o0o
AC UAi y ZA¢<5.
=1 =1

En vista de que la definicién 1.1 se debe cumplir para todo € > 0, esto nos brinda la
libertad de elegir el nimero ¢ tan pequefio como se desee de modo que la suma de las
longitudes de los intervalos o la suma de las areas de los rectdngulos sea, a su vez,
tan préxima a cero como se desee.

A continuacion destacaremos algunas propiedades que envuelven a los conjuntos
de medida nula®. La mencién que haremos de ellas se efectivizara a nivel informativo e
ilustrativo, prescindiendo de la demostracion, ya que seran de importancia en los temas
que se trataran en este libro.

Proposicion 1.1

[CMN1] Todo subconjunto de un conjunto de medida nula tiene también medida
nula.

[CMN2] Toda reunién enumerable de conjuntos de medida nula es también un
conjunto de medida nula.

[CMN3] Todo conjunto finito de puntos del plano tiene medida nula.
[CMN4] Todo segmento de recta tiene contenido nulo.

[CMN5] Toda curva del plano que puede ser representada por alguna de las
ecuaciones

=f(x),a<z<bozxz=g(y), c<y<d,

donde f y g son funciones continuas, tiene contenido nulo.

3Para ampliar el estudio de los conjuntos de medida nula, consultar Lima, Elon. Andlise 2 pg 355 y
siguientes
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Particion de un bloque

m
Una particion de un bloque B = H [a;, b;] es un conjunto finito definido como
=1
el producto cartesiano P = P; x P, x --- X P,,, donde cada P; es una particion del

intervalo [a;, b;] .

Una particion del tipo definido lineas arriba determina una descomposicion de
B en sub bloques de la forma A = I x --- x I,, donde cada I; es un intervalo de la
particiéon P;. Siparacadaj = 1,2,...,m, la particion P; decompone al intervalo [a;, b;]
en k; subintervalos, entonces la particion P descompone al bloque B en kiks - - -k,
sub bloques.

Por otro lado, tenga en cuenta que si A; y As son bloques de la misma parti-
cion, entonces o bien la interseccion A; N Ay es vacia o bien ella es una cara comun
k—dimensionala Ay y As,conk =0,1,...,m — 1.

En el mismo orden de las ideas, la longitud de cada arista [a;, b;] del bloque se
determina con la suma de las longitudes de los intervalos que conforman la particion
P;. Por consiguiente, en razén de lo expresado anteriormente, el volumen de B es igual
a la suma de los volumenes de todos los bloques en que la particién P descompone al
bloque B.

Con el fin de visualizar lo descrito lineas arriba, la particion de un intervalo [a, b]
param = 1, lo descompone en sub intervalos [a;, b;] que tienen como punto comln sus
respectivos extremos y la suma de las longitudes de todos ellos resultara en la longitud
del intervalo [a, b] , tal como se aprecia en la figura 1.1.

R

1
ye e ]
p=a T T2 Tp-1 h = T

Figura 1.1: Particion de un intervalo

En el caso de un rectangulo en R?, con lados paralelos a los ejes coordenados, el
valor de su area resulta de la suma todos los sub rectangulo obtenidos de la particion
que a su vez se obtienen de multiplicar las longitudes de dichos sub intervalos. Ademas,
cada dos subrectangulos comparten un lado, lo que es visible en la figura 1.2.

En el espacio tridimensional, la particion de un paralelepipedo rectangular con
caras paralelas a los planos coordenados genera sélidos que comparten una cara, es
decir la porcién de un plano paralelo al uno de los planos coordenados y la suma de
los volumenes de los mencionados sélidos resultara en el volumen del paralelepipedo.
La idea geométrica la visualizamos en al figura 1.3

Ya que el objetivo final de la integral es el de conseguir la mejor aproximacion del
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Figura 1.2: Particion de un rectangulo

Figura 1.3: Particion de un paralelepipedo

area bajo la curva o del volumen bajo una superficie, se precisa de describir el concepto
de particion mas fina. Para ello consideremos dos particiones P y ) del bloque B,
entonces diremos que () es mas fina que P cuando P C (. Esto implica que si

P=PXPox- - XPp,yQ=Q XQ2x XQnm

sucederdque P C Y siysolosi P, C Q1,..., Py C Q.

Geométricamente, esto significa que ) tiene mas sub bloques que P, por tanto
cada bloque de la particion ) esta contenido en un Unico bloque de P y cada bloque
de P es la reunion de los bloques de @ contenidos en él. Esta idea es mas nitida si
pensamos en que (Q determina una particion en cada bloque de P que equivale a decir
que el volumen de un bloque de P es igual a la suma de los volumenes de los bloques
de @ contenidos en él.

En linea con nuestro objetivo de definir la integral doble, pasaremos a ilustrar los
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conceptos descritos para el caso de que un bloque es un rectangulo definido como

R=la,b] x [e,d] = {(z,y) eR*:a<az<bAc<az<d}. (1.3

En este caso, una particion del rectangulo R se define como el producto carte-
siano P = Py x P, donde P, = {xg,1,...,x} s una particion del intervalo [a, b] y
Py ={yo,41,---,y} €s una particion del intervalo [¢, d] . Luego, la particion P divide al
rectangulo cerrado R en kl sub rectangulos a los que denotaremos por Ry, Ro, ..., R,,
donde n = kl y que satisfacen las siguientes propiedades:

Q@ RIURU...UR,=R.

@ Dos rectangulos cualesquiera R; y R;, con i # j, no tienen puntos comunes mas
alla de aquellos ubicados en las dos rectas que forman la frontera, si son sub
rectangulos adyacentes.

En la figura 1.4 se muestra una representacion grafica de una particion P.

K P
d= UYn
R
Yic41
AE‘J":’;'
{773 Ax I
Typ=a b=um, X
| mo| mgl % €41

Yz
U
c=1

Figura 1.4: Particion de un rectangulo

Es claro que las particiones P; y P, determinan rectas paralelas a los ejes coor-
denados que, a su vez, dan origen a los sub rectangulos de R.

Con respecto al concepto de particién més fina, diremos que una particion @ refina
a una P, si la primera se obtiene anadiendo nuevas rectas paralelas a las rectas que
forman la particion P. Sea, a modo de ejemplo, las particiones que se muestran en la
figura 1.5 en la que, ademas de las rectas que forman P, se han agregado otras rectas
paralelas a los ejes coordenados para obtener la particion.
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d= Yn Y (2

Yk+1

Ty=a b=z, X
| Hrl I3 Xy il

1

c=1

Figura 1.5: Particion mas fina de un rectangulo

Norma de una particiéon

En este punto de nuestro camino, definiremos lo que llamaremos la norma de una
particion que, a la postre, nos permitira plantear la definicién de integral doble como
una doble suma de Riemann. Tengamos en cuenta que nuestro objetivo es aproximar
volumenes con un grado cada vez mayor de exactitud; por consiguiente se desea que
nuestras particiones definan una gran niumero de sub rectdngulos con &rea pequena.

Definicién 1.2 [Norma de una particion]

La norma de una particién P, denotada por || P|| , se define como el maximo entre
el ancho o la altura de cualquiera de los rectangulos que forman dicha particion,
es decir

= méi ; . 1.4
1Pl = mix {Awi; Api) (1.4

La definicién de arriba establece una medida en la particién y con ella sera mas
sencillo entender el hecho que cuando la norma de la particién tienda acero, el nimero
de rectangulos tienda a infinito.
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1 2 Integral doble sobre un rectangulo

En este apartado estudiaremos la definicion de integral doble como el limite de
sumas, y en segundo término, mostraremos una manera rapida de calcularlas.

Recordemos que en el célculo de una variable la integral de una funcién continua
no negativa representa el area debajo del grafico de la funcién y = f(z), parax € [a, b].
De modo similar, la integral doble de una funcién continua no negativa f(z, y) definida
en una region del plano, rectangular o genérica, esta asociada con el volumen de la
regién del espacio bajo la gréfica de la superficie f(x,y).

Consideremos el rectangulo definido por

R=la,b] x [e,d] = {(z,y) eR*:ra<z<bAc<z<d}.

y la funcién
f+ R - R
(z,y) = z=f(z,9)
definida y acotada en R. Asimismo, tengamos en mente dos particiones regulares P; y
P, ambas de orden n de los intervalos [a, b] y [¢, d] , respectivamente, es decir

Pl :{1‘0,1'1,...,$n} yPQZ{y(]vyl?"'vyn}a

donde

a
a:xo<x1<~'<xn:b,xj+1f:cj:Tyc:yo<y1<---<yn:d,

d—c
CoON Yg4+1 — Yk = .

Al producto oaTrLtesiano P, x P» se le llama una particion regular de orden n del
rectangulo R que lo descompone en n? subrectangulos denotados por Rj.

En cada subrectangulo [z, 1] X [yk, Yr+1] , de drea AzAy = AA, elejimos un
punto arbitrario cjy.

Si z = f(x,y) es una funcién real limitada en Ry f (c;;) denota el valor de la
funcién en los puntos elegidos, formamos la suma de los productos f (c;i) AA

n—1 [n—1 n—1
Sn = Z Zf(cjk)AA = Z [ (cjr) Axly (1.5)
k=0 \j=0 4,k=0

donde ) J
—a — C
A:c:l"jﬂffﬂj:TyAy:ka*yk: :

n
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La suma definida en (1.5) es llamada suma de Riemann de f sobre R.
En al siguiente defincion formalizaremos el concepto de funcién integrable que
resume al andlisis mostrado anteriormente.

Definicion 1.3 [Funcion integrable]

Si la sucesioén (S,), dada por (1.5), de las sumas de Riemann de la funcién f
tiene limite s € R cuando n — +oco y este limite es independiente de la eleccion
de los puntos c;i, en los subrectangulos R, es decir

n—1
s= lim ;Of (cjx) AA, (1.6)
J,Kk=

diremos que f es integrable sobre R y escribimos

5= //Rf (z,y) dxdy.

@ Para que una funcién f sea integrable sobre un rectangulo R ella debe ser
acotada en todos los puntos de R, pues de lo contrario al seleccionar arbitra-
riamente un punto c;z, la suma integral puede hacerse indefinidamente grande
Yy, en consecuencia, no existe el limite dado en (1.6).

Teorema 1.1

Toda funcién continua definida en un rectangulo R es integrable sobre R.

El teorema anterior nos faculta para afirmar que son integrables, en un rectangulo
R, todas las funciones polindmicas, trigonométricas, exponenciales, etc.

Adicionalmente debemos destacar que tanto la definicion 1.3 y el teorema 1.1 son
aplicables a cualquier funciéon de dos variables, sin importar su signo. Sin embargo,
cuando f (z,y) > 0 en R, la integral doble // f (x,y) dA representa el volumen V del

SR
solido que se encuentra arriba del rectangulo R y debajo de la superficie z = f(z,y),
tal como se explica a continuacion.
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Interpretacion geométrica de la integral doble

Sea z = f(x,y) una funcién real de dos variables definida y continua en el rec-
tangulo R = [a,b] X [¢,d], tal que f (z,y) > 0 en R, es decir, el gréfico de f es una
superficie ubicada por encima del rectangulo R. Con estas referencias consideramos
la region E del espacio limitada por el grafico de f, el rectangulo Ry los planos = = a,
x =10,y =cyy=dtal como se muestra en la figura 1.6

z = f(z,y)

Figura 1.6: La regién F del espacio

Si admitimos que la regiéon E tiene un volumen V, llamamos a este volumen la
interal doble de f sobre Ry se dnota por

V= //Rf (z,y) dA. (1.7)

Propiedades de la integral doble

En este apartado exhibimos la principales propiedades de la integral doble que,
en esencia, son las mismas que se estudiaron para las integrales definidas simples.

Proposicion 1.2

Sean f y g dos funciones integrables en un rectangulo R, k1 y ko dos constantes
reales. Entonces, se cumple que
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[IntDob1] Linealidad. La funcién k; f + kog es integrable sobre Ry

.//R (kof (z,y) + kag (z,y)) dA = ky .//Rf (z,y) dA+ks ./[Rg (z,7) dA.

Esta propiedad puede ser extendida a cualquier nimero finito de funciones
interables.

[IntDob2] Monotonicidad. Si ademas f (x,y) > g (x,y), para todo (z,y) € R,

se cumple que
.[/Rf(m’y”f‘ > .//Rg(:r,y) dA.

[IntDob3] Aditividad. Si el rectdngulo R es dubdividido en n rectangulos
Ry, Rs,..., R, ysi f esintegrable sobre cada R;,i = 1,...,n , enton-
ces es integrable sobre Ry

Faia=Y" [ f@yda
R i=1 " B

[IntDob4] Positividad. Si f (z,y) > 0 para todo (z,y) € R, entonces

//Rf(x,y)dAZO.

[IntDob5] Médulo de la integral.

‘_/[Rf(x,y)dA‘s[[RIf(w,yﬂdA.

[IntDob6] Valor medio. Si ademaés existen dos valores reales m y M tales que
m < f(x,y) < M endicharegiéony Ap representa el area de R, entonces

mMMSﬁjmwMSMMM

1.2.1. Integrales iteradas o sucesivas

Iteracion significa realizar una accién o proceso repetidamente, esto significa que
para calcular una integral doble, tendremos que poner en marcha nuestras estrategias
de integracion repetidamente. Este tipo de integrales se denominan integrales iteradas,
ya que son el resultado de aplicar la integracién de una variable mas de una vez cuyo
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método practico lo proporciona el siguiente teorema.

Teorema 1.2 [Teorema de Fubini]

Sea z = f (z,y) una funcion continua en un rectangulo R = [a, b] X [c, d] , siendo
f (z,y) integrable con respecto a y en el intervalo [¢, d], de modo que existe la

funcion 4
T) = / f(z,y)dy

integrable en [a, b] entonces la integral doble de f dobre R puede ser calculada
a través de las integrales iteradas, es decir,

f(z,y)dA = b df(:r,y)dy dz = ' bf(m,y)dx dy. (1.8)
SR Ja Ldc Je Ja

Prueba 1.1 Laidea de la demostracién empieza definiendo una particiéon en el rectan-
gulo R. Para este fin, dividimos el intervalo [a, b] en m sub intervalos trazando segmen-
tos de recta paralelos al eje Y que corten al eje X en los puntos zg < z1 < -+ < xp.
Asimimsmo particionamos el intervalo [c, d] en p subintervalos dibujando segmentos de
recta paralelos al eje X que intersecten al eje Y en los puntos yp < y1 < -+ < yp.
Asi, la regién R queda dividida en n sub rectangulos cada uno de ellos de area igual a
AA; = Az;Ay, parai = 1,2,...,n, donde

ij =T; —ZTj-1Y AyYr = Yk — Yk—1

paraj=1,2,....myk=1,2,....p
En cada uno de estos sub rectangulos elejimos un punto arbitrario P; (x;, y) con
el cual formulamos la suma

n m p
STFP)AA =D f (x5, uk) AypA;. (1.9)

i=1 j=1k=1
A continuacién tomamos el limite cuando la norma de la particién tiende a cero lo que
implicara que que tanto m como p creceran de manera desmedida, es decir

n

m. p
-: ]./ 1/ A A
10 Z miTmpiTooZE () AyeAay,

=1 j=1 k=1

pero

n

tim 31 (7) 84 = [] f (o) dyda,

P
IPll=0 & R
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Y
d=Ypy ___
Yp—11 77~
R
yk _____
Y1 Fimimemn
N pmmm=
c=% [ : 1 1 1 | |
1 | 1 | | ! [
I 1 1 1 I
| 1 | ! ! | :_ X
To=4a 31 x9 Tj-1 x;  Tm-1 b=,

Figura 1.7: Particion del rectangulo R

luego

mlj}rﬁ@pgrfmzlgf xj, Yr) AypAx; = / I (z,y) dydx. (1.10)
J

En la hipétesis tenemos que f (z,y) es una funcién integrable con respecto a y en
[¢, d], luego en concordancia con la definicién de integral definida se llega a

p d
i > f (wso00) g = [ F (g do (1.11)
=1 Ve

p—+00
k

Sustituyendo (1.11) en (1.10) se obtiene
lim </ [ (zj,y dy> Azx; = // f(z,y) dydx (1.12)
m—>+oo
si a esto le anadimos el hecho que
d
= / f(z,y)dy
es integrable en [a, b] se arriba a
m b
ml_lffoo (/ [,y dy> Azj = Effooz;wxj) Azj = /a ¢ () du.
=

Al comparar el resultado anterior con (1.12) se concluye que

/qf) dx—//fmydyd:c
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Finalmente llegamos a nuestro objetivo reemplzando ¢ (x) en la igualdad anterior, es

decir .
/a /c f@.y) dyd“"—_./[Rf(w,y) dydz.

La otra igualdad se verifica cuando se intercambian las funciones de x e .
|

Observacion 1 Puesto que el teorema de Fubini permite calcular de igual modo dos
integrales iteradas, cuyos 6rdenes de integracion estan intercambiados, es saludable
analizar qué orden resulta méas ventajoso al momento de evaluar la misma, tal conve-
niencia queda especificada por dos la siguientes dos razones:

@ La cantidad de integrales iteradas a plantear a fin de valuar la integral doble.

@ La dificultad que se presente al momento de calcular la integral.

Por consiguiente, se debe analizar las integrales iteradas en ambos 6rdenes de
integracion y luego optar por aquel que resulte mas eficiente.

@ Calcular una integral doble se realiza como un proceso de iteracién y para
ello es importante ser conscientes que estamos realizando el célculo de la
integral en dos pasos, es decir, al momento de integrar con respecto a = se
considera constante a y; mientras que cuando toca el turno de integrar con
respecto a y, la variable = es considerada como constante.

Ejemplo 1.1
Calcule la integral doble

I= // 2V 4 A,
JIR

donde R = [—2,v/8] x [0,3].

Solucioén.

Ya que el orden de integracion no se especifica en el enunciado, elegimos el orden
de integracién mas conveniente. En este ejercicio, el proceso de integracién es un poco
mas simple si integramos en el orden dydx. En efecto:

2 \/g 3 2
I= // VT dA = / / eV dydzx.
JIR J—-2 40
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Al resolver la integral con respecto de y se tiene

3
3 3 _
ereﬂ”zdy = / eMdy = ¢’ e = le6 i e v,
Jo Jo 2 2 2
0

Finalmente

VB 1
I= / <66 . ) e~ dx = 355.798
Joo \2 2

Ejemplo 1.2

Calcule el valor de la integral doble iterada
7\'/2 2 1
/ / <x4 cos? y — 8m2> dxdy.
Jo Joa\2

Solucioén.
Tendiendo en mente que todas las funciones en donde aparece y se comporta
como constante, procedemos a integrar respecto de x tal como sigue

2 /1 1 8 417
./_2 (2x4 cosgy — 81:2) de = ﬁcos2 yx5 — 3x3] B
1 8 .. 1 8 ,
= (2°) cos®y — 3 (2%) — (10 (—2)° cos?y — 3 (—2)3>
32, 128
= —cosTy— —.
5 3
Finalmente, se integra respecto de y.
2032, 128 /2 32 /2128
= ——)dy = == cos? ydy — —d
/0 <5C08y 3 > Y /0 5(308yy /O 3 Y
2 [7/21 2 /2 1928
_ B2 [Tl deos ), / 128
5 Jo 2 o 3
3271 1 ™2 /2108
= Z|Zy+ —sen(2 - —dy.
E [2y+4sen( y)]o /O 3 W

En virtud del segundo teorema fundamental del calculo se llega a que

[ (et 2)ar = 2[(G)+ 1w (3)] -2 6)
296

= ———m ~ —61. 4.
157r 61.99
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Ejemplo 1.3

Resuelva la integral doble iterada

VE 4
/ / (x2 + y2) dydzx.
Joo S

Solucion.

4

Al calcular / (z® + y*) dy debemos considerar a todas las expresiones que con-
S =1

tengan a x como constantes. Con esto de antemano, se obtiene

4 4
1 1 1
[ @eiyay = gy =4x2+<4>3—(x2<—1>+<—1>3)
Jo1 3 1 3 3
65
= o+ —.
x° + 3

Finalmente, resolvemos la integral con respecto de x con el auxilio del segundo teorema
fundamental del calculo, o sea

V5 5 5. 65 1Y
/ 522 + 6— dr = 23+ —x = 30v/5.
Jo 3 3 3 1y

Caso especial

Si la funcién integrando f : R — R puede ser escrita como un producto de dos
funciones, una de ellas que depende de una de las variables y una segunda funciépn
que dependa solo de la otra variable, entonces el calculo de la integral doble de f se
simplifica.

En efecto, sea f (z,y) = g (x)h (y) una funcién integrable sobre el rectangulo
R = [a,b] x [¢,d] ; donde la funcién g, que depende solo de la variable x, esta definida
en el intervalo [a,b] y h, que depende de y, estd definida en [c,d]. Entonces, por el
teorema de Fubini se tiene que

f(z,y) dydz = b dg(w)h(y)dydw: b dg(x)h(y)dy dx.
SR Ja Je Ja Je
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Notemos que en la integral dentro del paréntesis, la expresion g (z) es constante en

relacion al dy, en consecuencia escribimos
b d
/ <g (x) / h(y) dy> dx

./ab <./Cdg () h (y) dy> d
= ./abg(:r)dx./cdh(y)dy.

/ / dydac—/abg(m)dx/cdh(y)dy. (1.13)

Bajo las condiciones planteadas, la igualdad anterior estipula que la integral doble
puede ser escrita como el producto de dos integrales definidas simples de una variable.

Es decir,

Ejemplo 1.4

Calcule la integral doble iterada
3 p—1
/ / z2y3dxdy.
J1 J—5

Solucion.
En virtud de (1.13), la integral doble iterada se escribe como

3 -1
/ / 2 3dady = / y3dy/ 22dx
A1 J—5

Evaluamos cada una de las integrales definidas simples. En efecto,

3

Por otro lado

Finalmente se tiene
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Ejemplo 1.5

Determine el valor de la integral doble iterada
2 18 s
/ / z?y2e¥ dyda.
J—6./-1

Solucioén.
En concordancia con (1.13), la integral doble iterada se escribe como

2 8 3 2 8 3
/ / 22y%eY dyds = / J:2da:/ y2e¥ dy.
Jo6 1 -6 Jo1

En primer lugar, encontramos la solucién de la integral con respecto a x.
En efecto,

2 1 2 1 224
2 3 3 3
de = = = <2 — (-6 ) = —.

En segundo termino, para resolver la integral con respecto de y, proponemos el cambio

de variable u = y3 para el cual u = 3y?dy. Ademas, siy = —1 entonces u = —1'y, por

otro lado, para y = 8 se tiene u = 8% = 512.
Al implementar dicho cambio de variable obtenemos que

8 X 8 s 1 512 o512
/ yleV dy = / yleV dy = = / e'du = {}
4 —1 J—1 3 -1 3

-1

Finalmente,

2 2 3 224 12 1 224
/ / z2y?eY dyalﬂc:?(e5 —e ') & 1.7057 x 1074,
J-6J-1
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1 3 Integral doble sobre regiones mas generales.

Hasta ahora hemos calculado la integral iterada de funciones continuas definidas
sobre rectangulos R = [a, b] x [¢, d], sin embargo, podemos calcular una integral doble
sobre regiones mas generales del plano, es decir regiones que no sean un rectangulo
con lados paralelos a los ejes coordenados. Las integrales sucesivas, como las presen-
tadas anteriormente, pueden ser utilizadas cuando las curvas que delimitan a la regién
D, dobre la cual la funcion f esta definida, no son tan simples como en el caso de un
rectangulo R.

Consideremos un subconjunto D del plano XY descrito por

D={(z,y) eR*:a<z<bApi(z) <y <o)}, (1.14)

donde 1 y 2 son funciones continuas en el intervalo [a,b] y @1 < 2, y cuya repre-
sentacion grafica se aprecia en la figura.

(a,0)

T
1
I
I

(2, 0x())

Figura 1.8: Region del tipo |

Observe que la region D es cerrada y limitada en virtud de que ¢1 y (2 son conti-
nuas en [a, b] y que el segmento de extremos (z, p1(x)) y (z, p2(x)) esté contenido en
D, para cada z € [a,b] . A laregion descrita por (1.14) se le llama region del tipo I.

En otro orden de las cosas, una region del tipo Il es un subconjunto D del plano
XY descrito por

D={(z,y) eR*:c <y <dAii(y) <z <1ha(y)}, (1.15)

donde 17 y 1 son funciones continuas en el intervalo [c,d] y 11 < 1)5. Este tipo de
region, cuya representacion grafica se aprecia en la figura 1.9, también es cerrada y
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limitada; ademas, el segmento de extremos (11(y),y) ¥y (¢2(y),y) esta contenido en
D, paracaday € [c,d].

¥
(U ) S ——
r=1(y)
LT / X
(Wofv).v) (¥2(v). )
(0,6) } - T =Py(y)

Figura 1.9: Region del tipo Il

Teorema 1.3 [Teorema de Fubini]

Sea f(z,y) una funcién definida y continua en un subconjunto limitado y cerrado
D c R2. Si D es del tipo I, ademas existen la integral doble // f(z,y)dydzy
JID

p2(x)
la funcion ¢ () = / f (z,y) dy para cada z € [a, b] , entonces
p1(z)

b rea(x)
/ Flzy)dA= / / () (1.16)
S D Ja JSoi(x)

Si D es del tipo Il, asi mismo existen la integral doble / f(z,y)dady y la
St D

Y2 (y)
funcién ¢ (y) = / f(z,y) dx paracada y € [c,d], entonces
1(v)

// f(z,y)dA = / /1(y) (x,y) dzdy. (1.17)

Prueba 1.2 A continuacion se muestra la demostracién de (1.16). Para la prueba de
(1.17) el lector solo debe seguir los lineamientos considerando el orden dzdy o inter-
cambiando z por y.

Para alcanzar nuestro cometido, cimentaremos la demostracion reduciendo el ca-
so en el que D es del tipo |, al caso corroborado para (1.8). Para ello consideremos la
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region D encerrada en el menor bloque rectangular B posible, con lados paralelos a
los ejes coordenados tal como apreciamos en la figura 1.10.

X

=]
-~
>

A s
B o

—=
=
Lo

2
N

|
5

/y/mfm

(o]

Figura 1.10: Regién D encerrada en el menor bloque rectangular B

Simultdneamente definimos la funcion

f(xy) (z,y) €D
g (z,y) = (1.18)
0 , (v,y)€B, (z,y) ¢ D

que, por un lado, al ser nula en los puntos del bloque rectangular B que estan fuera de
D, ella es continua en dichos puntos; por otra parte la igualdad g (z,y) = f (z,y) para
todo (z,y) € Dy la hipétesis garantizan la continuidad de g.

Teniendo en consideracion que la frontera de D es una curva de contenido nulo,
la funcion g (x,y) es integrable en B, por ser continua en todos sus puntos, excepto
en aquellos que pertenecen a una curva de contenido nulo. Este razonamiento nos
permite, en virtud del teorema 1.2, afirmar que

.[/Bg(x,y)d:cdyz ./cd/abg(%y)dxdy,

Més aln, como consecuencia de la regla de correspondencia de g (z, y) se tiene

//B g (z,y) dedy = /[D f (z,y) dxdy

”//Df(x,y)dxdy—./ab./cdg(x,y)dyd:c. (119)

lo que nos lleva a
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Observando la figura 1.10 y en uso estricto de las propiedades de la integral defi-
nida y de la continuidad de g se tiene

d w1(x) w2(x) d
/ g(w,y)dy:/ g(rc,y)dy+/ g(x,y)dy+/ g (z,y)dy. (1.20)
Je Je Jo1(z) Joa(@)

Segln (1.18) g (x,y) = 0, para todo (x,y) € B — D, se ve facilmente que

1 (x) d
/ g(x,y)dy:/ g(z,y)dy =0,
Je 4 pa(x)

Luego (1.20) se reduce a

d p2()
/g(fﬂ,y)dy=/ g(z,y)dy.

v1(x)

w2(x)
La hipotesis garantiza existencia de / f (z,y) dy para cada = € [a,b] y ademas
Jp1(x)
g(x,y) = f (z,y) para todo (z,y) € D, entonces

d p2(z)
/ g(x7y)dy:/ [ (z,y)dy.

v1(2)

Sustituyendo este resultado en (1.19)

Fagydedy = [ 7 1 @) dyde
I, -

desemboca en lo que queriamos demostrar.

Observacion 2 Sipara todo (z,y) € D se cumple que f (x,y) = 1, la integral

AL

es numéricamente igual al area de la regién D.

Un procedimiento para evaluar una integral doble

El procedimiento que se sugiere para evaluar una integral doble mediante integra-
les dobles iteradas es el siguiente:

[Paso 1] Dibuje la region de integracion. En este paso, adicionalmente, se identifican
las ecuaciones de las curvas que limitan la regién de integracién asi como los
posibles puntos de interseccién entre ellas o de cada curva con los ejes coorden-
dados.
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[Paso 2] Analizar las integrales iteradas en ambos érdenes de integracién Como sa-
bemos, los dos posibles 6rdenes de integracion son:

dxdy que significa integrar primero la variable = acotada por limites variables, mante-
niendo a la variable y como constante, y luego resolver la integral para y usando
el segundo teorema fundamental del calculo.

dydx que implica primero resolver la integral para la variable y delimitada por limites
variables, manteniendo a la variable = como constante, y luego resolver la integral
para x usando el segundo teorema fundamental del calculo.

[Paso 3] Elegir el orden de integracién que resulte mas eficiente.

Ejemplo 1.6

Calcule la integral doble

”/[D (3 —z +2y)dA.

donde D es la region limitada por los ejes coordenados y las recta x = 2y
r+y=3.

Solucion.
La regién de integracion se muestra en la figura 1.11 y encaja como una regién
del tipo I, segun (1.14). Por consiguiente, su expresién analitica es

D={(z,y) eR*:0<2<2A0<y<3—uz}

\SY

z+y=3

Figura 1.11: Dominio de integracion del ejemplo 1.6

y por esta razon, la integral doble iterada a resolver es

2 3—x
/ / (3 —z + 2y) dydzx.
Jo Jo
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Para resolver la integral interior se procede como sigue,

[Toeromy = 6-nyv] =6-06-n+ 6
40

= 222 — 122+ 18.

A continuacion, resolvemos la integral respecto de y :

? 2 2 3 2 ? 52
(227 — 120+ 18) dx = ~a° — 62° + 18z| = —.
Jo 3 0 3

Ejemplo 1.7

Determine el valor de la integral doble

'[/D (14 3yz?) dA,

donde D es la regién limitada por las curvas z + y =3y x =4 — (y — 1)2.

Solucién.
Los puntos de interseccién de ambas curvas se obtienen de

4—(y—1°=3—-yey=0;y=3.

La region se ajusta a una del tipo Il y en concordancia con (1.15), analiticamente, se
expresa como

D={(z,y):0<y<3A3-y<az<d4—(y—1)?}.

AN

Figura 1.12: Dominio de integracién del ejemplo 1.7
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La integral doble iterada es
3 pd—(y—1)2
/ / (1 + 3y2m) dxdy.
40 Jf3—y
En efecto,
4—(y—1)2 3 4—(y—1)?
/ (1 + 3y2x) dr = Zaz%*+ x}
3—y 2 3—y
_ 3.2 4— (-1 44— (y—1)?2
= Y --1) +4-(y-1)
3
- <2y2(3y)2+3y> :

Al simplificar con cuidado se obtiene

4-(y-1)? 3 . 9 )
/ (1+ 3y2x) dr = §y° — 6y° — §y4 +27y% — y* + 3y.

3—y

En seguida, resolvemos la integral respecto de y :

3 3
—y’ — 6y’ — = 2Ty” — yldy = —y'—y° ——y>+ —
/o(Qy Y 2y+y Y- +3y | ay Y Y 10y+4y0

1 3,]°
3y+2y]0
_ 10107
140
O
Ejemplo 1.8

Calcule la integral doble

//D (Jc2 + yz) dA,

donde D es la region limitada por el eje Y las gréaficas de las funciones y = 4 —22

yy+1=0.

Solucion.
La regién de integracién se puede ver en la figura 1.13 a continuacién.

Es facil ver que la region D se puede clasificar tanto como de tipo | y tipo II. Por
tanto, la integral dada se puede calcular de dos formas. Para ejemplificar y confirmar la
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[
o=

Figura 1.13: Dominio de integracion del ejemplo 1.8

equivalencia de los calculos, desarrollaremos utilizando ambas maneras, pero hay que
tener claro que no es necesario resolver la integral dos veces.
Considerando a D como una region del tipo |, segin (1.14), su expresién anali-
tica es
D:{(z,y)€R2:OSxS\/g/\flgygélfo}

y por tanto, la integral doble iterada a resolver es
V5 4—z2
/ / (x2 + y2) dydzx.
Joo S
4—a?

Al calcular / (22 + y?) dy se obtiene
S

4—z2 1 4—z2
/1 (2®+y%)dy = 27y+ 3y3]

Finalmente

V5
/ <x2(4—x2)+1(4—x2)3+x2+1)d:r—260 5 ~ 27.685
4o 3 3 21

En otro orden de las cosas, si visualizamos a D como una region del tipo I, en
virtud de (1.15), ella queda descrita por

D:{(:E,y)E]RQ:—lgygél/\ngS 4—y},
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4 iy
/ / (x2 + y2) dxdy.
J-1do

4—y
Se procede a resolver la integral / (x2 + y2) dx tal como sigue
40

Vi—y 1 14—y
/ / (mg + y2) de = =23+ ny}
40 . 3 0

é (M)d +y2V/A—y.

Para cerrar, resolvemos
4 1 3 9
/ <3< 4—y) +y \/4—y> dy,
J =1

con el cambio de variable u = 4 — y para el cual du = —dy. Ademas, siy = —1
entonces u = 5y para y = 4 se tiene u = 0. Al poner en marcha la sutituciéon se
consigue

_./50 <1 (\/g)3+(4_u)2\/ﬂ) du = /5;u3/2du+/5(4—u)2\/ﬂdu.

3 Jo 0

De la primera integral se obtiene
5 5
1 2 10
/ —ubdu = u5/2} = —/5. (1.21)
40
Por el contrario, para resolver la segunda integral se procede tal como sigue
5 5
/ (4—u)? Vudu = / (u2 — 8u + 16) vudu
4o o
5
/ (16\/& —8ut? + u5/2) du
o

5
— ¥u3/2 _ Euwz 4 2u7/2
3 5 T,

190
= ——5. 1.22
2T (1.22)

Por dltimo, el valor de la integral se obtiene de la suma de (1.21) con (1.22), es decir

4 pviy 10 190 260
/ / (2% + y?) dady = 5\/5+ ﬁ\/g=2—1\/5z27.685.
J—-1J0
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Tenga en cuenta que, en el ejemplo anterior, ambas formas implican practicamen-
te la mismos calculos. En algunos casos, una buena eleccion del orden de integracion
puede simplificar enormemente el proceso de integracion.

En numerosas ocasiones suele ocurrir que existe x = k3 € |a, b[ tal que en una
regién del tipo |, ver (1.14), una de la funciones y = ¢1(x) 0 y = @o(x) esté dada por

(z) = hi(z) , a<ax<ks o pa(z) = hi(z) , a<x<ks
PUZN ho(x) , ks<a<b © P2 7T hola) , ky<z<b

como se aprecia en la figura adjunta.

Y "
(a,0) (K3, 0) (0,0) (a,0) (k3.0) (5,0)
; i y =ugy(x) i y = hy(x) ] = !'1‘-2['3-')5
y = ha(x)
y = hi(x) ¥ = py(x)
(@) (b)

Figura 1.14: Divisién de una regién del tipo |

En este caso, la integral doble iterada (1.16) viene dada por
k3 502(95)
//fmydA / / xydyd:r+/ / f (z,y) dydx. (1.23)
hl(:E) hg(m)

Ejemplo 1.9

Calcular la integral doble // xdA si D es la regién limitada por las gréaficas de
JID

r=y;y=x+2y3r+y=18

Solucién.
Los punto de interseccion de las curvas en cuestion resultan de la solucién de, en
primer lugar
r+2=-3x+ 18z =4.
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En segundo termino se tiene

P=z+2c0r=2Vr=—-1

y, finalmente, 22 = -3z + 18 & x =3 Va2 = —6.
La region de integracion se aprecia en la figura 1.15.

3z +y=18

|
[
i
[
I
i
-2 10 1 2 3

Figura 1.15: Region de integracion del ejemplo 1.9

Queda claro que para calcular la integral doble, la regién D debe ser dividida en
dos sub regiones, D; y D5, de modo que

Di={(zy):2<z<3nz+2<y<a?}

Dy={(zy):3<ax<4hz+2<y<-3x+18}.

Con lo anterior, y en virtud de (1.23), escribimos

3 px? 4 p—3z+18
// xdA = / / xdydxr + / / xdydx
SID V2 a2 J3 Ja2

3

4
/ 1U($2—(.’E+2))dx—|-/ z(=3x+18 — (z+2))dx
J2 J3

1 1. s y
= 4x4—3x5—x2}2+8$2—3x5}

Y59 20 139

= _— 4 ="
, 123 12
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Una situacion analoga es posible que acontezca con una region del tipo Il en la

que una de las funciones = = 1 (y) 0 = 12(y) se represente por

) ay) , c<y<k
O%(y)_{m(y) , ks <y<d

(0, d)

(0, k) ---

(0,¢)

Figura 1.16: Una regién del tipo Il

Bajo estas consideraciones, la integral doble iterada (1.17) viene dada por

k4 1112(!/) 1l)z(y)
// f(z,y)dA = / / (z,y da:dy—l—/ / (z,y) dzdy. (1.24)
g1(y) 92(y)

Ejemplo 1.10

Calcular la integral doble // ydA si D es la region limitada por las gréficas de
JID
las curvas

y=2;y=V8—-2z;x=3y(y—2) ; T7y+z=4.

Solucién.
Los puntos de interseccion de las curvas rsultan de resolver las ecuaciones

4
4—7y:3y(y—2)<:>y:1\/y:—§

1
\/8—2x:?(4—x)®m:4\/x:—94.
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Figura 1.17: Una regién del tipo Il dividida para el ejemplo 1.10

En concordancia con (1.24) se plantea la integral doble iterada cuya solucién sigue

a continuacion.
4-0,5y2 2 p4—0,5y2
/ ydxdy + / / ydzdy
4 J1 0 J3

1
[l =
RA)) JO JFa—Ty y(y—2)
1

— /O y(4—;y2—(4—7y)> dy+./12y(4—;y2—3y(y—2))dy

73 141 74 3 22
= —¢3-= —— 2 2
Y 8y}0+ 8y+y+y )
_ 53,55 _ 109
o248 127

1.3.1. Propiedad de simetria

Proposicion 1.3

Sea D una region del plano tal que D = D; U D5, ademas D; es la region
simétrica de D> con respecto a uno de los ejes coordenados, o bien el eje X o
bien el eje Y, y la funcién f : D Cc R? — R es integrable en D y simétrica con
respecto al mismo eje coordenado, entonces

'//Df(x,y)dA = 2‘/]31 f(z,y)dA = 2./D2f(:v,y)dA. (1.25)
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¥
Y
y = fpa(x)
oy

Rl R_J X ( )

—a a
X

(a) con respecto al eje Y (b) con respecto al eje X
Figura 1.18: Regiones simétricas
Prueba 1.3 Consideremos la region
D={(z,y) eR?: —a<z<argi(z) <y <)}, (1.26)

tal que p1(—z) = p1(x) y p2(—x) = po(x) tal como se aprecia en la figura 1.19.

Y
v =lps(a)

Figura 1.19: Region simétrica con respecto al eje YV

Es evidente que el eje Y divide a D en dos subregiones D; y D2 de modo que
D = D; U Dy. Por otro lado, las funciones ¢1(z) y ¢2(z) son pares cuya géfica es
simétrica con repecto al eje Y asi como el intervalo [—a, a] . El argumento anterior nos
permite afirmar que D- es la regién simétrica de D con respecto al eje coordenado Y.
Asi mismo, lafuncién f : D ¢ R?> — R es integrable en D y simétrica con respecto
al eje Y, es decir f (z,y) = f (—=,y) . De acuerdo con la propiedad de aditividad de la
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integral doble se tiene que

.[/D f(z,y)dedy = --/D1 f(z,y) dedy + --/Dz f (z,y) dzdy.

Si en la integral doble iterada

a pea(z)
/ f(z,y) dxdy = / / f(z,y) dzdy
H Dy O Jopi(z)
introducimos el cambio de variable x = —x se obtiene dz = —dx y
—a  poa(—x) 0 p2(-2)
[ t@mdey= [ [ o) canay = [ f (~,y) dudy.
S Dy S0 Joi(-x) J—a o1 (—x)

Al sustituir o1 (—x) = ¢1(z), p2(—x) = @a(z) y f (z,y) = f (—x,y) en laintegral doble
anterior se obtiene

.Lh”%WW@=/@/M@ﬂamM@7

—aJe1(x)

es decir

/ ﬂawmw=/ f (z,y) dady.
JI Dy S Do

De este modo
[ s@wasty=2 [ f@wdsdy=2 | fwy)dody.
44D 4Dy J Dy

Siguiendo un procedimiento analogo se demuestra la propiedad de simetria con res-
pecto al eje X. |

Observacion 3 Tenga en cuenta que:

@ La propiedad anterior es también valida cuando la simetria se establece en rela-
cién al origen de coordenadas.

@ Para aplicar correctamente esta propiedad, tanto la funcién integrando como la
region de integracién deben tener simetria respecto al mismo eje coordenado.

Ejemplo 1.11

Calcule la integral doble

//D (14 y?) dA,
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donde D = {(z,y) : 2* + y* <4 Az < 0}.

Solucién.

En primer lugar observemos que la regiéon D corresponde al semicirculo con cen-
tro en el origen y radio igual a 2, para —2 < x < 0. Ademas, D es simétrica respecto al
eje X.

Figura 1.20: Region de integracién del ejemplo 1.11

En segundo lugar, el integrando f (x,y) = 1 + y? también es simétrica respecto
al eje X pues

fle,—y) =1+ (=y)’ =1+¢" = f(z,y).
Luego, en razén de (1.25) se tiene

V)
// 1+y dA—Q/ / 1+y)dydx

En tercer termino, la resolucién de la integral interior sigue el siguiente proceso

}m:;(\/él—ﬂ)g—l—\/él—x?.

Vi—z2 1
/ (L+y*)dy = 39" +y
40 0
Como pendltimo paso, el valor numérico de la integral con respcto de = se consigue con
la ayuda de una calculadora cientifica o con algin software de calculo de su eleccion.
En cualquier caso, el resultado es

[ (G () i) o

o \3

Finalmente, la integral solicitada es igual a

// (1+y%) dA = 2(6.283) = 12.566.
KD
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|

Ejemplo 1.12

Calcule la integral doble

// yz2dA,
JID

donde D es la regidn limitada por las gréaficas de y = V4 + 22, y = |z| y las
rectas verticales z =2y v = —2.

Solucién.
La representacion grafica de regién D se muestra en la figura 1.21 y notamos
que es simétrica respecto al eje Y. Ademas, el integrando f (z,y) = yx? es simétrica

Figura 1.21: Region de integracion del ejemplo 1.12

respecto al eje Y pues
f (_x,y) =Y (_x)Q = ny = f (xvy) .

Bajo lo establecido en (1.25), procedemos a plantear la integral doble iterada. En efecto

0 pvViata?
// yr’dA =2 / / yzldydz.
S D J-2J—x

A continuacion, calculamos la integral con respecto a y. En efecto,

442 1 442 1 9
/ yridy = nyQ] =~z ((\/4 + x2) — (—:L‘)2>

2 2

= 9272

Es momento de resolver la integral definida con respecto de x con el segundo teorema

fundamental del calculo, .
0
2 16
/ 222 dr = xg] = —.
J_2 3 9 3
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En consecuencia, el valor de la integral doble iterada es

204 o (16 _32
.//Dy:t:dA—2(3 =3

Ejemplo 1.13
Calcule la integral doble

// y*aldA,
M

donde D = {(z,y) : 2 + y2 < 9A |y < 2}.

Solucioén.

El dibujo de la region D se muestra en la figura y, es claro, que es simétrica
respecto al eje Y, al eje X y al origen de coordenadas. Por otro lado, el integrando
f (z,y) = zy también es simétrica respecto a los tres, pues

f(=z,~y) = (~y) (—2) =y = f(2,y).

Y
e Te=. 4+ yP =9
- \\
5 .
D
X
0
=5
-~ ,/

Figura 1.22: Region de integracion del ejemplo 1.13
A causa de (1.25), la integral doble que modelada como

2 py/9—y2
// yrdA =4 / / yaxdxdy.
MD o Jo

Resolvemos la integral respecto de z :
L o

V9-y2 9y 1 2 9 14
yrdr = Sa%y =*y< 9—y2) =-y— sy
40 2 0 2

2
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Acto seguido, solventamos la integral definida para y :
2 2
— —_ = d = — —_ = = 7.

0
.//1; yxdA = 4(7) = 28.

Para cerrar se tiene

1.3.1.1. Cambio de orden de integracion

Cuando se evalua una integral doble iterada con sus cuatro limites de integracion
constantes, cambiar el orden de integracién, es consecuencia natural del teorema de
Fubini dado en (1.8), siempre que los limites de la integracién cambien correctamente.

El caso de una integral doble con limites variables que provienen o bien de una
region del tipo | o del tipo I, el teorema de Fubini garantiza que plantear y resolver
una integrar doble iterada en cualquiera de los dos ordenes, dxdy o dydx, producira el
mismo resultado. Sin embargo, puede suceder que uno de los ordenes de integracién
genere una integral doble iterada mas facil de evaluar que el otro, es decir, en un deter-
minado orden de integracién, el integrando puede no tener una primitiva elemental.

En tales situaciones, invertir el orden de integracién resultara util y, con el fin de
cristalizar nuestro propoésito, se sugiere el siguiente algoritmo.

@ Dibuje la region de integracion usando su representacién analitica que se extraen
de la interal doble iterada dada.

@ Si la regién de integracion es del tipo |, es decir, la integral doble iterada es de
la forma (1.16), entonces trace la franja horizontal y encuentre los nuevos limites
de integracion para el orden dxdy.

© Sila region de integracion es del tipo Il, es decir, la integral doble iterada es de
la forma (1.17), entonces trace la franja vertical y encuentre los nuevos limites de
integracion para el orden dydzx.

O Después de encontrar los nuevos limites, evalle primero la integral interna y
luego la integral externa.

Es nuestro deber advertir que, al poner en practica la estrategia descrita, puede
que se requeriera dividir la region en varias partes lo cual dependera de las curvas
que limitan la region. En consecuencia, los limites de la integracién cambiaran con el
cambio en el orden de la integracién y la integral doble iterada dada se expresara como
la suma del nimero de integrales dobles con los limites modificados.
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Por otro lado, a veces una regién es tanto de tipo | como de tipo Il. Sin embargo,
esto no significa que

b pea(z) w2 ()
/ / f(x,y)dydx—/ / [ (z,y) dzdy
Ja Joi(z) p1(z)

porque el lado derecho no tiene ningun sentido ya que no satisface el teorema de
Fubini.

Mas bien, la forma correcta de proceder es describir la region D de dos maneras
diferentes, a saber

D = {(x,y)GRQ:angb/\gol(x)Sygcpg(x)}
= {(zy) eR*:c<y<dAii(y) <z <aly)}.

Por consiguiente, al aplicar el teorema de Fubini a esta situacién se obtiene
¢2(U)
/ / (z,y) dydx = / / (z,y) dxdy. (1.27)
©1 1(

Ejemplo 1.14

Calcule la siguiente integral dobles iterada
e 1
J = / / e T dxdy.
41 Jlny

Solucion.
Para calcular esta integral doble se requiere cambiar el orden de integracién, tal
como se muestra a continuacion: la regién de integraciéon queda expresada como

R:{(x,y)GRQ:lgySe/\lnygxgl}

y su representacion grafica se muestra en la figura adjunta. A continuaciéon, modelamos
la integral doble iterada con los nuevos limites de integracién

1 pe®
:/ / e Tdydx.
Jo 1

Al resolver se tiene

x x e
1

/e yecosmdy — etosw /e ydy — elos® |:1y2:| — _ecosw (621; o 1)
J1 J1 2 2
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r=|Iny %

-1 0 1

Figura 1.23: Region de integracion del ejemplo 1.14

Finalmente
1
1
J= / —e™ (e* — 1) dz = 2.292
0
O
Ejemplo 1.15
Un estudiante de Analisis Matematico Il afirma que

1 prl ) b pq(x) 9
/ / 22y dedy = / / z2ye” dyda.
4O Jy2 Ja Jh(x)

Segun lo anterior, calcule el valor de ah(b) — bg(a).

Solucion.
En primer lugar, debemos graficar la regién de integracion de la integral doble

1 ol
iterada del lado izquierdo. Es decir, de / / x2yexzdxdy se tiene la representacion
JO . y2

analitica

Di={(z,y)/y* <z <1;0<y<1}

cuya grafica se muestra en al figura 1.24. Al cambiar el orden de integracion se tiene

Dy = {(x,y) /0<y<1;0<y<Vz}.
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Figura 1.24: Region de integracién del ejemplo 1.15

1 pva
/ / x2ye“’2dydx
Jo Jo

sedesprendequea=0; b=1; h(z) =0; q(z) = /x.
Finalmente,

De

ah(b) — bg(a) = 0h(1) — 1¢(0) = 0.
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1 4 Cambio de variables en una integral doble

El objetivo del cambio de variables en una integral doble es allanar el camino para
el célculo de la integral // f (z,y) dA cuando el interando f o la region D son tales
que resolver la integral no gs una tarea sencilla.

Par el caso de una integral doble de una funcién de dos variables, el cambio de
variables permite transformar la integral doble //D f (z,y) dA, donde D es una regién

del plano XY, en otra integral doble // F (u,v) dA* con regién de integracion en el

plano uwv o UV y denotada por D*.
Recordemos el teorema de cambio de variable en una integral definida de una
funcién de una variable real.

Teorema 1.4 [Cambio de variable]

Sean la funciones f : [¢,d] — R continua, g : [a,b] — R con derivada integrable
y g ([a,b]) C [c,d] . Entonces

g(b) b
/ f(x)dxz_/ﬂg(t))g'(t)dt.

g(a)

Recuerde que en la integral definida de una funcién de una variable, el cambio de
variable que se introduzca provoca un cambio en la funcién integrando y en los limites
de integracion.

En el caso materia de esta seccion, el cambio de variables en una integral doble
se torna mas laborioso, ya que si se requiere remodelar la integral doble

.[[Df(x,y)dfl

debemos exhibir dos sustituciones, una para x y otra para y, a la que llamaremos
transformacion T : D* C R? — R? tal que T'(D*) = D.

Antes de plantear la féormula que permite establecer una correspondencia* en-
tre una integral doble expresada en coordenadas cartesianas x e y sobre la region D

del plano XY, es decir // f(x,y)dA, y otra integral doble // F (u,v) dA* definida
A M D=

“Formalmente esta correspondencia es una transformacion o funcién diferenciable que se define entre
los conjuntos Dy D* de R?.
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sobre la region de integracion D* en el plano UV, gracias a las sustituciones corres-
pondientes, es preciso examinar primero las relaciones que existen entre las regiones
D del plano XY y D* en el plano UV, del mismo modo que los integrandos f (z,y) y
F (u,v).
Para que proceda la transformacién T" descrita anteriormente, consideremos las
funciones
x = hy (u,v) yy = hs (u,v), (1.28)

donde las funciones continuas hy y hy que tienen derivadas continuas en la regién
D* del plano UV tales que a cada par ordenado (u,v) de la region D* del plano UV
le corresponde un Unico par de valores (x,y) la regién D del plano XY. Ademaés, a
partir de las ecuaciones dadas en (1.28) es plausible despejar u y v obteniendo las
ecuaciones
u=gi(z,y) y v=g2(2,9)

que favorecen transformar cada punto P (x,y) de la regién D del plano XY en un
punto P* (u,v) de la region D* en el plano UV.

A las coordenadas u y v se las denomina coordenadas curvilineas del punto
P (z,y).

En resumen, el argumento anterior nos da a entender que las ecuaciones (1.28),
llamadas ecuaciones de transformacién, establecen una correspondencia biunivoca
entre los puntos del conjunto D del plano XY y los puntos del conjunto D* del plano
UV que se representan graficamente en la figura 1.25.

V Y
x = hi(u,v) "
' D
-'\-u\_\
y=hauo) | N
(,y)
U X

Figura 1.25: La transformacién T’

Debemos percatarnos que para el caso de las integrales dobles, la transformacion
de coordenadas o el cambio de variables no solo afectara al integrando sino que puede
simplificar la geometria de la regién de integracién por consiguiente se necesita una
medida de como la transformacion distorsiona el area de la regiéon. Esta medida esta
dada por el determinante jacobiano, que se deine como sigue.
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Definicion 1.4 [Determinante jacobiano]

Sea T : D* ¢ R? — R? una transformacién de clase C' dada por?

x = hy (u,v) yy = hy(u,v).

0
El determinante jacobiano de T',° que se denota por 3 Ez’ g;, se define como
d(zy) |E Z
= 6“’ a’U (1 29)
0 (u,v) B—Z 8%

@De clase C significa que T derivadas continuas en una regién D* del plano UV
bEs el determinante de la matriz derivada de T, es decir la matriz DT (, y) .

A continuacién enunciaremos el torema de cambio de variables para integrales
dobles, omitiendo la demostracién del mismo que puede ser visualizada en Rudin, W.
1976, p.252-253.

Teorema 1.5

Sean Dy D* dos regiones de R?y 7' : D* C R? — RR? una transformacién de
clase C'. Si T es inyectivay T (D*) = D, entonces para calquier f : D — R
funcién integrable en D C R? se tiene

_ 9(z,y)
.[/Df(x,y)dA//*F(u,v)‘a(uw) dA, (1.30)
donde F' = f o T esta dada por
F (’LL, U) = f (T (uvv» = f (hl (u7v) ) ho (U,’U)) ° (1 31)

Es importante destacar que el determinante jacobiano debe satisfacer la condi-
9(z,y)
0 (u,v)

En relacion directa a la declaracién emitida al inicio de esta seccién, este teorema
nos senala el camino que debemos seguir para establecer un procedimiento con el fin
de ejecutar la transformacién de coordenadas o el cambio de variables en una integral

doble. En efecto, dada la interal doble // f(z,y)dA, donde f : R? — R es una
MD

cion de que

# () excepto, quiza, para un conjunto de medida nula.

funcién integrable en una regién D C R? del plano XY, se debe elegir con cuidado las
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funciones continuas
hi: RZ — R hy: RZ = R
(u,v) — x=hy(u,v) y (u,v) = y=ho(u,v)
que tengan derivadas parciales de primer orden continuas en D* en el plano UV tales
que la integral doble // F (u,v) dA*

M D
sea facil de evaluar con el nuevo integrando F (u,v) = f (h1 (u,v), h2 (u,v)) y

con la nueva region D*.

Ejemplo 1.16

Calcule la integral doble // z?y%dA si D es la region limitada por las graficas
4D
de las curvas

y=22";y=2"; sy=4dyay=1

Solucién.
La region de integracion D se aprecia en la figura 1.26.

YA
i 2y = 2z2 '

]

Figura 1.26: Region de integracion del ejemplo 1.16

Al implementar el cambio de variable

u::vy/\vzi2
T

la regién queda transformada en la nueva regién que, analiticamente se expresa
como

Luego, de
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y, en razén de (1.29), se obtiene el jacobiano que es igual a

0 (z,y) 1

d(u,v)  3v

Luego, en concordancia con (1.30), se tiene

2 4
/[ mzdeA:/ / —u’dudv.
+/D J1 1 3o

Cuya resolucion se muestra a a continuacion:

4 4 4
1 1 11 1 7
—uldu=— | Wldu=—|-ud| =—(21)=—.

J1 v 3v fy Jv |3 1 dv v
Finalmente

27
/ —dv ="T7In2 ~ 4.852
J1 v

Ejemplo 1.17

Dada la integral doble

_//D (yz _ 1,2)759 (y2 _’_m2) dA,

donde D es la region del primer cuadrante limitada por las graficas de xy = 1,
zy=4,y>—22=1ylarectay = z.

(a) Mediante el cambio de variables u = xy y v = y? — 22, represente gréfica-
mente la regién D en el plano dado UV.

(b) Calcule el valor de la integral doble iterada.

Solucioén.

Tanto la regién de integracion D como la region D* del plano UV que se obtiene
gracias a la transformacién u = xzy y v = 3> — 22, se aprecian en la figura 1.27.

Es claro que la representacion analitica de la regién D* queda expresada como

D" ={(u,v): 1 <u<4n0<0v<1}.
Por otro lado, el jacobiano de la transformacion resulta de

0 (u,v)

0 (z,y)

Y x
—2x 2y

:2(y2+x2>,
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Y
y==zx
2 y -z =1
4
5 i
\-.,__1_ 1 V
h 1
_ e
Y = —
Y & ]
X 0 1 2 3 4 5
1 2
(a) Region D (b) Region D*
Figura 1.27: Region de integracion del ejemplo 1.17
es decir, en virtud de (1.29) se tiene que
d(z,y) _ 1
9 (u,v)  2(y2+a?)
Al sustituir este resultado, segun (1.30), se obtiene
// (v* —22)™ (y* +2?)dA = / / (y* + 22 ;dvdu
WD 2 (¥ +22)
= - v dvdu.
I8
El proceso de resolucién de las integrales iteradas es como sigue:
1 ut1 1l 1
/ vidy = 2 = .
4o u 4+ 1 0 u 4+ 1
Para cerrar y .
1 1 1 1,5
— du= =1 1) ==1In- ~0,458.
2,/1 apidu= gt )L 22
O

1.4.1. Integral doble en coordenadas polares

Uno de los cambio de variables mas usados es la transformacién a coordenadas
polares, que pasamos a explicar.
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Teorema 1.6

Considere la aplicacién 7' (r,0) = (rcos6,rsend), donde x (r,0) = rcosf e
y (r,0) = rsen @ son funciones de clase C'! en un subconjunto abierto U C R2.
Sea D* un subconjunto limitado y cerrado contenido en U tal que

(i) la funcién T es inyectiva en D* y

(ii) el determinante jacobiano de la plicacién 7', definido por

cos —rsenf

9 (z,y)

30 0) (r,0) =7 (1.32)

senf) rcost

siempre es no nulo en D*. Si f es integrble en T' (D*) , entonces

// f(z,y)dA = / f (rcos@,rsenf)rdA*, (1.33)
JIT(D*) M D+

donde dA* = drdf o dA* = dfdr indica los dos 6rdenes de interacion
posibles.

La gréafica 1.28 nos proporciona el procedimiento para determinar los limites de

integracion en el sistema de coordenadas polares.

'Y ;
Eje T /
2
variacion
de p
variacion
de )
r=a
/ =0
: X
Eje polar

Figura 1.28: Limites de integracion en coordenadas polares

La versién analoga, en el sistema de coordenadas polares, de una integral doble

iterada sobre un rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados queda estable-
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cida cuando se considera la region cuya representacion analitica es

Para esta regién, la integral dada en (1.33) se veria como

// (x,y)dA = / / f (rcos@,rsen®)rdddr. (1.35)
9(D*)

B prb
// f(z,y)dA = / / f (rcos6,rsenf)rdrdd. (1.36)
“ g(D*) Ja Ja

La igualdad de los resultados que se obtengan de resolver (1.35) y (1.36) esta garanti-
zada por el teorema de Fubini.

La descripcion grafica de D, dada por (1.34), es la de una region limitada por las
circunferencias » = a y r = b, asi como por los rayos § = vy § = 3 tal como se aprecia
en la figura 1.29

Eje polar

Figura 1.29: Regioén polar basica

Ejemplo 1.18

Dada la integral doble iterada

2 8—y?
= / / yxdxdy.
40 Wy

a) Exprese I como una integral doble iterada en coordenadas polares.

b) Calcule la integral doble modelada en el inciso anterior.

Solucioén.
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La regién de integracién la ponemos a la vista en la figura 1.30 y su representacion
analitica en coordenadas polares es

D*:{(r,e);ogrgx/é;ogagg}.

Figura 1.30: Region polar del ejemplo 1.18

En tanto que la integral doble se modela como

2 py/8—y2 /4 /8
I= / / yrdrdy = / / (rsend) (rcos®)rdrdd
Jo Jy JoJo

w/4 V8
/ / 3 sen 6 cos Odrde.
40 40

Al calcular la integral con respecto de r se tiene

V8 NG 1 V8
/ 3 sen 0 cos Odr = sen 6 cos 0 / r3dr = 47‘4} = 16senfcosf
0 40 0

Al evaluar la integral con respecto de 6 se obtiene

w/4
/ 16 sen 6 cos 0df = 4.
Jo

O

De la misma forma que se establecieron dos tipos de regiones de integracion para

las integrales dobles definidas en el sistema de coordendas cartesianas, en el sistema

de coordenadas polares también podemos distinguir dos categorias de regiones para
el célculo de integrales dobles iteradas.
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Region del tipo |

Una region del tipo | o region en la direccion de r tiene la caracteristica de que
es un subconjunto D del plano polar en el que la variable r varia en funcién de 0 y, esta
Ultima, varia entre valores constantes de 6, es decir

D={(r0):h(0) <r<r@)ANa<l<p}, (1.37)

donde « y 3 son constantes reales y las funciones h (0) y « (6) son continuas en el
intervalo [«, 3] .
La representacion grafica de este tipo de regiones se aprecia en la figura

Eje polar
Figura 1.31: Region polar del tipo |

De acuerdo con lo anterior, para calcular la integral doble (1.33) se procede como
sigue

B pr(0)
// f(z,y)dA = / / f(rcos@,rsend)rdrdd. (1.38)
L g(D*) fa Fh(6)

Ejemplo 1.19

Considere la region D del plano XY que es interior a la curva 2% 4 y? = 4y y
exterior a la circunferencia 2% + y? = 4. Calcule la integral

| //D z?dA.

Solucioén.

Expresamos las circunferencias en coordenadas polares. En efecto, 22 + y? = 4y
equivale a r = 4senf y x> + y> = 4 equivale a r = 2. Para determinar los limites de
integracién, procedemos a intersectar ambas curvas.



56 Integrales Dobles

1 5
4sen9:2<—>9:67r\/ 9:671

Asi, la representacién analitica de la region es

1
D*:{(T,Q)ERQ:67r§9§277/\2§r§4sen9}.

A

P+t =4

Figura 1.32: Region polar del ejemplo 1.19

5m/6 pdsen6
/[ 22dA = / / 7 (1 cos 0)* drdf
MDD Jr/6 2

5

w/6 pdsend
= / / 3 cos? Odrd.
Sr/6 S2

Primero calculamos

4 sen O 1 4sen 6 1
/ 3 cos® Odr = cos®0 [r4] = cos’ 0 [ ((4 sen 0)* — 24>]
J2 4 ], 4
= cos’6 (64 sen?f — 4).

Finalmente,

5m/6
// 22dA = / cos? 6 (64 sent 6 — 4) df = 9. 385.
JD J/6
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Region del tipo Il

Una region del tipo Il o region en la direccion de 6 tiene el atributo de que
queda expresado como sigue

D={(r,0):a<r<bA((r)<0<~(r)}, (1.39)

donde a y b son constantes reales y las funciones ¢ (r) y v () son continuas en [a, ] .
Queda claro que, en este caso 6 varia en funcién de r y la variable r encaja entre
las constantes a y b, justo como se percibe en el gréafico

ks

a .EJ'e bolar' ('-J .

Figura 1.33: Region del tipo Il

Por lo tanto, la integral doble (1.33) queda expresada como sigue

b py(r)
// f(x,y)dA = / / f (rcos@,rsen®)rdddr. (1.40)
+ g(D*) Ja JS¢(r)

Ejemplo 1.20

La regién D, ubicada en el primer cuadrante, esta limitada por las gréaficas de
22 +y?=4; r=4senfyr =2+ 2send.
a) Esboce la grafica de la regiéon D.

b) Modele la integral doble

.//D xdA

como una integral doble iterada en coordenadas polares en el orden dfdr.

c) Calcule el valor de la integral doble obtenida en el inciso anterior.
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Solucion.
El dibujo de la regién D lo visualizamos en la figura 1.34.

Y
r=2sinf + 2

1T =4sind

0 2

Figura 1.34: Region polar del ejemplo 1.20

Para determinar los limites de r, observe que la regién puede acortase por las
circunferencias r = 2 y r = 4, por tal motivo 2 < r < 4. Por otro lado, en relacién a la
variable 6, nos percatamos que los segmentos de circunferencias trazados en sentido
antihorario inician su recorrido en r = 2sen + 2 y lo finalizan en r = 4 sen 6, por ello

es que
r—2 <t9<arcsen<r>
arcsen [ —— -).

2 - 4

Con ello, la integral doble se modela como la siguiente integral doble iterada

T ’r‘

arc sen Z arc sen Z
// rdA = / / (r cos 0) rddr = / / r2cost9dt9dr.

Evaluamos la integral definida respecto de 6 :

arc sen(ﬁ)
/ ! r2cosfdd = r?senf

rcsen(%)

Por ultimo
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|

En ciertas circunstancias la regién de integracién no es del tipo I ni ll, por lo que
no es plausible expresar la integral doble iterada en coordenadas polares en las formas
dadas por (1.38) y (1.40). Para sortear este obstaculo, se procede a dividir dicha regién
en subregiones que encajen en los tipos descritos previamente con el auxilio de las
curvas coordenadas del sistema polar, y en virtud de la propiedad de Aditividad dada
en [IntDob3] podra calcularse la integral doble dada.

La primera de estas situaciones ocurre cuando en una region en la direccion de r,
dada por (1.37), una de las funciones r = h (#) o r = () no puede ser denotada por
una expresion analitica para todo los valores de 6 € [«, 3] ; es decir, si 01 € [, 8] y

_ h1(9) , a<6<60; _ m(&) , a<6<6
h(e)‘{fme) L h<0<p °"‘(9)‘{n2<9> L h<0<p

entonces la integral doble (1.38) viene dada por

01 H(Q) B pr(0)
// (z,y)dA = / / (rcosf,rsenb) Tde9+/ / f(rcos@,rsen®)rdrdf.
g(D* h1(9) 4O - hg(@)
(1.41)

Ty
Eje 3

4=p
= h. (H}u

\ i f=a

e = ()

i Eje polar
(a) (b)
Figura 1.35: Particion de la regién polar tipo |
Ejemplo 1.21

Una region D del plano esté limitada por las curvas de ecuaciones

r=4—8senf; 2?4+ y? = —4z; 22 + 9> = 16.



60 Integrales Dobles

Si se usa el orden de integracion drdf, determine y exhiba la cantidad minima de
integrales dobles iteradas que se necesitan para modelar la integral doble

//l;f(m,y) dA.

Solucién.
El dibujo de la regién D la observamos en la figura adjunta.

Ty
£+ =16 st o=l
- \K
\ f = i
o G D Di
y | e N Y 3
= - e
i : £
V 21 =4r @ B r=4cosf R\
. 1/ B \\:'. [ D g \
r=4—8sinf r=4—8sinf

(a) (b)

Figura 1.36: Region polar del ejemplo 1.21

Observe que la tangente en el polo de » = 4 — 8 sen 6 se obtienen de

1 5
T:4f8sen9:0€>9:67r;67r;...

5
Esto implica que si tabulamos » = 4 — 8sen 0, para 0 € [(;T’ w} se obtiene la region

5
D1:{g§9§7r/\4856n9§7'§4}

5
Esto lleva a que D esta delimitada para 6 € B, 671 , es decir

D2:{72T§0§567T/\0§r§4}

Finalmente, D resulta de tabular 22 + y?> = 42 < r = 4cosf para 6 € [0, g} ,
esto es
e
D3:{0§9§§A4COSQSTS4}

En consecuencia se requieren como minimo tres (3) integrales doble iteradas en
el orden de integracién drd6.
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O
Una segunda eventualidad acontece cuando en una region del tipo (1.39), una de las
funciones § = ((r) 0 # = ~(r) no es factible de ser formulada por una expresion
analitica para todo los valores de r € [a, b] . Esto significa que, si ks € [a,b] y

entonces la interal doble (1.40) viene dada por

ks py(r) bopy(r)
// f(z,y)dA = / / f(rcos@,rsend) rd9d7’+/ / f (rcos@,rsen®)rdidr.
+g(D*) da JG(r) S ks (o (r) (1.42)

o
Eje —
jes |

[

G\
\ \  Eje polar
il ks b [ ks b

Figura 1.37: Particién de la regién polar tipo Il
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1.4.2. Problemas propuestos

1.1 Calcule las siguientes integrales dobles

a) // (5x + 2y) dA, donde D = [0,2] x [0,1].
SIS D

b) /4 /4 yla® =9l |
Y dydz.
J-1.h1 Y+

w/2 re
) / / |seny — 1] sen (In x) dzdy.
40 J1/e

d) /01 ./01 (1 —2?) dydz.

/ / —2m+1dydx

1.2 Calcule las siguientes integrales iteradas.

2m e 2 Vs Te®
a)/ / (ysenx + z cosy) dxdy. d)/ / vytle dydzx
Jro S0

y+3
2 1 Lo
b) ./0 /1 (16 — 2% — 2y?) dydz. e) ./0 ./e {y arctan (ﬁ)} dxdy.
2 17/ x/3 pr/d
c) /0 /1 (4 — y?)zIn? 2 ddy. ) / /ﬂ/6 sec? y tan? zet™ ¥ dyda.

1.3 Calcule las siguientes integrales dobles

a) ./04.[;2 (x +y) dydzx.

0,25(5— y)
/ / x —I—y2) dxdy.

V3/2 V12—4y?
/ / Szdxdy.
V3/2 J4y?

/075 /1+4:r 1+4x+yd e,
0,2

) // (m3+3y)dA,dondeD={(x,y):0§m§2/\:r2§y§2a:}.
4D
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2
f) // ajydA,dondeD:{(az,y):()ﬁa:§8/\f3 §y§2\/2x}.
D

1.4 Calcule las siguientes integrales iteradas.

w/2 pm/2 1 pl—z/2
a) / / (m3y + x cos :J:) dxdy. d) / / (2 —xy — 2ya:2) dydzx.
40 Jy JO Jz/2
1 p2—a? 1 plo|
o [ [ 0 ) dude o [ [ syersvaya.
J=2Jx J—14-2|z]

)/2/y Y g f) A 342dad
c ———dzdy. // xy*dxdy.
40 -y/2\/m J0 . %arcseny

1.5 Cambie el orden de integracién y calcule las siguientes integrales iteradas

4 4,
a ———dzdy.
)./0 /y 212
/2 pm/2
) / / éenydydx
+0 Jx Yy
/ / (x + y) dzdy.
/ / xydxdy.
z2/4

o[ [ ==

4 p2
f) / / ¥ dxdy.
Jo Sy
/ / sen y +x )dq;dy.

dydzx.

dydzx.

2

Yy
0 [ e
’./o.wwm

1.6 Cambie el orden de integracion y calcule las siguientes integrales
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1 p3 1 pl
a)/ /eme'dxdy. d)/ /m?’tan (y3) dydzx.
Jo J3y Jo a2
e pl
b)/1 ./hlysen(ex)dxdy. / L4 , 4+ 2dyalx

6 2y—>5 y V2522
C)/ / ———dxdy. / / z3 tan dydz.
J12d -4 22+ 92 4z/3 ")

1.7 Si al expresar la integral doble iterada

1 4
xr
—— _dady
/0 /y x4+ y?

en coordenadas polares se obtiene

a pg(9)
/ / f(0)drdf = mm,
Jo 4o

calcule el valor de g () + mf ().

1.8 Sea la integral doble iterada

4 V16—y?
/ / (= + y2)3/2 dxdy
JoaJo

exprésela como una integral doble iterada en coordenadas polares y luego calcule
su valor.

x

19 8iD={(z,9):0<2 <200y < VI -2}, f(2,9) = ———y
/y2+332

f(z,y)dA = ’ g(e)rmh(e)drde,
/A v

entonces, calcule el valor de

B
/ mh (0) g (0) d6.

1.10 Para cada una de las siguientes regiones sombreada D, exprese la integral do-
ble correspondiente como una integral doble iterada en coordenadas polares y luego
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calcule su valor.

a) b)

y =3

- y=—x

// (1+22%y%) dA /[ (z* + 22%y% + y*) dA
S D S D

1.11 Si se cumple que

1 pV2—22 pw pb
/ / (:r2 + y2) dydx = / / r*drdf = km,
40 40 JEr 40

k
entonces el valor de £ = P

es

1.12 Para cada region sombreada R, escriba la integral doble correspondiente como

una integral doble iterada en coordenadas polares en el orden drdf y luego calcule su
valor.

a) b)

Y= 4sin(26)
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1.13 Sia > 0y se cumple que

2a pv2ar—a? kr  pf(0)
/ / 22 dydr = / / ™ cos™ Odrdf = pra?,
Jo Jo Jo Jo

calcule el valorde F' = f (kn) — pf (mm) .

1.14 Para cada region sombreada D, escriba la integral doble correspondiente como

una integral doble iterada en coordenadas polares en el orden dfdr y luego calcule su
valor.

a) b)

Y
r=2sinfd+2

r=—2(cosf +1)

1.15 Calcule la integral doble

.[/D 27 (22 — ?) sen <7r (z — y)2> dA,

donde D = {(z,y) : 2] + |yl < 1}.

1.16 Calcule la siguiente integral doble

| R

donde D es laregion limitadaporx =2y, z =2y —4, 2 +y=4yxz+y=1.

1.17 Laregién D del plano esta limitada por las rectas x =2y, x =2y — 4,z +y =4
y x + y = 1. Calcule la integral doble

// 3zydA.

LD
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1.18 Sea D la porcion acotada del primer cuadrante situada entre las dos hipérbolas
xy =1y xy =2ylasrectas y = x e y = 4x. Calcule el valor de la integral

// z2y2dA.
4D
1.19 Calcule la integral doble

ety
“_dA,
//D y?

donde la regién D, del primer cuadrante, se muestra

O
la figura adjunta. .

1.20 Calcule la integral doble

/[ 2z +y)~° 5ty dA.
Mp

donde D es la region acotada por 2z +y = 1,2z +y = 4, 2 — 2y = -1y
r—2y=1.

1.21 La regién D esta limitada pory = x,y = x — 4,y = 3y el eje X. Calcule la

integral doble
// (x —y—1)ydA.
4D

.//1; (22 + y)* dA.

donde D es el paralelogramo de vértices (1,1), (0,2), (3,2) y (2,3) .

1.22 Calcule la integral doble
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1 5 Aplicaciones de la integral doble

En esta seccidon mostraremos algunas aplicaciones de la integral doble, ya sea
para calcular la areas y volimenes de innumerables regiones limitadas en el plano, o
incluso para calcular masa, Centro de masa y momento de inercia en el area de fisica.

1.5.1. Laintegral doble como el area de la regidon de integracion

Un caso particular que merece nuestra atencion discutir resulta si en la definicion
de la integral doble

n—1

[ tadedy = tim 3 fenaa,
7,k=0
se considera f (x,y) = 1.

De este supuesto discurre que f (cj;) = 1 en cada uno de los puntos arbitrarios
n—1
c;i, elegidos en cada subrectangulo [z, zj11] X [yk, yr+1] ¥ 1a expresion Z AA re-
J,k=0
presenta la suma de las areas de cada una de las subregiones que resultaron de la
particion P; x P». De lo anterior se obtiene una aproximacién del area de la regién D,

luego el valor exacto del area de dicha regién se calcula como

A(D) = // dA_ngToo Z fcjr) A (1.43)

Asi, si se desea calcular el area de una regién D en el plano, basta con tomar
como integrando f (z,y) = 1y como regién de integracion la regiéon cuya area se
desea calcular.

Ejemplo 1.22

Calcule el 4rea de la regién limitada por las graficas de » = > —yy 2z =1 — y*.

Solucioén.
Para determinar las coordendas de los punto de interseccion se obtienen al resol-
ver la ecuacion
yP-y=1-y'eoy=-1vy=1.
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Figura 1.38: Region del ejemplo 1.22

Con esto, la expresion analitica de la region es
D={(z,y): -1<y<1Ay’—y<z<l-y'}.

A continuacién, modelamos la integral doble iterada y calculamos el area de la regién

awy = [ [ sty = [ 100 - 6]y

= /1( y' =y +y+1)dy

15 14
= oyt

5

L + 1—8u
2y y7175 .

Ejemplo 1.23

El disefio y las dimensiones de una placa plana de metal se ubican en el primer
cuadrante del plano XY, donde las unidades en los ejes se miden en pulgadas.
Si dicha placa adopta la forma de la regién limitada por las curvas de ecuaciones

y=4—(z—-2?%;z2=2yyz=3

y el costo del recubrimiento anticorrosivo se cotiza en 6, 15 soles por pulgada
cuadrada, determine el monto total a pagar por pintar ambas caras de 50 placas
metalicas.

Solucion.
La grafica de la placa el plano XY se observa en la figura 1.39, cuya representa-
cion analitica es

D:{(x,y)6R2:0§x§3/\g§y§4—(x—2)2}.
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Figura 1.39: Region del ejemplo 1.23

Con esto se calcula el area de una de las placas metalicas.

3 pd—(x—2)% 3
A(D) = /0//2 dyda::/o <4—(ﬂc—2)2—g)dm
3 3
7 2> T o 1 3}

= —x—a° |dov= -2 — -
J, o,

_

R

S - . 27 Lo
Esto significa que una placa metalica ocupa un area de e plg?, por consiguiente el
costo total que debe pagar por pintar ambas caras de 50 placas es

2
C =50x2x Z7 %X 6,15 = 4151. 3 soles.

1.5.1.1. Calculo de areas en coordenadas polares

En el apartado anterior quedd establecido que el area de una region plana en
coordenadas cartesianas se calcula con la integral doble dada en (1.43). Al transformar
esta integral doble al sistema de coordenadas polares, en razén de (1.33) se obtiene

A(R):../D*

Por otro lado, usando (1.32) se consigue que

d(z,y) o«
d(r,0) dA™.

A(R) = // _rdA”, (1.44)
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donde dA* = drdf o dA* = dfdr indica los dos 6rdenes de interacién posibles y
D* representa la expresién analitica de la regién D en coordenadas polares, segun el
orden de integracion elegido.

Ejemplo 1.24

En la figura 1.40 se muestra la region D del plano que esta limitada por las curvas
de ecuaciones
y=—V3z; e +y2 =4y; 2? + 4% = 4.

Calcule el &rea de la region D.

y=—V3r |21y =ay

X

-2 0 2

Figura 1.40: Region D del ejemplo 1.24

Solucién.
En vista de que la region esté delimitada por circunferencias, es plausible efectuar
el planteamiento en coordenadas polares. Para ello, en primer lugar, observemos que

2
la pendiente de la recta y = —v/3x es tan = —+/3, por tanto § = g
En segundo lugar, la versién polar de la circunferencia 2 + y? = 4y es

2?2+ y? =4y < r? = 4rkf <> r = 4send,

en tanto que z2 + y? = 4 equivale a r = 2.
Con estos datos, mostramos la representacién analitica de la region D,

D—{(r,ﬁ):QSGS?AQSrSleen@}

y el area resulta de resolver la integral doble

27/3 pdsent
A(D) = / / rdrdo.
S22 S2
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En efecto,
4senf 4senf
1 1
L rdr = 27"2]2 =3 ((4 sen 9)2 — 22>

= 8sen’d — 2.

Luego
2m/3
A(D) = / (8sen®§ — 2) df = 2.779u?
Jr/2

Ejemplo 1.25

En lafigura 1.41 se muestra la regién D del plano que esta limitada por las curvas
de ecuaciones

r=1+cosf; a>+y*=1;r=2cos(20).

Utilizando una sola integral doble iterada, calcule el area de la regién D.

r=1+cosf

- =
B

1
4y N
.\. s —

r :<-u~-:-_'r:;\\\\

\\
X,

o 1 2

Figura 1.41: Region D del ejemplo 1.25

Solucién.

Para cumplir con la indicacién “una sola integral doble iterada” se integra con el
orden de integracion dfdr y para ello observe la figura 1.42. En ella, puede percatarse
que la regién se puede acotar por las circunferencias » = 1y r = 2; en tanto que el
angulo 6, trazado en sentido anti horario, varAa desde » = 2cos (26) la curva hasta
r =1+ cosé.

Por lo tanto, la representacion analitica de D es

D= {(T,H)/l <r<2A %arccos (%) Sﬁgarccos(r—l)}
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f = arccos(r — 1)

Figura 1.42: Regién D con los limites para el orden dfdr

En consecuencia, el &rea de la regién D se obtiene de resolver la integral doble
iterada

arccos(r—1)
A(D) = // rdfdr

7"
arc COS 2

= /1 r (arccos (r—1)— %arccos (;)) dr

2 2y r
= /rarccos(rfl)drf/ farccos(f>d7"
J1 J1 2 2
= 1.392—10.478 = 0.914 u.

1.5.2. Valor promedio de una funcién

Es conocido por todos que, si z1, z2, ..., x, SON n nUmeros, su promedio aritmé-
tico o simplemente promedio esta definido por

_ T1t®2+t.
poftmbetn Ly,

Este concepto puede definirse de manera mas geeral como verems a continuacion.
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Definicion 1.5 [Valor promedio]

El valor promedio de una funcién integrable f : D ¢ R? — R sobre la regién D
se define como el cociente de la integral doble y el area de la regiéon D,es decir

[[Df(:r,y)dA

Jprom = // ) = A(lD) .[/Df(x,y)dA.
HMp

(1.45)

Cuando la funcién continua f esta definida sobre el rectangulo R = [a, b] X [¢, d],
la férmula anterior se convierte en

1
fprom - (ba)(dc)//;gf(x’y) dA. (146)

En términos fisicos, si consideramos la funcion f (x,y) como la superficie de un
liquido contenido dentro de un recipiente cilindrico con base D y z > 0, entonces,
después de un tiempo, el liquido contenido en ese recipiente alcanzara una altura igual
al valor promedio de la funcién sobre D.

Ejemplo 1.26

Determine el valor promedio de la funcién f (z,y) = xy que esta definida sobre
la region D, del primer cuadrante, limitada por las gréficas de 2y = 22, 2 =0y
x4+ 2y = 6.

Solucion.
El dibujo de la regién se pone a la vista en la figura 1.43

2y = x*

S
N

Figura 1.43: Region D del ejemplo 1.26

4+ 2y==6
D
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de donde se obtiene

2
6_
D:{(m,y):ogxgmg[;gyg 2”3}.

Como paso inicial, calculamos el area de la regién D.

6—x a2
dd = ——|d

2
11
3 2
- 3 - .
—633 4(L‘ 1‘:|0 3 u

A(D)

En la segunda del calculo, evaluamos la integral doble de f sobre la regiéon D, es decir

'//Df(x,y)—/;./izwydydw-

En tercer lugar, calculamos la integral respecto de y.

6—z 6—x 2 2 2
: _ Tl _r (5o (2
Lo = 57575 ((5) - (3))

L s, 13 3,5 9
8 8 2 27

A continuacidn calculamos la integral respecto de x. En efecto,

2 2
1o 14 345 9 1 1, 1459
_Z - d - — 4

_/0(81:+8x 2" Tt B Rt et .
25
6

Finalmente, el valor promedio de f es

L 95
fprom:ﬁzi-

3

1.5.3. Masa de una lamina plana

Conviene destacar que una serie de problemas de la fisica e ingenieria encuen-
tran su solucién mediante el uso de las integales dobles, como por ejemplo la masa,
centro de masa y los momentos de inercia. En particular, abordaremos estos conceptos
relacionados a una lamina delgada plana, de espesor despreciable, que ocupa una re-
giéon D del plano XY. En principio asumiremos que la masa esté distribuida sobre esta
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lamina con densidad superficial conocida que se mide en unidades de masa por unida-
des de drea, o sea, existe una funcion positiva definida en D tal que p (x, y) representa
la masa por unidad de &rea en cada punto (z,y) .

Si la funcién la densidad superficial p varia de punto a punto y p es integrable
sobre D, via las sumas de Riemann, se concluye que la masa de la lamina se calcula
mediante la formula

m = ‘//Dp(:r:,y) dA. (1.47)

Si se diera el caso que la lamina esta fabricada de un material homogéneo, es de-
cir de densidad constante, la masa total de la lamina es numéricamene igual al producto
de la densidad por el area de la lamina.

1.5.3.1. Momentos de masa una lamina delgada con respecto a los ejes coorde-
nados

Consideremos nuevamente una lamina delgada plana, de espesor despreciable,
que ocupa una regién D del plano XY y cuya densidad superficial de masa esta dada
por la funcién positiva p (z,y) .

Si suponemos que la lamina es un sistema de particulas, definimos el momento
de primer orden de cada particula con respecto a un eje coordenado, como el producto
se su masa por su distancia a dicho eje. Luego, el momento de primer orden de la
lamina con respecto al eje X se obtiene mediante la integral doble

M, = //D yp (z,y) dA. (1.48)

De la misma manera, el momento de primer orden de la |lamina con respecto al eje Y
se define a través la integral doble

M, = .[/D zp (z,y) dA. (1.49)

1.5.3.2. Centro de masa y centroide

El centro de masa o de gravedad de un cuerpo es un punto cuya propiedad radica
en que, si toda la masa del cuerpo estuviera concentrada en él, los momentos de primer
orden no varian.

Por consiguiente, si el cuerpo es una lamina delgada plana, de espesor despre-
ciable, que ocupa una region D del plano XY y cuya masa es m, las coordenadas del
centro de gravedad (T, 7) quedan determinadas mediante las integrales dobles iteradas

f:%:l//xp(agy)d/l (1.50)
m m trp
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M, 1
J=—=— // yp (x,y) dA. (1.51)
m m ifp

Por otro lado, si se considera que la densidad superficial de masa es constante
en todos los puntos de la ldmina que ocupa una regién D del plano XY, entonces el
centroide (x¢, yc) 0 centro geométrico de la lAmina se calcula con las férmulas

mC_A(lD)//DdiyyC_A(lD)”/[DydA’ (1.52)

donde A (D) representa el area de la regién D.

Observacion 4 En relacién al calculo del centro de masa y centroide, debemos tener
en cuenta los siguientes escenarios que se pueden presentar.

@ Es crucial considerar la situacién en la que la regién D tiene un eje de simetria,
pues bajo este supuesto el centroide, que es a su vez el centro geométrico de D,
estaria ubicado sobre dicho eje de simetria.

@ Sihay dos ejes de simetria, en una placa homogénea, el centro estara en el punto
de interseccion.

© La masa y el centro de masa de la placa son propiedades del cuerpo y son
independientes de la ubicacion del origen y de las direcciones de los ejes de
coordenadas.

O EI momento polar de inercia depende de la ubicacion del origen, pero no de las
direcciones elegidas para los ejes de coordenadas.

© Los momentos de inercia con respecto a los ejes OX y OY dependen de la
Ubicacion del origen y orientacién de los ejes.

1.5.3.3. Momentos de inercia

Suponga que £ es una recta localizada en el mismo plano donde esta la lamina
D que gira en torno a una eje £ con velocidad angular constante w y sea d (z,y) la
distancia de la masa elemental o puntual dm al eje L, tal como se aprecia en la figura
1.44,
Si dF representa la energia cinética de la masa dm, entonces
1 1

dE = - (md)” dm = - (md)* p (x,y) dA,
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Figura 1.44: Momento de inercia

donde wd es la velocidad escalar del cuerpo. Por consiguiente, la energia cinética total

esta dada por
Ly 2 L 2
E= DdE:§(JJ Dddm:§w de(:r,y)dA. (1.53)

A la integral que figura en el lado derecho de (1.53) se le llama el momento de inercia
de la placa D en relacién a una recta L.
Es decir, el momento de segundo orden o momento de inercia de una lamina del-
gada respecto a una recta £, considerando la lamina D como un sistema de particulas,
se define mediante la ecuacién

= //D @2 (2,) p (2, ) dA, (1.54)

donde p (z, y) representa la masa por unidad de area en cada punto (z,y) de D.

En particular, el momento de inercia de una particula de la lamina con respecto
de un eje coordenado se define como el producto de la masa de la particula por el
cuadrado de su distancia a dicho eje. En consecuencia, los momentos de inercias de
la lamina con respecto a los ejes coordenado X e Y vienen dados por

I, = //D y2p (z,y) dA. (1.55)

I, = //D 2%p (2,y) dA. (1.56)

La suma de (1.55) y (1.56) proporcionan el momento polar de inercia de la masa de la
lamina en relacion al origen de coordenadas, es decir

Iy = .//D (3;2 + y2) p(x,y)dA. (1.57)
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El término 22 + y2 que aparece en (1.57) es justamente el cuadrado de la distancia
de un punto P (x,y) de la placa D al origen de coordenadas. Podemos interpretar el
momento de inercia como una resistencia al movimiento; es decir, cuanto mayor es el
momento de inercia, mayor debe ser la energia para colocar un cuerpo en movimiento
o0 para detenerlo.

Ejemplo 1.27

Una lamina delgada plana ocupa la regién D acotada por la grafica de y = Inx,
el eje X, lasrectas y = 1y ¢ = y. Suponga que p(z,y) = z? representa
la densidad, medida en gramos por centimetro cuadrado, de la placa en cada
punto de ella. Calcule la masa de dicha lamina y las coordenadas del centro de

gravedad.

Solucioén.
La representacion gréafica de la ldmina se muestra en la figura 1.45.

-

Figura 1.45: Region D del ejemplo 1.27

La masa de la lamina resulta de resolver la integral doble iterada

1 peY
masa = / / 2dzdy.
40 Wy

ey

e 1 1
2 3 3 3
xdw-x} =_(e"—y’).
/y 37 ], T3

En primer término

Finalmente .
1, . .
masa = / 3 (633’ — y‘s) dy = 2.037g.
Jo

El momento de primer orden de la lamina con respecto al eje X se obtiene mediante la

integral doble
1 e¥
M, = / / ya2dzdy.
SO Ly
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Al evaluar la integral respecto de x se obtiene
e¥ ev f 1 . 1
/ yaride = %az?’} Y (63y — y3) = —yed — gt
Y

Integrando, respecto de v,

1 1
1 1 1 1 1
M — T 00y 4 dy = = 3y _ .5
’ /0 <3ye 3Y > y=guet = gre — g .
2 5 4
= — —— =~ 1.458.
7% T 135

El momento de primer orden de la lamina con respecto al eje Y se obtiene mediante la

integral doble
1 pe¥
M, = / / d:vdy = / / w3dxdy.
S0y

La integral respecto de x sigue de

ey

et 1 1
3 4 41 4
xdw-x} —f(e‘/—y),
/y Y

mientras que, el valor de la integral respecto de y discurre de

1 1
1 1 1 1 9
M, :/ ~ (e —yt)dy = e4y—y5} = —e! — — ~3.299.
Yl 4( ) 16 20 16 30

Por consiguiente, las coordenadas del centro de gravedad son

3.299 ~1.458
Y= 9037 019y y T 2,037 = 0,713.

Ejemplo 1.28

Una placa metdlica delgada, que se muestra en la figura 1.46, adopta la forma
de la regién sombreada D del plano cartesiano XY que se muestra en la figura
adjunta y que esta limitada por las curvas de ecuaciones

V¥ =20+8;x=1;r=1—2cosf

y una porcion del eje X, para 2 € [—3, —1]. Si la densidad en cada punto (z,y)
de la placa, dada en gramos por centimetro cuadrado, esta dada por la expresion
p(z,y) = 22 + y* + 1, calcule la masa de la placa.
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I

Figura 1.46: Placa metalica del ejemplo 1.28

Solucioén.
La masa de la placa se calculara como la diferencia de las integrales

m=_[[Dlpu,y)dA—__/[Dqu,mdA,

donde D; es la regién limitada por la parabola y?> = 2z +8y larecta z = 1; en tanto que
Dy es la regién limitada por r = 1—2cos 0 y por la porcién del eje X, parax € [—3, —1].

*@«@

w/2

/3

(1.-v10)
Figura 1.47: Placa metdlica del ejemplo 1.28

Observe que

2 _
1%={@wﬂ—¢m§x§¢m;y28§xs%
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Asi

V10l
/[ p(x,y)dA = / / (acQ +y + 1) dxdy.
A Dy 4 —v/1040,5(y2-8)

Al evaluar la integral con respecto de = se obtiene

1 1
I = / (x2+y2+1)dx:§x3+x(y2+l)}

0,5(y%—-8) 0,5(y%-8)

- b= (356 -9)" 0562 -9) 67+ 1)

Finalmente, integrando respecto de y :
/m <1+y2+1 - (1 (0,5 (4% = 8))° + (0.5 (y* — 8)) (y2+1))> dy = 120.47
fovi - | (1.58)

Por otro lado,
Dy ={(r,0)/0<0<m;0<r<1-2cosb}

T pl—2cos@
// p(x,y)dA = / / (7’2 + 1) rdrdf.
A Dy o Jo

Al evaluar la integral con respecto de r se obtiene

Con lo que

1—2cosf 1 1 1-2cos@ 1 1 9
Jz/ (r2+1)rdr:f7“4+fr2 == (1—2cos0)*+= (1 —2cos0)
Jo 4 2 |, 4 2
Finalmente, integrando respecto de 6 :
(1 4, 1 2
1(1—20089) +§(1 —2cosf)” | df =19.635 (1.59)
40

La masa de la placa resulta de la diferencia de (1.58) con (1.59), es decir

m = 120.47 — 19. 635 = 100. 84 gramos.

Ejemplo 1.29

Una lamina adopta la forma de la regién encerrada por las graficas de y = e” ;
y = —ex;xz = 0yx = 1. Determine los momentos de inercia de la ldmina con
respecto a los ejes coordenado si la densidad en cada punto de ella es igual a
p(z,y) ==
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Solucioén.
La region que modela la forma de la lamina se aprecia en la figura 1.48 y su

representacion analitica es

D={(z,y):0<az<1A—ex<y<e'}.

Y
y = —px y=e
2
D
X
a0 2
2

Figura 1.48: Lamina del ejemplo 1.29

1 e’
I, = / / yiadydz.
JO J—ex

x

. I 1
/ viady = 39:y3} = 3% <63x*(*6$>3)

v —ex —ex

Asi

Integrando respecto de y :

1 1
= *631‘4—}— 1:63

3 3
Luego, el resultado se obtiene integrando respecto de z, es decir
1 1
1 1 1 1 1

I, = ./o (363904 + Bxe > dr = §xe3 27637” + 15x‘r’e?’}O

19 o3 1

= — =~ 2.863.
135° + 27

El momentos de inercia de la ldmina con respecto al eje Y sigue de evaluar la integral

doble
I, = / / z) dydz = / / w3dyda.
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En efecto

1 1
I, = /x?’(ez +ex)dx:/ (z'e + 2%e”) da
40 JO
1 5 x 2 x 3 x xl
= =—xe¢—6e" — 3x“e” + x°e” + b6xe

5 0

= 6—%6%1.107.

1.5.4. Area de una porcién de superficie

Considere la porcién S de una superficie regular o suave dada por z = f(x,y)
definida sobre una regién D en el plano XY. El area de S, que llamaremos area su-
perficial S y denotaremos por A (S), se puede obtener integrando los elementos de
area de superficie dS sobre subrectangulos de la regién D. El darea de cada elemento
dS se puede aproximar con el area del paralelogramo en el plano tangente tal como se
aprecia en la figura.

planc tangente

superficie
fle

(@) (b)

Figura 1.49: Area de una porcién de superficie

Teniendo en mente que el area de un paralelogramo formado por dos vectores es
numericamente igual a la longitud de su producto vectorial y que el paralelogramo en
el plano tangente esta formado por el vector (1,0, z,) escalado por dx y por el vector
(0,1, z,) escalado por dy, calculamos el producto cruz
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)

= 2,0 + zyj — k= (22, 2y, —1) .

— O =)
O~ )
N

<

Zx

De este modo

dS = ||(zz, 2y, —1)|| dzdy = \/(ZT)Q + ()% + 1dzdy

Definicion 1.6 [nombre]

Sea S una superficie definida por un gréfico de la funcién z = f(x,y), donde f
es una funcion de dos variables definidas sobre una region D del tipo | o tipo Il.
Si f tiene derivadas parciales de primer orden continuas en cada punto de D, la
férmula para el area superficial S esta dada por

s = L&Y+ (Z) rar oo

Ejemplo 1.30

Las dimensiones y disefio tridimensional de una pieza sélida de metal se ubican
en el primer octante del espacio cartesiano XY Z, donde las unidades en los ejes
se miden en pulgadas. Dicha pieza metalica se puede representar como el sélido
limitado por las superficies de ecuaciones

En el departamento de pintura, el costo del recubrimiento anticorrosivo se cotiza
en 6, 15 soles por pulgada cuadrada. Si solo se requiere pintar la cara correspon-
diente a la porcién del cono, determine el monto total a pagar por pintar 50 piezas
metalicas.

Solucioén.

En la figura 1.50 se aprecia la pieza metélica solida de la que se requiere pintar la

cara de cada pieza correspondiente a la porcion del cono z = /22 + 2.
Entonces se proyecta dicha cara sobre el plano XY y se obtiene la regién

D={(z,y) eRP/0<z<3N0<y<2+ (z—1)%}. (1.61)
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y=2+H(z—1)

Figura 1.51: Dominio de integracién dado por 1.61

Ademas si z = /2% + y2 entonces

0z x 0z y

N e TR
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El Ajrea de la porcion del cono es igual a

3 p24(z—1)? 3
= X — 2 X
A(S) /0 /0 \/idydx—/o V2(2+ (z-1)%)d

3
\/5/ (m2—2x+3)dx
Jo
3

1
= V2 [gx?’ — 22+ 31:] =12.728
0

Finalmente el monto total a pagar por pintar todas las 50 piezas metalicas asciende a

12.728 x 50 x 6,15 = 3913. 86 soles

Ejemplo 1.31

En la figura adjunta se muestra el sélido E limitado por las superficies
2?4224 4y =16, z+y=0y2? + 22 = 4z.

Dibuje la proyeccion sobre el plano X Z y calcule el area de la cara del sélido
determinada por la superficie 22 + 2% + 4y = 16.

2+ 22+ 4y =16

Figura 1.52: Sélido del ejemplo 1.31

Solucion.

En vista de que la proyeccion sobre el plano X Z resulta la regién que se muestra
en la figura 1.53, resulta apropiado expresar y calcular la integral doble en coordenadas
polares, tal como sigue. La regién de integracién se representa como

D={(r0):0<0<7A0<r<4cosb}.
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> & r=4cos@

Figura 1.53: Proyeccién sobre el plano X7

De la ecuacion de la superficie 22 + 22 + 4y = 16 se desprende que

_16—302—22
y_ 4 bl

oy x Oy  z
dedondeg——gy&_ oh
Con ello,

W (2 () =\ (2 () = i
A(S) = ‘//D\/}L(x2+z2)+1dA:./OW./OMOSQ\/}JZ’Jrlrdrda.

Al resolver la integral con respecto de r, introducimos el cambio de variable:
u=%r?+1— du = Jrdr. Al sustituir se tiene

/1 4 41 3/2
/ ZTQ + lrdr = / 2v/udu = §u3/2 =3 <4_lr2 + 1> _

Evaluando el segundo teorema fundamental del célculo,

4cosf 3/2 4cost 3/2
/1 4 (1 4 1
./0 Zﬂ—l—lrdrz §<Zr2+1> ] =§<(Z(4cos9)2+1> —1).

0

Asi

Finalmente

x 3/2
A(S) = /0 % ((}1 (4cos0)” + 1) - 1) df = 19.433 u®.
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1.5.5. Volumen de un sélido

Uno de los usos mas elementales de la integral doble es el calculo del volumen
de un soélido o el volumen de una regién del espacio limitada entre dos superficies.
Sabemos que si f (x,y) es una funcién real continua, con f (z,y) > 0, definida sobre
la regiéon D del plano XY se tiene que la ecuacion de la superficie S, grafica de f, esta
dada por z = f (z,y) . Es claro que D es la proyeccién ortogonal de S en el plano XY.

A continuacién describiremos el proceso que se sigue para establecer la integral
doble que permite determinar el volumen V de un sélido limitado superioremente por la
superfice S, inferiormente por D y lateralmente por la superficie cilindrica, cuya curva
directriz es aquella que encierraa D.

Se inicia dividiendo D en rectangulos elementales de area Az Ay dibujando lineas
paralelas al eje X e Y. Luego, sobre cada uno de estos rectangulos se erigen prismas
rectos que tienen sus alturas paralelas al eje Z, cuyo volumen es igual zAxzAy. Recal-
quemos que la divisién de D se realiza trazando lasrectas ¢ = z;,cont = 1,2,...,my
las rectas y = y;,donde j = 1,2,...,n. Entercer lugary a través de cada recta z = x;,
dibujamos un plano paralelo al plano Y Z, y por cada recta y = y;, pasa un plano pa-
ralelo al plano X Z. Del proceso anterior se obtiene el rectdngulo AR;; de &rea igual a
AAij = Axz;Ay; que serd la base de un prisma rectangular de altura f (z;;, ys5) , cuyo
el volumen es aproximadamente igual al volumen de la regién del espacio localizada
entre la superficie S, el plano XY ylosplanos x = zi—1, ¢ =, ¥y = yj—1 Y ¥ = ¥;.
Asi,

n
> f (@igyvig) AxiAy;
i,j=1

proporciona un valor aproximado para el volumen del prisma. Finalmente, el vo-
lumen V' del sélido es el limite de la suma de cada volumen elemental zAzAy, es
decir

V= Alxlin_l)oALlegOZZf (w5, yij) Awi Ay, = '[/D f(z,y)dedy = .//D zdxdy.

i=1 j=1
(1.62)
Una primera situacién dse presenta cuando tenemos una funcién real z = f (z,y)
definida y continua en el rectangulo R = [a,b] x [c¢,d], tal que f (z,y) > 0 en R, es
decir, el grafico de f es una superficie ubicada por encima del rectdngulo R. En este
caso, se considera la regiéon E del espacio limitada por el grafico de f, el rectangulo R
y los planos x = a, x = b, y = cy y = d tal como se muestra en la figura 1.54.
Si admitimos que la regién E tiene un volumen V, llamamos a este volumen la
integral doble de f sobre Ry se denota por

V= .[/Rf (z,y) dA. (1.63)
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Figura 1.54: Sélido cuya base es el rectangulo R

Determine el volumen de un sélido que esta limitado superiormente por la super-
ficie 3z = 12 — z, lateralmente por los planos z = 1,z =4,y =0y y = 2 y tiene
como base el rectangulo R = [1,4] x [0,2].

Solucién.
En virtud de (1.63) se tiene que el volumen del sélido se determina a partir de la

integral doble
2 p4 1
V= / / (4 — —ac) dxdy.
Jo 1 3

Al resolver la integral respecto de x se tiene

4 1 1,14 1
/ 4— x| dx =4z — ~2° :—9.
h 3 6 | 2

2

1

V:/ —gdy:19u3.
Jo 2

Finalmente

O

Un segundo escenario ocurre si f (z,y) es una funcién real continua positiva para

todo (z,y) € D cuya gréfica es la superficie .S, entonces el volumen V' de un sélido
limitado superiormente por la superficie S, inferiormente por D y lateralmente por la
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superficie cilindrica, cuya curva directriz es aquella que encierra a D esta dado por la
integral doble

V= .[/D f(x,y)dA. (1.64)

Figura 1.55: Sélido cuya base es una region D

En el caso que f (z,y) < 0, para todo (x,y) € D, entonces definimos el volumen
V como

v:_//Df(z,ymA. (1.65)

Determine el volumen de un sélido ubicado en el primer octante que estéa limitado
superiormente por la superficie z + y = 3, inferiormente por el plano XY y

lateralmente por los planos z = /3,y =0y y = 2.

Solucién.
La gréafica del solido se muestra en la figura 1.56 La proyeccion sobre el plano
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Figura 1.56: Solido del ejemplo 1.33

XY genera la region
D:{(x,y):OSxS\/g/\OSnyQ}

que nos permite modelar la integral doble iterada para el volumen

V3 pa?
V= / / (3 — y) dydz.
Jo o Jo

Evaluamos la integral respecto de y :

x? 1 22 1 1
/ (3 - y) dy - 3y - §y2:| - 3.7)2 —_— = (.7,’2)2 = 3£U2 — 51‘4.
40

Finalmente, resolvemos la integral en x :

O

Por dltimo y de manera mas general, si f (z,y) y g (x, y) son funciones continuas

tales que f (x,y) > g (z,y) sobre una regién plana D, entonces, el volumen del s6-

lido E limitado por las gréficas de f (z,y) y g (x,y), y lateralmente por la superficie
cilindrica, cuya curva directriz es aquella que encierra a D esta dado por

V(E) = /[D (f (2,9) — g (z,9)) dA. (1.66)
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region
F

Figura 1.57: Soélido limitado por las graficas de fy g
En la figura 1.58 se muestra el sélido E' limitado por las superficies
4+ +4y=16, z+y=0yz? + 22 = 4z.

Calcule el volumen del sélido E.

z 22+22+4y=16

Figura 1.58: Soélido del ejemplo 1.34

Solucién.
En vista de que la proyeccion sobre el plano X Z resulta la regién que se muestra
en la figura 1.59, resulta apropiado expresar y calcular la integral doble en coordenadas
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> & r=4cos@

Figura 1.59: Proyeccioén sobre el plano X7

polares, tal como sigue. La region de integracién se representa como
D={(r,0):0<0<7AN0<r<4cosb}.

Para calcular el volumen del sélido E usaremos la region proyecciéon sobre X7, es
decir
D={(r0):0<0<7A0<r<4cosb}.

V(E) = //(16_22_2 )dA /[( x+z)+x+4>dA

4 cos b
V(E) = / (—r —I—rcos9+4)rdrd0
0o Jo

4 cos 6 1
= / / <—r3+r2 0059—1—47") drdb.
Jo Jo 4

Al resolver la integral con respecto de r, se obtiene
—}1“3 +r2cosb+4r | dr = —ir4 + 11“3' cosf + 2?2
. 4 16 3 '
Evaluando con el segundo teorema fundamental del calculo se tiene

1 14 1 1
——rt 4 Zrdcosf + 2r :—1—6(4cos«9)4+§(4cos«9)3c050+2(4c089)2.

4cosf
16 '3 ]

0

Finalmente

V(E) = /0 (116 (4cos0)* + % (4 cos0)? cos B + 2 (4 cos 0)2) df = 56.549 u3.
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1.5.6. Problemas propuestos

1.23

e)

1.24

Usando integrales dobles, resuelva los siguientes problemas:
Calcule el 4rea de la regién limitada por la parébola y = 4z — 2% y larecta y = .

Calcule el area de la regién del primer cuadrante limitada por x = 1,y = 0y

y=v2—x2

1 1
Calcular el area de la region encerrada por las curvas y = —, y = — y z = 2.
X X
Calcule el area de la regi6n limitada por las curvas ¢ = —y%> + 6y + 7,y = Te* y
y = —e”.
Determine el area de la regién limitada por las graficas de las curvas y = 2,

y=v8—-2x,x=3y(y—2)yTy+z=4.
Calcule el area de la regién limitada por las curvas r = 2sinf y r = 4sin 6.

Calcule el area interior a la circunferencia » = sinf vy exterior a la cardioide
r=1—sind.

Determine el area encerrada por las tres hojas de la rosa r = sin (36) .

Calcule el area de la region limitada por las curvas r = 4 — 4cosf, r = 4y
r = —4cosb.

Usando una integral doble, determine el area de la regiones limitadas por las

curvas que se indican

1.

2.

3.

7.

1.25

y=0y=axyr+y=2.
y=x,y=—x’yxr=2
1
y=5—-4dr yy=—.
i
r=\y;y=r+2;y=—-3v+18.
22+ 1% =4y 2? + y* = 2z. (en el primer cuadrante).
Exterior a la circunferencia 2 +y? = x e interior a la circunferencia 22 +y? = 2z.

Interior a la circunferencia r = 2sen # y exterior a 72 = 2 cos(26)

Calcular el volumen de un sélido acotado por las superficies y = 22, y = 1,

z=0,2z=2y.
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1.26 Calcule el volumen del tetraedro limitado por los planos = + 2y + z = 2, x = 2y,
r=0yz=0

1.27 Calcule el volumen del sélido que esta acotado arriba por z = z2 + 4% y por
debajo por el plano XY.

1.28 Determine el volumen del sélido limitado por las supeficies z = 22 + 32, y = 2

yx=y>

1.29 Determine el volumen del s6lido que se encuentra debajo de la superficie z = zy
y por encima de la regién D en el plano XY delimitado porlarectay =z — 1y la
pardbola y? = 2z + 6.

1.30 Determine el volumen del sélido acotado superiormente por el cilindro parabdlico
z = 22 e inferiormente por la regién del plano XY encerrada por la parabola y = 2 — 22
ylarectay = .

1.31 Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por el plano z = 3x + 4y,
cuya base es el rectdngulo R = [1,2] x [0, 3].

1.32 Calcule el volumen del sélido limitado por la superficie z = 1 + (z — 1)% + 432,
los planos x = 3, y = 2y los planos coordenados.

1.33 Calcule el volumen del sélido, en el primer octante, acotado pory = 0, z = 0,
y=3,z=zyz+zx=4.

1.34 Determine el volumen del sélido delimitado por la hoja superior del cono

22 =22 4 y? y la semi esfera z = /1 — 22 — 2.
1.35 Calcule el volumen del sélido acotado por z = 0y 4z + y? + 42% = 4.

1.36 Calcule el volumen del sélido que se encuentra limitado superiormente por el
paraboloide z = z2 + 12, inferiormente por el plano XY y lteralmente por 2 + 4% = 2z.

1.37 Calcule el volumen del sélido, en el primer octante, acotado pory = 0, z = 0,
r=0,z+x2 =064y 4y + 3z = 24.

1.38 Determine el volumen del sélido E limitado, en el primer octante, por los cilindros
22+ 22=4,2>+22=2zylosplanosy =0,z =0y z +y = 4.

1.39 Una placa en forma de triangulo rectangulo con catetos de longitud a y b cm se
ubica en el primer cuadrante. Si la densidad en cada punto P (z,y), medida en gramos
por centimetro cuadrado, es numéricamente igual a la suma de las distancias de P
hacia los catetos, calcule la masa de dicha placa.
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1.40 Una placa delgada ocupa la menor regién determinada por la curva 22 +4y2 = 12
y la pardbola = 432, en un sistema de coordenadas cartesiano cuyas unidades se
miden en centimetros. Sabiendo que la densidad del material, en gramos por centime-
tro cuadrado, es igual a p (z,y) = 5z, determine la abscisa del centro de masa de la
placa.

1.41 Siladensidad en cada punto P («, y) de una placa circular de radio a cm, medida
en gramos por centimetro cuadrado, es numéricamente igual a la distancia de P al
centro, calcule la masa de dicha placa.

22

1.42 Una placa delgada ocupa la region limitada pory =2 —xy — — 1 —y = 0,
en un sistema de coordenadas cartesiano cuyas unidades se miden en centimetros.
Sabiendo que la densidad del material, en gramos por centimetro cuadrado, es igual a
p(z,y) = 22y2e¥’, determine la masa total de la placa.

1.43 Encuentre el centro de masa (Z,7) de una ldmina delimitada por la parabola
y?> = 8z y su lado recto z = 2 si su densidad, medida en gramos por centimetro
cuadrado, en cada punto P (z,y) es numéricamente igual a la distancia de P al lado

recto.

1.44 Determine la ordenada del centro de masa de la placa plana, ubicada en un
sistema de coordenadas cartesiano cuyas unidades se miden en metros, y que esta
limitada por las curvas x = y, y = 8 y y = /x, sabiendo ademas, que su densidad

esta dada por p (z,y) = Y + i kilogramos por metro cuadrado
2y

1.45 Determine el centro de masa de una placa limitada por la mitad superior del
cardioide = 2(1 4+ cosd) y el eje X, si la densidad en cada punto P («,y), medida en
gramos por centimetro cuadrado, es numéricamente igual a la distancia de P al polo.

1.46 Un colgante tiene la forma de la regién interior a la cardiode » = 1+cos 8 y exterior

a la circunferencia r = 1. Se necesita enviar un pedido de 50 colgantes que tendran
un bafno de plata por ambos lados, cuyo costo asciende a 6,75 soles el centimetro
cuadrado.

a) Calcule el costo total por el bafiado de los 50 colgantes.

b) Para una mayor estabilidad se desea realizar una perforacion en el centro de
masa de cada colgante, determine la ordenada de este centro de masa, si la
densidad superficial del material en cada punto P es igual al cuadrado de la
distancia de P al origen de coordenadas.(Considere las unidades en el sistema
de coordenadas dadas en centimetros).
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1.47 Una lamina adopta la forma de la cuarta parte, ubicada en el primer cuadrante,
de un disco de radio a cm con centro en el origen. Si la densidad esta dada por la
funcion p (x,y) = y, determine el centro de masa.

1.48 Determine el momento de inercia polar respecto del origen de una placa delgada
que adopta la forma de la region interior a la circunferencia r = 4sin6 y exterior a
r = 2, cuya densidad esta dada por p (z,y) = 2.

1.49 Determine el momento polar de inercia respecto del origen de una placa delgada,
ubicada en el primer cuadrante, de densidad p (x,y) = 1 y delimitada por el cuarto de
circulo 2 + 32 < 1.

1.50 Determine el momento de inercia polar respecto del origen de una placa delgada
que adopta la forma de

D={(w,y):0§x§1/\0§y§ﬂ}
cuya densidad esté dada por p (z,y) = 4.
1.51 Encuentre el centroide de la region en el primer cuadrante delimitada por
y* =6z, y=0yz=6.

1.52 Determine el centroide de la regién ubicada en el primer cuadrante y limitada por
r=y*r=y+2yy=0.

1.53 Encuentre el centroide de la regidn exterior a la circunferencia » = 1 y dentro del
cardioide r = 1 + cos 6.

1.54 Determine el momento de inercia con respecto del origen de una placa cuadrada
que encaja en el conjunto

< <1/\ 1< <1
G -
-T2 2 =Y=7

DO | =

DZ{@w%—

si su densidad en cada punto P (z,y), medida en gramos por centimetro cuadrado, es
numéricamente igual a 1.

1.55 Encuentre el momento de inercia de una placa cuadrada de lado a cm con res-
pecto a los ejes coordenados, si la densidad en cada punto P (x,y), medida en gramos
por centimetro cuadrado, es numéricamente igual a la distancia de P a un extremo de
ese lado.
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1.56 Encuentre el momento de inercia, con respecto de los ejes coordenados, de una
placa que adopta la forma de

D={(z,y):1<z<2A2<y<a?}

sila densidad en cada punto P (x, y), medida en gramos por centimetro cuadrado, esta

1
dada por p (z,y) = —.

VZY
1.57 Encuentre los momentos de inercia de la placa triangular acotada por
3r4+4y=24,2=0ey=0,
si la densidad esta dada por la funcién p (x,y) = 1.

1.58 Determine el 4rea de la parte del cilindro z = 1 — 4?2, ubicada en el primer octante
y situada entre los planos z +y =1y x +y = 3.

1.59 Calcule el area de la superficie del plano 2z + 2y + z = 8 acotado en el primer
octante por los planos coordenados.

1.60 Determine el area de la porcién, en el primer octante, del cilindro 2 + 2% = 4 que
es recortada por el plano = 4+ y = 4.

1.61 En la figura adjunta se muestra el sélido
E, ubicado en el primer octante, limitado
por las graficas de las superficies 2 = 1+ cos(mz/2)

14 (m:) n 3

Z = CoOS|\— ) ;s X = —

2 ) TTYT S
r=0;y=0; 2z=0.

Use una integral doble para calcular el
area de la cara del gélido determinada

por el plano z + y = 5

1.62 Calcule el area de la porcion del plano y+ z = 2 acotado por el cilindro parabdlico
z=1—22 paraz>0.

1.63 Determine el area de la superficie del plano f (z,y) = 1+ 22 + y sobre la regidn
rectangular
R={(z,y):0<z<2A0<y <3}.
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1.64 Determine el area de la porcién del cilindro = = y> que esta limitado por los
planosy+z=1,z=1y 2z =0.

1.65 Determine el rea de la porcién del paraboloide hiperbélico f (z,y) = 5+ 2% —y?
recortado por el cilindro circular 22 + 3 = 4.

1.66 Determine el &rea de la porcién, en el primer octante, del paraboloide 4z = 22 +?

que esté limitado por los planos y =3,y =1,z=4yx = 0.

1.67 Determine el 4rea de la parte del paraboloide z = z2 + y? ubicada debajo del
plano z = 4 y en el primer octante.

1.68 Calcule el area de la porcién del cilindro y = /z acotado por los planos = 0,
z=0yz=1—y.

1.69 Determine el 4rea de la parte de la superficie z = y? — 22 que se encuentra entre
los cilindros z2 + y> = 1y 22 + 3% = 4.

1.70 En la figura adjunta se muestran el soli-
do, en el primer octante, limitado por las
superficies z 4+ z = 3, y> + 22 = 9 y los
tres planos coordenados.

Calcule el area de la porcién del cilindro
y de la porcién del plano = + z = 3.

1.71 Determine el area de la parte del cono z = +/y2 + 22 que se encuentra en el
interior de la esfera 22 + 3 + 22 = 2z.

1.72 En la figura adjunta se muestran el soli-
do, en el primer octante, limitado por las
superficies y + z = 3, y = 22, © = /3,
z=0yy=0.

Calcule el area de la porcién del cilindro
y de la porcién del plano y + z = 3.




Integrales triples

Cuando se defini6 la integral definida simple o las integrales dobles, la particion
del dominio de integracién implicaba la division del area bajo la curva o el volumen
bajo la grafica de una superficie, respectivamente. Sin embargo, como ya sabemos no
podemos visualizar la grafica de una funcion de 3 variables ya que requeriria graficarla
el espacio de 4 dimensiones, lo que es un impedimento para visualizar el efecto de la
particién del dominio de integracion.

Ante esto, procederemos con las sumas de Riemann, sin el respaldo gréafico de lo
que le sucede a la funcién f(z,y, ).

Empecemos considerando w = f (z,y, z) una funcién real definida y limitada en
un paralelepipedo o caja rectangular

R =a,b] X [¢,d] x [p,q]. (2.1)

A continuacién cortaremos R en muchas cajas pequefas con lados paralelos a los
ejes coordenados. Para ello, primero dividimos a R trazando planos paralelo al plano
XY, luego dibujamos planos paralelos al plano Y Z y finalmente insertamos planos
paralelos al plano X Z.

Para conseguir lo descrito anteriormente, consideramos las particiones regulares
de orden n, denotadas por, P;, P, y Ps de [a,b], [¢,d] ¥ [p,q], respectivamente. El
producto cartesiano P = P; x P, x P53 es llamado una particién regular de orden n de
R que subdivide a la caja R en n? cajas denotadas por Rijg.

Con estas consideraciones previas, formulamos la suma de Riemann S, de la
funcién w = f (z,y, z) como sigue,

n—1ln—1n—1

Sn =233 flcir) AzAyAz, (2.2)

i=0 j=0 k=0
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donde c; 1, es un punto cualesquiera de R;j;. y

b—a d—c q—p

Ax = , Ay = y Az = —=.
n

n
La representacion grafica de las ideas descritas anteriormente quedan ilustradas en
la figura 2.1, no obstante y en linea con los objetivos de este libro, presentamos la
definicion formal de integral triple como suma de Riemann.

48

[l
ll!_

ST

(a) Particién del bloque R (b) El elemento R;jx

Figura 2.1: Caja rectangular R

Definicion 2.1 [Integral triple]
Sea w = f(x,y, z) una funcion real definida e limitada en un paralelepipedo o

caja rectangular R. Si ll'I_iI_l Sy, es un nimero real s que es independiente del
n——+00

cijk € Ryji elegido, entonces llamaremos a este limite la integral triple de f sobre
Ry se denotaré por

.//..Rf (z,y,2)dV. (2.3)

Teorema 2.1

Toda funcién w = f (z,y, ) real definida y continua en una caja rectangular R
es integrable sobre R.

Ademas de lo anterior, las funciones limitadas cuyos conjuntos de discontinui-
dades pueden ser descritos como la unién finita de graficos de funciones continuas,
digamos z = z (z,y) oy = y (x, 2) 0o x = z (y, ), son integrables.
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Para rematar la analogia con las integrales dobles, trabajemos en torno al pro-
blema de calcular las integrales triples sobre regiones cerradas y limitadas B C R3,
que podemos imaginarlas como regiones contenidas en alguna caja rectangular R. En
efecto, dada una funcién f: R Cc R3 — R que coincide con f en los puntos de B y se
anula en la region R — B. Si la frontera de B consta de una unién finita de graficos de
funciones continuas, entonces fes integrable en R y definimos

./fo(x’y’z)dV:./]Rf(x,y,z)dv.

Debe quedar claro que esta integral triple es independiente de la eleccion de R.

Para las integrales triples de funciones de tres variables, es posible encontrar seis
ordenes de integracién y, como en el caso de las integrales dobles, el teorema de Fubini
es valido.

Teorema 2.2 [Teorema de Fubini]

Sea f : R C R? — R una funcién real definida y continua en una caja rectangular
R =R =la,b] x [c,d] x [p,q], entonces

fLrwaav = [ [ [ s

[ ][ 1w dsaay
/p / / f(z,y,z) dydzdz
- ./ab ./pq _/Cdf (2., 2) dydzdz
[ [ 1w doaay
[L]

f(z,y,2) dedydz.

La demostracion del teorema de Fubini para integrales triples es completamente
analoga a la de integrales dobles.

Las integrales triples se pueden calcular de forma similar a las integrales dobles,
es decir, a través de integrales triples iteradas. En efecto, en primer lugar podemos
reducir la integral triple a una integral doble y luego resolveral segin lo aprendido en
la seccién anterior. En defnitiva, la estrategia para resolver una integral triple iteradsa
reside exactamente en la transformarla o reducirla a una integral doble.
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Propiedades de la integral triple

De manera andloga a la integral doble, tenemos las siguientes propiedades para
las integrales triples.

Proposicion 2.1

Sean f y g dos funciones integrables en una regién del espacio B y ki, ko dos
constantes reales.

[IntTrip1] Linealidad. La funcién k; f + kog es integrable sobre By

./]./B(hf(x,y,z)+k2g(x,y,z))dv _ kln//"Bf(l‘,y,z)dV+

ko ./j]Bg (x,y,z)dV.

Esta propiedad puede ser extendida a cualquier numero finito de funciones
interables.

[IntTrip2] Monotonicidad. Si f (z,y,z2) > ¢(z,y,2), para todo (z,y,z2) € B,

entonces . .
.//Bf(”"’y’z)dvz_///Bg(x,y,z)dv.

[IntTrip3] Aditividad. Si la region B es dubdividido en n sub regiones
Bi,Bs,...,B, y si f es integrable sobre cada B;,i = 1,...,n , enton-
ces es integrable sobre By

./]Bf(x’y’z)dv_g_/]Bf(fc,y,z)dV.

[IntTrip4] Positividad. Si f (z,y, z) > 0 para todo («,y, z) € B, entonces

./fo(m,y,z)dV>0.

[IntTrip5] Modulo de la integral.

’./fo(x,y,z) dv' < ./[B |f (z,y,2)|dV.
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Ejemplo 2.1

Calcule

2 pl 3
/ / / (ry + 22) dzdydzx.
J1 Jo Jo

Solucién.
Resolvemos la integral respecto de z :

3 3 3 3
/ (my—|—2z)dz:/ xydz—|—2/ zdz:3xy+z2] = 3zy + 9.
40 40 Jo 0

A continuacion, integramos respecto de y :

1
/ (3xy—|—9)dy:3x/
Jo Jo

Finalmente, evaluamos la integral definida respecto de = :

2 2
3x 3 5 45
/1 <2 +9>da:—4x +9mL—4.

1
! 3563’2} 3z

1
ydy—l—9/ dy =
40 2

Ejemplo 2.2

Calcule

///cos(x+y+z)dyd:vdz.
Jo Jo Jo

Solucion.
En primer lugar, resolvemos la integral con respecto de y :

m m
/ cos(z+y+z)dy = sen(a:—i—y—i—z)}
Jo 0

= sen(zx+7+z2)—sen(x+ 2)

= —2sen(zr+2).
En segundo lugar, evaluamos la integral definida respecto de « :
7" T
/ —2sen(x + z)dr = 2cos(x+z)}o
40

= 2cos(m+2z)—2cosz

= —4cosz.
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Finalmente, la integral respecto de z sigue de

™

s
/ —4coszdz = f4senz] =0.
Jo 0

Caso especial

Sea f : R ¢ R? — R una funcién real definida y continua en una caja rectangular
= la,b] X [¢,d] x [p,q].Si f(x,y,2) =g (x)h(y) ¢ (z) entonces

./fRf(a:,y, 2)dV = <./abg(:b) dx) (/cdh(y) dy) <./pq¢(z) d,z) : (2.4)

Esto significa que, en el caso que todos los limites de integraciéon son constantes
y f tiene la forma descrita, entonces, podemos escribir la integral triple iterada como
producto de tres integrales definidas simples.

Ejemplo 2.3

Evaluar la integral triple iterada

2 4 p2
/ / / z+/yIn zdzdydx.
J—1J40 1

Solucion.
En virtud de (2.4) se tiene

/ / / z/yIn zdzdydr = </_ xdx) <'/04 \/zjdy) (/flnzdz)

En seguida resolvemos y evaluamos cada integral definida simple.

/j/;/nglnzdzdydm (;aﬁ}:) (gy ]2) <z(lnz—l) D
(2) <136> (2In2 — 1) ~ 3.00.

[N



Integrales triples 107

21 Integral triple sobre regiones mas generales.

El teorema de Fubini sigue siendo valido si la regién de integracion B ya no es
mas un simple paralelepipedo, como se menciona en los tres casos a seguir:

En el proceso de plantear y resolver integrales tiples iteradas, consideraremos tres
tipos especiales de regiones de R?.

Una regién B C R3 es del tipo | si puede ser descrita analiticamente por

B = {(:c,y,z) € R? : (x7y) €EDAz ($7y) <z< 2 (Iay)}a (2.5)

donde D es la region limitada y cerrada que resulta de proyectar B sobre el plano XY,
21 Y 22 son funciones continuas en D que satisfacen z; < zs.

Un ejemplo de este tipo de regiones son aquellas, que ponemos a la vista en
la figura 2.2, y que estan limitadas por dos superficies de ecuaciones z = z1 (x,y) y
z = z3(x,y) y por una porcién de cilindro generado por una recta que se mueve de
manera paralela al eje Z a lo largo de la frontera de la regién D.

Figura 2.2: Una primera clase de regién tipo |

Con frecuencia encontraremos regiones B C R? del tipo | en la que la frontera
de la regién D estd compuesta por la union de arcos regulares continuos, lo que origi-
na que B quede limitada lateralmente por porciones de planos y/o cilindros paralelos
al eje Z, ademas de estar acotada superiormente por una superficie z = z; (z,y) e
inferiormente por el plano XY, como apreciamos en la figura 2.3
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Figura 2.3: Una segunda clase de region tipo |

En cualquiera de los casos anteriores, la integral triple (2.3) se expresa como

// f(zyy,2)dV = // (/Zl(%:) x,y, 2) dz) dA, (2.6)

donde dA = dxdy o dA = dydx que debe ser elegido convenientemente segln las
regiones estudiadas en las integrales dobles.
Una regién B C R? es del tipo Il cuando queda descrita por

B={(z,y,2) ER*: (z,2) e DAy (,2) <y <yo(z,2)}, (2.7)

donde D es la region limitada y cerrada que resulta de proyectar B sobre el plano X Z,
Y1 Y Y2 son funciones continuas en D que satisfacen y; < ys.

Figura 2.4: Una region tipo Il

La integral triple (2.3) sobre una regién de este tipo se expresa como

// fz,y,2)dV = /[ </::::) x,y, 2) dy) dA, (2.8)
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donde dA = dxdz o dA = dzdx que debe ser elegido convenientemente segun las
regiones estudiadas en las integrales dobles.
Por dltimo, Una regién B C R? es del tipo lll cuando queda descrita por

B={(z,y,2) €R’: (y,2) € DAw1(y.2) Sz < w2 (y,2) } (2.9)

donde D es la regién limitada y cerrada que resulta de proyectar B sobre el plano Y Z,
x1 Y x2 son funciones continuas en D que satisfacen x; < xo y que apreciamos en la
figura 2.5.

Figura 2.5: Una region tipo llI

La integral triple (2.3) sobre una region de este tipo se expresa como

_/]Bf (z,y,2)dV = .//D </;::) f(x,y,2) dx) dA, (2.10)

donde dA = dydz o dA = dzdy que debe ser elegido convenientemente segln las
regiones estudiadas en las integrales dobles.

Ejemplo 2.4

El sélido B, adjunto en la figura 2.6 y ubicado en el primer octante del espacio
cartesiano XY Z, estéd limitado por las superficies

y=0;z24+2=2;y=3; 2=+/zyxz=0.

Calcule //] zdV.
JHB
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x+z=2

Figura 2.6: Sélido del ejemplo 2.4

Solucion.
Al proyectar el sélido sobre el plano X Z se obtiene la regién que se visualiza en
la figura 2.7.

r+z=2

X

iular,
1

Figura 2.7: Proyeccion el sélido B sobre el plano X Z

Con esto, la representacién analitica del sélido B es
B:{(m,y,z)GRS/OSmS1/\\/5§z§2—x/\0§y§3}.

Con esto se procede como sigue

. 1 p2—z p3
/j] xdV = / / / rdydzdz.
M B Jo Jyz o

Integramos respecto de Y
3
/ xdy = 3.
J0

A continuacion, resolvemos la integral respecto de z :

2—x
/ 3xdz:3a:(2—m—\/5)
IV
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Finalmente, evaluamos la integral definida respecto de = :

1 1
/3x(2—x—\/5)dx = /(630—3302—31;3/2)(190
Jo 40
4
o 5

Il
w
8

[N
|

8

w
I
8
ot
~
3
| I

E|'emBIo 2.5

El sélido B, adjunto en la figura 2.8 y ubicado en el primer octante del espacio
cartesiano XY Z, estéd limitado por las superficies

y=2+(@x-1%;2=3;2=8;y=0;2=0y z=+/22+92

Calcule //] ydV.
J B

Figura 2.8: Sélido del ejemplo 2.5

Solucioén.

Al proyectar el s6lido sobre el plano XY se obtiene la regién que se visualiza en
la figura 2.9.

Con esto, la representacion analitica del sélido B es

B:{(x,y,z)€R3/O§$§3/\O§y§2+(m—l)2/\ x2+y2§z§8}.
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0 3

Figura 2.9: Proyeccion el sélido B sobre el plano XY

Con esto se procede como sigue

, 2+ (z—1)2 2+ (z— 1)2
/f/ ydV / / / ydzdydx = / / 24y ) ydydx
JII B Vg2

: 3 p24(z—1)2 3 p2+(x—1)2
/// ydV / / Sydydx — / / V2 + y2ydydx
. B J0 S0 40 40

K L
Por un lado se tiene

24 (z—1)2 o
/ Sydy = 4y FH i 4(2+(x—1)2)2.
40

Luego
3
612
K= / 424 (z—1)%) de = ==
Jo 5
Para resolver L, la integral | /z? + y?ydy respecto a y, se calcula con el cambio de
variable siguiente: para u = 2% + y? se tiene du = 2ydy.
Luego de las sustituciones respectivas se consigue

/\/:vZ—i—ydey— /\falu—lu‘s/2 %(mQ—&-yg)g/Q,

asi
24 (z—1)2 1 24+ (z—1)2
/0 /22 + yPydy = . (1:2+y2)3/2]0
1 2\3/2 1 3/2
- g(m2+(2+(ﬂc—1)2)> -5 (@)
1 2\3/2 1
= §<x2+(2+(x—1)2) ) —§x3.
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Seguido, se integra la expresion de arriba con respecto de x tal como sigue

L = ./03 (; <x2+(2+(x—1)2)2)3/2—;x3>dx
= ./03;(ac2+(2+($—1)2)2)3/2dx—/03;x3dm

= 58.296 —6.75 = 51. 546.

] 612
/// ydV = =2 _ 51.546 ~ 70.854.
B 5

Finalmente
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22 Cambio de variables en una integral triple

La férmula de cambio de variables en una integral doble se extiende de manera
natural a las integrales triples, tal como se muestra a continuacién.
Sea g : U C R? — R? una funcién definida por las ecuaciones

z=z(u,v,s), y=y(u,v,8) yz=z(uv,s),

donde z, y y z son funciones con derivadas parciales continuas en un subconjunto
abierto U C R3. El determinante jacobiano de la aplicacion g queda definido por

Oz Oz Oz

a

0 (u, v, s) ?i; g g
Ju Ov 0Os

Si g es inyectiva en un subconjunto cerrado y acotado @ que esta contenido en U y el
jacobiano dado en (2.11) nunca es cero en ), entonces

.//ug(Q)f(x,y,z)dV:.//..Qf(x(u,v,s),y(u,v,s),z(uw,s))'6273/72

[ —

(2.12)
donde dV* representa uno de los seis érdenes de integracién posibles para las nuevas
variables u, v y s.

2.2.1. Cambio de variables cilindricas

Un punto P expresado en coordenadas rectangulares (x, y, z) tiene coordenadas
cilindricas (r, 8, z), donde r y 6 son las coordendas polares de la proyecciéon de P en el
plano XY. Las coordenadas rectangulares y cilindricas del punto P estan relacionadas
por las ecuaciones

x=rcosf, y=rsenfyz=z (2.13)

donde r > 0, el &ngulo 6 varia en un intervalo de la forma [0y, 6y + 27[y z € R.
Las ecuaciones dadas en (2.13) definen una aplicacién g : U ¢ R3 — R3 dada
por
g (r,0,2z) = (rcosf,rsenb, z) (2.14)

que es inyectiva cuando se restringe al conjunto

{(r,0,2) ER*:7 > 0,00 <0 <fg+2r Nz €ER}.
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A continuacién presentamos las representaciones analiticas y graficas de algunas su-
perficies expresadas en coordenadas cilindricas que seran de mucha utilidad cuando
formulemos una integral triple en las coordendas antes mencionadas.

La ecuacién r = a corresponde a un cilindro circular recto de radio a, centro de la
curva directriz en el origen de coordenadas y eje coincidente con el eje Z.

A partir de la ecuacién § = 6., donde 6. es una constante, se obtiene la grafica
de un semiplano que contiene al eje Z y es ortogonal al plano XY.

La superficie que se obtiene de la ecuacién z = k, donde k es una constante, es
un plano paralelo al plano XY.

En el mismo orden de las cosas, una caja rectangular con lados paralelos a los
planos coordenados en el espacio XY Z es transformada, via la funcién (2.14), en la
region del espacio 70z que podemos apreciar en la figura 2.10.

Z
Z
'.{“(x.--y.' z)

I [}
. 1 T g
. & Py
{ et ol
So et ‘9-_'.- '1-}_.;)* /

/ P'(x.y,0)y

Figura 2.10: Las coordenadas cilindricas

De acuerdo con (2.11), el determinante jacobiano de la aplicacion dada en (2.14),
esta dado por

cosf —rsenf 0
=lsenf rcos 0] =r (cos®d+sen’d) =r. (2.15)
0 0 1

0 (x,y,2)
0 (u,v, s)

Teniendo en cuenta lo anterior, la férmula dada en (2.12) queda expresada como

/f(@)f(x,uz)dvz /fo(rcose,rsene,z)rdv*, (2.16)
M ‘

donde dV* representa uno de los seis érdenes de integracién para las nuevas
variables r, 0 y z.
Cabe destacar que la férmula (2.16) es valida si () esta contenido en un conjunto
de la forma
{(r,6,2) eR3:r >0, 6 <O<6y+2rAzeR}.
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Una preocupacion natural queda plasmada en la pregunta ¢cuando usar coorde-
nadas cilindricas para resolver una integral triple iterada?. Nuestra sugerencia es si-
miilar a la recomendamos en su momento para coordenadas polares, es decir, cuando
la descripcion de la regién de integracién se torna mas sencilla y la integral se pue-
de calcular facilmente. Cuando nos referimos a més sencilla, nos referimos a aquellas
regiones del espacio cuya proyeccion resulta en una region que esta limitada por cir-
cunferencias y por rayos que parten del origen de coordendas; o regiones de R? cuya
simetria esta en relacién con el eje Z lo mismo que la funcién integrando.

Los cilindros y los conos son ejemplos de algunas superficies que satisfacen el
criterio de simetria. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.6

Describa al cilindro 2% + y? = R?, con centro en (0,0, 0) y radio R, en coordena-
das cilindricas.

Solucioén.
De acuerdo con (2.13) escribimos
2%+ 9% = (rcos0)? + (rsenf)? = r? (cos2 6 + sen? 0) = r2,
es decir, se obtiene > = R? siy solo sir = R.

Z

r=R

Figura 2.11: Superficie 22 + y? = R? en coordenadas cilindricas.

Ejemplo 2.7

Exprese en coordenadas cilindricas la hoja superior del cono z = a+/x2 + 32,
cona > 0.
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Solucién. Sustituimos las expresiones dadas en (2.13). En efecto,

z=a\/z?+y? = a\/(r cos0)? + (rsenf)? = aVr?,

asi se obtiene la expresién z = ar.

z=ar

Figura 2.12: Superficie z = a+/x? + y? en coordenadas cilindricas

Describa el sélido B, limitado inferiormente por 4z = % +z2 y superiormente por
y? + 22 + 2?2 = 5, en coordenados cilindricas.

X dz=y>+2% Y

Figura 2.13: Sélido B del ejemplo 2.8

Solucion.
Al intersectar las superficies obtenemos

dz+22=5<2=1Vz=—bh.
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Esto significa que ambas superficies se cortan en el plano z = 1.
Proyectamos sobre el plano XY y obtenemos la regién de la figura 2.14.

y2 +x%2=4

Figura 2.14: Proyeccién de B sobre el plano XY
El sélido descrito en coordenadas cilindricas es

1
B:{(T,9,2>€R3ZOST§2;0§9§27T; Zr2§z§\/5—r2}.

En la figura adjunta se muestra el sélido E ubicado en el primer octante, donde
las unidades en los ejes se miden en metros, y limitado por las superficies de
ecuaciones y =0,z2=0,z +y=4; 22+ 22 =4y2? + 22 = 22

X c+y=4 Y
Figura 2.15: Soélido FE del ejemplo 2.9

Solucion.
La regién D se expresa en coordenadas polares como sigue
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A 4+ 22=4
2

22+ 22 =22
r=2sind

Figura 2.16: Proyeccién del sélido E sobre el plano X Z

D= {(r0)€R2/0<9<52sen9<r<2}

w/2 w/2
W = / / rdrd@ =2 / / rinrdrdf
2sen @ 2sen

Calculamos, integrando por partes, /rln rdr.

con esto

1 1
En efecto: u = Inr — du = ;drydv =rdr —v= 57“2.

De esta forma
1 1 1 1 1 1 1
/rlnrdr = §r21n7" — / 57“2 <Tdr> = §r2lnr — / irdr = 3 r’lnr — 47*2

2

2
1 1
/ rlnrdr = =r’lnr— 7‘2]
2sen 6 2 2sen 6
1 1
= 122 (2ln2-1) - (2sen6)? (2In (2send) — 1)
= sen®0 — 2sen®01n (2send) +2In2 — 1
Finalmente

w/2
W = 2/ (sen29—23en201n(2sen0)+21n2— 1)df ~1.213]
Jo

2.2.2. Cambio de variables esféricas

Un punto P expresado en coordenadas rectangulares (x, y, z) tiene coordenadas
esféricas (p, 0, ¢) , donde p es la distancia del punto P al origen, 6 es el &ngulo formado
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por el eje positivo X y el segmento de recta que une (0,0) con (z,y), y ¢ es el &ngulo
formado por el eje positivo Z y el segmento de recta que une P con el origen de
coordenadas.

Las coordenadas rectangulares y esféricas del punto P quedan relacionadas por
las ecuaciones

x = pcoslsend, y=psenlsengy z = pcosao, (2.17)

donde p > 0, el angulo ¢ € [0,7] y el angulo @ varia en un intervalo de la forma
[90, 0o + 27([ .

Las ecuaciones propuestas en (2.17) definen una aplicacién g : U ¢ R3 — R?
cuya regla de correspondencia es

g (p,0,0) = (pcosfsen ¢, psenlsen ¢, pcos ). (2.18)
Esta aplicacién es inyectiva cuando se restringe al conjunto
{(p,ﬂ,d)) eR?:p>0, 90§9<90+27r/\0§¢§7r}.

En la figura adjunta se muestra la imagen de una caja rectangular en el espacio
pO¢, via la funcion definida en (2.18).

Figura 2.17: Las coordenadas esféricas

De manera analoga a lo hecho con las coordenadas cilindricas, exhibiremos las
ecuaciones y las graficas de algunas superficies que resultaran de mucha utilidad cuan-
do formulemos una integral triple en las coordenadas esféricas.

1. Asi tenemos que la superficie representada por la ecuacién p = R, donde R
es una constante positiva, corresponde a una esfera con centro en el origen de
coordenadas y radio igual a R.
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p=R

Figura 2.18: Superficie 22 + y? + 22 = R? en coordenadas esféricas

0 =06,

Figura 2.19: Semiplano que contiene al eje Z en coordenadas esféricas

2. Por otro lado, la imagen en el espacio tridimensional XY Z de la ecuacién 6 = 6.,
donde 6. es una constante, concuerda con un semiplano que contiene al eje Z y
es ortogonal al plano XY.

Verifique que la representacién grafica de la ecuacion ¢ = ¢ es la hoja superior
de un cono circular cuya generatriz forma un angulo de ¢, con su eje.

Solucion.
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En la ecuacion z = a+/22 + 32, con a > 0, sustituimos las ecuaciones (2.17).

pCos @ a\/(pcosﬁsenqb)2 + (psen @ sen ¢)?
= ay\/p? (cos? fsen2 ¢ + sen? O sen? ¢)
av/p?sen? ¢ (cos? 0 + sen? 6)

= apseno

de donde se deduce que pcos ¢ = apsen ¢ <> cot ¢ = a lo que implica que ¢ = ¢g.
O

¢ = o

Figura 2.20: Superficie z = ay/22? + y? en coordenadas esféricas

Con el proposito de representar una integral triple en coordendas esféricas, mos-
traremos el jacobiano de la aplicacion (2.18). En efecto

sen¢pcosf —psenfsen¢g pcosbcosp
= |sen¢senfl pcosfsen¢p psenfcos = —p%sen¢. (2.19)
cos ¢ 0 —psen ¢

—~

0(x,y,z
d(p,0,¢

[ —

Ya que el angulo ¢ € [0, 7] discurre que sen ¢ > 0 lo que nos lleva a que p*sen ¢ > 0,
por consiguiente,
‘8 (z,9,2)

9(p.0,0)
Con la referencia previa, la formula dada en (2.12) queda expresada como

= |—p2 sengb‘ = p?sen ¢.

//-- f(z,y,2)dV = //. f (pcosBsen ¢, psenfsen ¢, pcos @) p*sen pdV*, (2.20)
K g(Q) SQ

donde dV* representa uno de los seis érdenes de integracién para las nuevas
variables p, 0y ¢.
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Cabe destacar que la férmula (2.20) es valida si () esta contenido en un conjunto
de la forma

{(p.0,0) ER*:p>0,00<O<Op+2rNO< p<m}.

Ejemplo 2.11

El sélido B esta limitado inferiormente por el el plano z = 2 y superiormente por

la esfera
22 4+ y? + 2> = 8. Describa el sélido en coordenadas esféricas.

Figura 2.21: Sélido B del ejemplo 2.11

Solucion.
La figura adjunta muestra la proyeccion sobre el plano X Z.

p=2secg

[ 2o

Figura 2.22: Proyeccion del sélido B sobre el plano X Z
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Con esto, la representacién del sélido en coordenadas esféricas es

B={(p.0,0)/0<0<2m2sco < p<VF0< o< T}

Ejemplo 2.12

En la figura adjunta se muestra el sélido E cuya base se sitla sobre el plano XY,
esta limitado por la porciones de las esferas 2 + 4% + 22 = 4z y 22 + 9% + 2% = 4.
Describa el sélido E en coordenadas esféricas y, luego, calcule la integral triple

///E (z* +¢?) av.

X Y

Figura 2.23: Sélido E del ejemplo 2.12

Solucion.
Al proyectar sobre el plano X Z se obtiene la region adjunta

=

%

11
/\ - | /\
~. D> X,
0

-2 2

Figura 2.24: Proyeccion del solido E sobre el plano X7

Traducimos a coordenadas esféricas las superficies involucradas:

$2+y2+2«'2 :4Z<—)p2:4pcos¢<—)p:4cos¢

P2yt + =40 p=2
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Luego el sélido se modela como

E:{(p,9,¢)/4608¢>§p§2;0§9§27T; gﬁqbé

b

N3

Para calular la integral triple, usamos el resultado del item anterior

. w/2 27 2
/// (22 +y* —42) dV = / / / (p* sen? ¢) p? sen pdpdfdep.
S E Jr/3 4O Jdcosd

Al evaluar la integral con respecto de p se obtiene

2 2 3 2
I = / p4 sen® odp = sen® ¢ p4dp = sengbpﬂ
44 cos o J4cos o 5 4cos ¢
sen® ¢

= 3 (32 — (4 cos gb)5>

A continuacién, resolvemos la integral con respecto de 6 :

J = ./02# ser;?’(b (32 — (4 cos ¢)5) do = @ (32 — (4 cos ¢)5) .

Finalmente, se evalua la interal respecto de ¢ :

/”/2 2sen? ¢
. 5

w/3

(32 ~ (4cos ¢)5) d¢ = 15.708 = 5.
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23 Aplicaciones de las integrales triples

Haremos dos aplicaciones de la integral triple. El primero se refiere calcular el
centro de masa de un sélido generado por la interseccién de superficies, utilizando
el sistema de coordenadas cartesiano. El segundo implica determinar la masa soélida
generada por el interseccion de superficies, utilizando el sistema de coordenadas cilin-
dricas. Veamos nuestros ejemplos.

2.3.1. Volumen de un sdlido

Si f(z,y,2) = 1 para todo (z,y,z) € B, entonces el volumen del sélido B se
calcula mediante la integral triple

Vol (B //f dv. (2.21)

Caso especial: Si R = [a, b] X [¢,d] X [p, q] entonces

Vol (R /// dadydz = (q—p) (d—c) (b—a).

representa el volumen del paralelepipedo o caja rectangular R.

Ejemplo 2.13

El sélido B esté limitado por el paraboloide 2y = x2? + 22, el cilindro paraboélico
2y =z?ylosplanosz =2, y =3y z = 0.

Solucién.

Al proyectar el solido sobre el plano X Z obtenemos la regién D y que dada la
geometria de la misma, se precisa dividirla region en dos sub-regiones tal como que se
ve en la figura 2.26.

De esta forma, el volumen se calulard como la suma de dos integrales triples.

En efecto, la primera parte del sélido, cuya proyeccion es la region

Dlz{(:c,z):0§z§2/\0§z§\/67x2}

V6—22 70, 5 x +z
Vol (By) / / / dydzdzx.
22/2

se tiene
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Figura 2.25: Sélido B del ejemplo 2.13

Figura 2.26: Proyeccion del sélido B sobre el plano X Z

Al evaluar se consigue

2 pV6—22 22 2 prV/6—a2 2
Vol (By) = / / (0,5 (2® 4+ 2%) — ?> dzdx = / / ?dzda:
J0 40 JO W0

2,2
/ —+/6 — 22dz = 2.503.
Jo 2

Por otro lado, la proyeccién de la segunda porcién del sélido general la region
Dgz{(x,z):Oga:SZ/\ 6—x2§z§\/€_i}.

Su volumen sera el resultado de la integral

2 /6 0,5(x2422)
Vol (Bg) = / / / dydzdz.
JO SV6—22 J22)2
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En efecto,

Vol (Bg) = //ﬁx(05z+z)——>dzdx—//6w—dzdm
_ /O (V6 — V6 —a2) dz = 0,762.

Finalmente el volumen del sélido requerido es

Vol (B) = 2.503 4 0,762 ~ 3. 265.

Considere el sélido E limitado inferiormente por el plano z = 0, superiormente
por z = 4 + 0,5zy, lateralmente por el cilindro z? + 32 = 9, el plano X Z (para
x > 0)yelplano YZ (paray > 0). Calcule el volumen del sélido E.

X Y

Figura 2.27: Sélido E del ejemplo 2.14

Solucion.
Proyectando sobre el plano XY se obtiene la regién adjunta. de donde

0<r<3;=-<0<2r:;0<2z<4+0,5r’cosfsend

. 440,512 cos O sen @
Vol(E) = //] dv = / / rdzdrdd
S E Jr/2

vl 3
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1_")(

Figura 2.28: Proyeccién del sélido E sobre el plano XY

Resolvemos cada una de las integrales iteradas

440,572 cos @ sen @

/ rdz =r (4+0,5r cosfsend) .
40

La integral se resuelve con un cambio de variable:
siu=4+0,5r2cosfsenf — du = r cos @ sen Odr

1
'/r(4+0,5r20059s,en9) dr = m/udu
- 1 , (44052 cos O sen 6)*
T 2cosfsend . 2cosfsend ’
asi
3 ) (4+0,57’2c0595en€)2 ’
/ r (44 0,5r% cosfsend) dr =
Jo 2cosfsend 0
B (44 4,5cosfsend)> 8
N 2cosfsend cosfsenf’
Finalmente
7 ((4+4 g
/ (A ABeostsend) 8 ) jp _ 79,7610,
/2 2cosfsend cosfsend

2.3.2. Masa de un sélido

Consideraremos una region finita B C R?, con una distribucién de densidad dada
en unidad de masa por unidad de volumen, p (z,y, z), para todo (z,y, z) € B. La masa
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de la regién B, denotada m (B), serd la integral triple de la funcion p (z,y, z) sobre el
dominio B C R3, dado por

m (B) = .//.]Bp(x,y,z) dv. (2.22)

El momento de masa de la regiéon B C R? con respecto al plano Y Z, denotado
M,. (B), viene dado por la integral triple

M,. (B) = .//.]B zp (z,y,2)dV. (2.23)

De manera similar llegamos al momento de masa de la regién B C R? relativo al
plano X Z, denotado M, (B) y definido por

M, (B) = //]B yp (z,y,2)dV. (2.24)

Y el momento de masa de la regiéon B C R3 con respecto al plano XY, denotado
M, (B) se calcula mediante la integral triple

M,y (B) = ./]]B zp (z,y,2)dV. (2.25)

Ejemplo 2.15

El sélido () esta limitado por las superficies de ecuaciones
2z =22 +y%z=1;22+y? + 2% = 62 + 2T.

a) Exprese el sélido  en coordenadas esféricas.

3

b) Calcule la masa del solido @ si su densidad, en kg/cm?, estd dada por

p(z,y,z) = y>.

Solucion.
Expresamos cada superficie en coordenadas esféricas:

elcono 2z = /a2 + 92 :

2pcos¢p = \/(,ocosesengzﬁ)2 + (psen @ sen ¢)? = psen ¢
2 = tan¢ <> ¢ = arctan2.

elplano: z =1 <+ pcos¢p =1 <+ p = sec ¢.
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x Y

Figura 2.29: Sélido () del ejemplo 2.15

la esfera: 2% + y? + 22 = 62 + 27

P> = 6pcosd+27 < p> —6pcos =27
(p—3cos¢)® = 9cos ¢+ 27 < p=3cosd+ \/9cos?p + 27

(se considera el signo + dado que se intersectara con la hoja superior del cono)
Proyectamos el sélido sobre el plano Y Z :

Figura 2.30: Proyeccién del sélido () sobre el plano Y Z
El sélido Q en coordenadas esféricas es
Q= {(p,9,¢)/0 <0 <2m0< ¢ <arctan2;seco < p < 3cos¢ + \/9cos? ¢+ 27}

La masa del s6lido () como la integral triple

arctan2 p271  p3cos g+4/9 cos? ¢p+27
m = / / / (psen @ sen ¢)? p? sen pdpdfde
40 JO s

ec ¢
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Primero:
P5 3 cos ¢++/9 cos? ¢+27
I = /sen2 0 sen® ¢p*dp = sen? O sen® ¢ ]
. 5 sec ¢
1 5
I = : sen? 0 sen® ¢ <(3cos¢ + v 9cos? ¢ + 27) — sec® gb)
Segundo:
2w 1 ) 5 5
J:/ gsen Qsen3(b<(3005¢+\/9cos2¢+27> — sec ¢>d9
40
donde ) ) )
4 1 — 2 1 1 g
/ sen” Adh = / Md@ = —f — —sen (20)] =
Jo 40 2 2 4 0
5
J = gsen?’qﬁ <<3cos<b+ \/9cos2¢+27) - sec5¢>
Tercero:

arctan 2 T 5
m= / gsen3¢ ((3 cos ¢ + \/9c052¢+27) — sec® ¢>> d¢ = 3865,42
Jo

La masa del sélido ) es aproximadamente 3865,42 kg.

2.3.3. Momentos de inercia

Utilizando las mismas consideraciones anteriores para el calculo de masa de una
regién acotada B C R3 con distribucién de densidad dada en unidad de masa por
unidad de volumen, p (z,y, 2), para todo (z,y, z) € B.

El momento de inercia de la regién B C R? con respecto al eje X, denotado I,
esta dada por la integral triple

I, (B) = ///B (v +2%) p(z,y,2) dV. (2.26)

De manera similar llegamos al momento de inercia de la regién B C R? relativo al
eje Y, denotado I, esta dada por la integral triple

I,(B) = .//M/B (x2 + 22) p(x,y,2)dV. (2.27)

El momento de inercia de la regién B C R3 en relacion con el eje Z, denotado I,
también se llega tomando la siguiente integral triple

I.(B) = ///B (2® +y?) p(z,y,2)dV. (2.28)
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El centro de gravedad de una region finita B C R? con una distribucién de densi-
dad de masa p (z,y, z), para todo (x,y, z) € B, es el punto (Z, 7, z) definido por

My (B)  Mu(B) | My (B)
mB) YT mB) YT mB)

Ejemplo 2.16

El s6lido B esta acotado por las superficies
g= ., Wrz=28,8=0,2=0,2=%

Si la densidad volumétrica en cada punto P (x, y, z) estd dada por p (z,y, 2) = z,
determine los momentos de inercia del sélido con respecto a los ejes coordena-
dos.

Figura 2.31: sélido B del ejemplo 2.16

Solucion.
Al proyectar el s6lido sobre el plano Y Z obtenemos la regién

D={(y2):0<z<1A2<y<2-z},

que apreciamos en la figura 2.32 y, para cual, 0 < x < 2.
Con esto se tiene que

1 p2—2 p2
I, (B) = /0 /2 /o (y* + 2?) zdzdydz.

Al evaluar las integrales iteradas se obtiene

1 p2—z
I, (B) = /0 /2 2z (y2 + 2%) dydz.
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Figura 2.32: Proyeccion del sélido B sobre el plano Y Z

La integral respecto de y se resuelve como sigue

2—z 2 2—2
/ 22 (y* +2%)dy = ZyPz+ 2yz3}
422 3 22
_ 2 3 300 v (2. /.23 3.2
= 3z(2—z) +22°(2—2) SZ(Z) +22° (2°)
2 8 16
= —§z7 —22° — 524 4823 — 822 + ?Z
Finalmente
Lro2 8 16 21
I, (B) = ./0 (—327 —22° — §z4 +823 — 822 + 3z> dz = 20

En segundo lugar,

1 p2—2 p2
I,(B) = /0 /2 /0 (a:2 + zQ) zdxdydz.

De donde
2 2 2 13 2 ? 1.3 2 3,8
(:v —i—z)dx:z —x° +xz =z 7(2)—1—22 = 22"+ —z.
Jo 3 0 3 3

Al integrar respecto de y se llega a

i, s 8 3 8 2
| 2z +§Z dy = | 2z +§Z (2—2—2).

Finalmente, se resuelve la integral en la variable z :
! 8
I,(B) = / <223 + 32) (2-z- 7;2) dz
40

! 4 16
= ./0 (—2,25 — 224 4 523 — 222 + 3z> dz

62

45
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En tercer lugar, calculamos el momento son respecto del eje Z.

1 p2—2z p2
I,(B) = /0 /2 /0 (2? + y?) zdxdydz.

Resovemos la integral respecto de x :

2 1 2 1 3
[o@eiya—s(gtear)] == (3@ +22) = (22+3)=
Jo 3 0 3 3
Al integrar respecto de y se llega a
2—z 2—z
8 2 8
22+ = | zdy = Syt 2

H((Fe-aie-9)- (G +5@))
2
3

Por ultimo
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2.3.4. Problemas propuestos

2.1 Calcule la integral triple /// zyz2dV, donde R es la caja rectangular dada por
HIR
R=10,1] x [-1,2] x [0, 3].

2.2 Calcule la integral triple /// z2yz3dV, donde R es la caja rectangular dada por
JR
R=[-1,1] x [0,3] x [0,1].

2.3 Calcule las siguientes integrales triples

1 p2 p3
a) / / / (x+y+ z) dedydz.
J0O 40 J0
e 62 e 1
b) / / / —dydzdx.
41 Je JS1 TYZ
2 pl pl
c) / / / (ze™ — sz) dydxdz.
J1 Jo S
d) / / / sen (z + y + z) dzdzdy.
Jo Jo Jo
2 1 p3
e) / / / (1‘2 +Iny + z) dxdzdy.
J1 Jo J2

2 p2 p2
f) / / / (1+ z) e*ydzdydzx.
J1 4

2.4 Calcule la integral triple iterada

2w 3 s
/ / / zsen x cos ydxdzdy.
J3r/241 40

2.5 Calcule laintegral triple // v/ 2 + y2dV, usando el orden de integracion dzdzdy,
JA B

si B es el sélido limitado por el plano z = 7y por el paraboloide 16z = 22 + y2.
2.6 Calcule la integral triple /]] 2zdV, donde
JI B
B={(z,y,2):0<2<y+2z;0<y<z;1<2<2}.

2.7 Calcule laintegral triple /// zdV, donde B es la regién del primer octante limitada

JA B
porlosplanosx =0,y =0,2=0yz+y+ 2= 1.
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2.8 Evalue la integral triple //] (senx + seny) dV sobre la region limitada

M B

B:{(x,y,z):OSng; —cosx <y <cost; —13231}.

2.9 Evalue la integral triple /]] ydV sobre la region limitada

M B
B:{(a:,y,z);qugh V-2 <y<Vi—a2; ogzgl—aﬁ—y?}.
2.10 Calcule la integral triple //] (yInz + z) dV, donde

M B

B={(z,y,2):1<2z<e; 0<y<lnz; 0<2z<1}.

2.11 Calcule las siguientes integrales triples

1 1 x
a) / / / xdzdydx.
J—1. y2 40
1 1—x l—az—y
b) / / / zdzdydzx.
Jo Jo Jo
4 VA—z x
c) / / / sen(22) ) dvd
Jo o Jo 4-—z

2

V2 2 Vz—zx
d) / / / xdydzdx.

3—x—2
2

40 x2 40
3 p3—z
e) / / / sen (z + z) dydzdz.
Jo Jo Jo
3 pd plty/2 _
f) / / / (Qx Y + Z) dxdydz.
Jo Jo Sy 2 3
1 pvT pay
o)) / / / xyzdzdydz.
JO S22 S0

2.12 Calcule las siguientes integrales triples

3 pV9—22 py/9—22
a) / / / dydxdz.
4o Jo 40

1 T Ty
b) / / / xyzdzdydz.
J0 40 S0
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1 pz2 pl
c) / / / (x +y + z) dzdydz.
JO Sz 40
1 pl pl—22
) / / / zdzdzdy.
J-1Jo Jo
5 2 4—g2
) / / / (x+y+ z) dydxdz.
Jo J-2.Jo

2.13 Dada la integral triple
3 p3—x pV9—22
/ / / ryzdydzdz.
Jo Jo  Jo

Modele las integrales triples iteradas en los 6rdenes dxdydz y dxdzdy.

2.14 Dada la integral triple

1 p0  py?
/ / / f(z,y,2) dzdydz.
Jo J-1Jo

Modele las integrales triples iteradas en los 6rdenes dydxdz, dzdxdy y dxdzdy.

2.15 En la gréfica adjunta se muestra el so6lido B

Al modelar la integral triple // f (z,y,2)dV en el orden dzdxdy se obtiene

a:y) 3— 9 y? 9 —y?
/ / / (z,9y,z dzd:vdy—i—/ / / f(z,y,2) dzdxdy.

Por consiguiente a = b= 9 (y) = yh(z,y) =

1 11—z l—x—y
/ / / ydzdxdy.
J0 J0 40

Modele las integrales triples iteradas en los 6rdenes dzdydzx, dydxdz y dxdzdy.

2.16 Dada laintegral triple
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2.17 Enlagrafica adjunta se muestra el sélido B. Modele las integrales triples iteradas
en los o6rdenes dxdydz, dzdxdy y dydzdx para la integral triple /j] 222y 23dV.
JA B
2.18 Si B es el sélido limitado por los planos
r+y=4y—z=4y=0,y+22=8, y—22=0,
modele dos integrales triples iteradas, en los 6rdenes dzdxdy y dzdzdy, para la integral
triple /j] (22 + yz) dV.
JA B

2.19 Describa las siguientes regiones del espacio en coordenadas cilindricas:

a) Laregion B limitada por el cilindro 22 + 3% = 4y por los planos z = 0y z = 5.

b) La region B limitada por z = 2% + 3% y porlos planos 2 = 0,y = 0y z = 4.

c) Laregiéon B limitada por 2% + 4% =1, 2 = 1 — 2?> — y? y por el plano z = 4.

d) Laregion B limitada por las graficas de z = /8 — 22 — 2y z = /22 + y2.

e) Laregion B limitada por las gréficasde 2 =9 — 22 —y? y 2 = 1 + 2% + >,

2.20 Supongamos que B es la regién delimitada por debajo por el cono z = /22 + 32
y por encima por el paraboloide z = 2 — 22 — y%. Modele una integral triple iterada en

coordenadas cilindricas para /]] xydV en el orden drdzdf.
JAB

2.21 Calcule las siguientes integrales triples usando el cambio de variables a coorde-
nadas cilindricas.

a) /j] (x2 + y2) dV, donde B es el sélido ubicado en el primer octante, limitado
S4B

por las superficies z = 22 + %> y 22 + > = 9.
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) //] (x2 + y2) dV, donde B es el solido limitado por la hoja superior del cono
B

z=+/22+y?2ylosplanos z =1,z =0,y = 0.
) /]] V22 + y2dV, donde
M B

B:{(ac7y7z):x2+y2§22;nggl}.

2.22 Calcule las siguientes integrales triples usando el cambio de variables a coorde-
nadas cilindricas.

2 pVA—zZ  py/2-22—y2
) / / / zdzdydx.
4o Jo 40

2 pV2z—22 pd
b) / / / 2/ 22 + y2dzdydz.
Jo Jo 40
/ / / V22 + y2dzdydz.
V122 rz—i-y

2.23 Describa las siguientes regiones del espacio en coordenadas esféricas:
a) La region B limitada por las esferas 22 + ¢? + 22 =4y a? + y?> + 22 = 1.
b) La region B limitada por la esfera z2 +y% + 22 = 4 y los conos z = /3 (22 + y2)

2 2
Tty
yz= 5

c) Laregion B limitada por z = —y/4 — 22 — 42 y el plano z = 0.

1
2.24 Usando coordenadas esféricas, calcule la integral triple /j] ;dV, donde B es
S4B

T
la region del primer octante acotada por los conos ¢ = 1 y ¢ = arctan?2 y la esfera

p= 6.

2.25 Calcule las siguientes integrales triples usando el cambio de variables a coorde-
nadas esféricas.

¥ 3/2
) /]] (@ +0°+2%)7 17 donde B es el solido limitado por 22 + 2 + 22 = 1.

/ / / e 1clzdydac
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2.26 Determine el volumen del sélido B limitado por las graficas de las funciones
z=a+ylyz=2—22—y>

2.27 Determine el volumen del tetraedro B limitado por los planos =z + 2y 4+ z = 2,
r=2y,z=0yz=0.

2.28 Calcule el volumen del sélido limitado por las superficies 22 = 22 + 92,
1
2z=x2—|—y2,z:1yz:§.

2.29 Determine el volumen del sélido B limitado por el cilindro = = 32 y por los planos
r=z,x=1yz=0.

2.30 Calcule el volumen del sélido acotado porlos planosy =0, y+2=6,2=0y
por el cilindro z = 4 — 2.

2.31 Calcule el volumen del sélido acotado por los cilindros 22 + 22 = 9y 22 4+ ¢y% = 9,
ubicado en el primer octante.

2.32 Determine el volumen del sélido B limitado por las graficasde z = 1—y, y = /=,
z=0yz=0.

2.33 Calcule el volumen del sélido limitado por el cilindro 2 + 4% = 9 y por los planos
z=1lyx+2z=>5.

2.34 Determine el volumen del sélido limitado por los planos z + 2z = 1; 2 — z = 1;
y=—-ly=1yz=0.
2.35 Calcule el volumen del sélido limitado por el cilindro parabélico z = 4 — 22 y por

losplanosx =0,y =0,y =6y 2 =0.

2.36 Determine el volumen del sélido limitado superiormente por la superficie

z = e Ycos(x +y), inferiormente por al plano XY y lateralmente por los planos
e s s m

Yy=rt+ 5y =T Y= T o5 VyY= ST g

2.37 Calcule el volumen del sélido limitado por el plano z = 3 y por los conos

z=v22+y?yz= /3 (x4 y?).

2.38 Calcule la masa del solido limitado por las superficies z = /22 +92 vy
2z =2 — \/x? + 32, si su densidad volumétrica esta dada por p (z,y, 2) = .

2.39 Determine el centro de masa de la region del espacio representado por
B={(r,9,2):0<y<1;0<z<1-y;0<z<z+y}

cuya densidad esta dada por p (x,y, 2) = y.
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2.40 Determine las coordenadas del centro de masa de la regién
B = {(x,y,z):x2+y2+z2 <1; 220}
si la densidad en cada punto de ella es constante.

2.41 Laregion del espacio, ubicada en el primer octante, esta limitada por los planos
2z +y+ z = 1y los tres planos coordenados. Si su densidad esté dada por la funcién
p (x,y,z) = z, determine el centro de masa.

2.42 Calcule el volumen que ocupa la regién del espacio interior al cilindro 2% +y? =
pero limitado por la esfera z2 4+ y% + 22 = 1.

2.43 Calcula los momentos respecto de los planos coordenados y el centro de grave-
dad del sélido limitado por el cilindro parabélico z = 4 — z? y por los planos =z = 0,
y=0,y=6yz=0.

2.44 Determine las coordenadas del centro de masa de un cubo cuya arista mide
2 unidades y tiene un vértice inferior localizado en el origen de coordenadas, si la
densidad volumétrica en cada punto P (z,y, z) del cubo es proporcional al cuadrado
de su distancia al origen de coordenadas.

2.45 Determine la coordenada z del centro de gravedad del sélido limitado por
z=—/4—a22—y2yelplano z = 0.

2.46 Calcule la abscisa = del centro de masa del tetraedro, ubicado en el primer oc-
tante, limitado por los planos coordenados y el plano = + y + z = 1, sabiendo que su
densidad volumétrica en cada punto P (z,y, z) es igual a la distancia de P al plano
z=0.

2.47 Calcular el momento de inercia con respecto al eje Z del sélido B ubicado en el
primer octante, delimitado por el paraboloide z = 2 + 32 y por el cilindro 2% + y? = 9.

2.48 Sea B la regién del espacio limitada por el cilindro %+ 22 = 9y los planos z = 0,
y = 3z y z = 0 en el primer octante. Si en cada punto (z,y, z) la funcién de densidad
volumétrica dada por f (z,y, z) = x> + 32, calcule su masa, su centro de masa y el
momento de inercia con respecto del eje Z.

2.49 Calcule el momento inercia, respecto al eje de simetria, del sélido acotado por el
paraboloide z = 2% + 32 y el plano z = 4, sabiendo que la densidad volumétrica en
cada punto P (z,y, z) es igual a la distancia de P al eje Z.

2.50 Sea B el sélido limitado por las superficies 2z = 4% + 22 y z = 2. Si en cada
punto (z,y, z) la funcién de densidad volumétrica dada por p (z, y, z) = 2% +1?, calcule
su masa, su centro de masa y el momento de inercia con respecto del eje Z.



Curvas en el espacio euclidiano
Rm

En la vida cotidiana, la geometria juega un papel crucial para entender el mundo
que nos rodea, ya que todo lo que observamos o manipulamos tiene una forma geo-
métrica determinada que van desde simples lineas rectas o curvas hasta superficies.

En este capitulo, estudiaremos las curvas conceptualizandolas, en un primer mo-
mento, como aplicaciones o funciones definidas sobre intervalos de nimeros reales
cuya imagen recaera en el espacio euclidiano R™. Este tipo de funcién, llamada fun-
cion vectorial de una sola variable admite como dominio un nimero real y nos devuelve
un vector como imagen.

Este primer enfoque permite introducir conceptos del calculo como limite, derivada
e integral. Ademés, como veremos, estos conceptos, asociados a las curvas como
funciones, acaban siendo intrinsecos a sus conjuntos de imagenes llamadas traza de
la funciéon lo que otorgara plena legitimidad a la teoria.

En un segundo momento, apreciaremos a las curvas como conjuntos de puntos
en en el espacio euclidiano R™, especificamente param =2y m = 3.

Asimismo, nos sumergiremos brevemente en la teoria de curvas regulares en el
plano R?, asi como en el espacio R3. Vale destacar que estas curvas se caracterizan
por admitir, en cada uno de sus puntos, una recta tangente.

Terminaremos el capitulo estudiando las curvas cuyo dominio consta de un inter-
valo cerrado [a, b] a las que llamaremos arcos y que seran cruciales en el capitulo de
integrales de linea.
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31 Funciones vectoriales de variable real

En términos generales, una funcién con valores vectoriales, también conocida co-
mo funcion vectorial, es una funcién de una o mas variables cuyo rango es un conjunto
de vectores multidimensionales. Acotaremos nuestro ambito de estudio a las funciones
vectoriales que dependen de una variable, es decir aquellas cuya entrada es un esca-
lar. Ese tipo de funciones proporcionan un método Util para estudiar las curvas tanto en
el plano como en el espacio tridimensional y son Utiles para representar los conceptos
como la velocidad, la aceleracién y la trayectoria de un objeto.

Definicion 3.1 [Funcidn vectorial]

Una funcidén vectorial «, cuyo dominio es un conjunto de nimeros reales I,
asocia a cada numero real t € I un unico vector en R™, para m > 2.

En virtud de la definicién anterior, a la funcién vectorial « se la denotara por

a: ICR — R™
t =ooat)=(ag (), (t),...,am (1)

Las m funciones «; : I — R, coni = 1,...,m, son llamadas funciones coordenadas
de oy a la variable ¢ se le denomina parametro.

El dominio de una funcién vectorial «(t), que denotaremos por I = Dom(«a),
es el conjunto de valores de ¢ para los cuales se define «(t). Si la funcién se define
en términos de las funciones de las componentes y no se especifica explicitamente el
dominio, entonces se sobreentiende que el dominio resulta de la interseccién de los
dominios de las funciones coordenadas, es decir,

I = Dom(a) := ﬁ Dom (o) .
i=1

Debido a que la imagen de cada numero real ¢, perteneciente al dominio de la fun-
cion, es un vector, explicitar la imagen de « significa dar a conocer cada una de las
componentes de dicho vector. A su vez, cada componente del vector imagen es una
funcién real de la variable t, en consecuencia, la funcién vectorial es una m—tupla de
funciones reales en t y, por consiguiente, todas las propiedades de a, como veremos
mas adelante, descansan en las propiedades de las funciones componentes.
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o
S

3 (aq(t), ... 5(}:ﬂ'{_'t))

Figura 3.1: Funcion vectorial

Ejemplo 3.1
Determine el dominio de las siguientes funciones vectoriales
1. a(t) = (\/ﬂ —4,In(t - 1)) .

4
2. B(t) = (%_176%,arcsent>

Solucién.
El proceso para determinar el dominio de « inicia escribiendo a; (t) = V% — 4,
cuyo dominio se obtiene como sigue

2 —4>0¢t€]—o00,—2|U[2,+oo[.
En el mismo orden de ideas, el dominio de a (t) = In (¢ — 1) resulta ser
t—1>0«t>1.

Finalmente, al intersectar los conjuntos previamente obtenidos se llega al dominio
de «, es decir

Dom (o) = Dom (1) N Dom (a2)
= (J=o0, =2] U [2, 400[) N]1, +o0]
= [2,+00].

Procedemos con la misma estrategia para la funcién /3, sin embargo, en esta
ocasién se determinan el dominio de tres fuzciones coordenadas.
En efecto, el dominio de 31 (t) = [ resulta Dom (B1) = R—{3};elde

2t —
B (t) = eVt ser4 Dom (B2) = [0,+0oc] y, la funcién B3 (t) = arcsent estd definida
para Dom (3) = [—1,1].



146 Curvas en el espacio euclidiano R™

Finalmente, al intersectar los conjuntos obtenidos se tendra

Dom (8) = Dom (p1) N Dom (B2) N Dom (3)

El rango de una funcién vectorial es la coleccién de todos los vectores « () .
Puede visualizarse viendo cada « () como un vector de posicion, es decir,
todos los vectores del rango se representan de modo que tengan un punto
inicial comun (el origen). La coleccién de todos los puntos terminales de los
vectores de posicion definidos por una funcion vectorial « (¢) se llama gréfica
de la funcién vectorial.

Definicion 3.2 [Traza o imagen]

Al conjunto « (I) € R™, formado por las imagenes de «, se le asigna el nombre
de trazade o : I — R™, es decir

traza () = all)={a(t)=(a1(t),...,an () e Rt eI} C R™.

Observacion 5 Es primordial no confundir a la funcién vectorial « con su traza.

Es claro que la imagen «(7) es un subconjunto de R™ y determina una curva en
él. Por otro lado, una curva en R™ puede estar determinada por diferentes funciones
vectoriales. De este y otros detalles nos ocuparemos mas adelante en una seccidon
dedicada exclusivamente al estudio de las curvas.

Intuitivamente, es valido imaginar la traza de la funcién a como la huella que dejan
sus imagenes mientras discurren en el espacio donde viven.
Cuando n = 2, se tiene

a: I — R?
t o= alt)=(x1),y1)

La notacién anterior, exprejada en términos de los vectores canénicos de R?, se
escribe a(t) =x(t) 7 +y(t) 5.
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(4 Y/
Rd

Figura 3.2: Traza en R? de la funcion .

Ejemplo 3.2

Las funciones
= o: R — R? definida por o (t) = (1 —t%,t) y

n /B : [—1,0] — R27 dada porﬁ(t) _ et? + 2€t7

son funciones vectoriales cuya imagen recae en R?.

Cuando n = 3, se tiene

(3.1)

Si usamos los vectores canénicos de R3, una funcién vectorial también se escribe
— = -
comoa(t)=a(t) ¢ +y(t)j +=z(t) k.

Figura 3.3: Traza en R? de la funcién .

Intuitivamente, podemos visualizar la traza de una funcién vectorial o como la
“huella” de las imagenes de « que dejan en el espacio donde viven dichas imagenes.
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Ejemplo 3.3
Las funciones
» o [0,27] — R3, definida por a (t) = cos 7 + sen t7 I AE y
" 3:]0,1] — R3 dadapor 3 (t) = (1 —t,2+ 3t,4 + 1)

son funciones vectoriales cuyas respectivas imagenes yacen en R?.

3.1.1. Operaciones con funciones vectoriales de una variable Real

De la misma manera que se hizo para funciones reales de variable real, pasare-
mos a definir las operaciones habituales entre ellas, como la suma, diferencia o multipli-
cacion por un escalar. Ademas, fijaremos con precision y claridad nuevas operaciones,
como se puede ver en la siguiente definicion.

Definicion 3.3 [Algebra de funciones]
Considere las funciones vectoriales de variable real o : I — R™, 3 : [ — R™,

f : I — R definidas sobre el conjunto I C R y la constante k& € R. Se definen:

[SF] la funciéon o + B : I — R™, llamada la suma de « y 3, cuya regla de
correspondencia es

(a+8)(t)=a(t)+ 8(t), paratodot € I.

[DF] la funcion o — 8 : I — R™, llamada la diferencia de « y (3, cuya regla de
correspondencia es

(. —B) (t) = a(t)— B(t), paratodo t € I.

[ME] la funcién ka : I — R™, llamada multiplicacion de « por un escalar k, dada
por
(ka) (t) = ka(t), paratodot € I.

[FE] la funcién fo : I — R™, llamada el producto de « por la funcién escalar f,
dada por
(fa)(t) = f(t)a(t), paratodot € I.
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[QF] si f (t) # 0,Vt € I, la funcion .15 R™ llamada cociente de « entre la

funcién escalar f, dada por
! a(t)

(f) (t) = 0 paratodot € I.

[PE] la funcién « - 5 : I — R™, llamada producto escalar oy 3, dada por

(a-B)(t)=al(t)-B(t), paratodot € I.

[PV] si m = 3, la funcién a x 8 : I — R™, llamada producto vectorial a y £,
dada por
(axB)(t)=a(t) x 5(t), paratodo t € I.

Las operaciones definidas anteriormente también pueden expresarse en términos
de las funciones componentes.

Sia(t) = (a1 (t),...,an )y B(@) = (B1(t),..., m(t)) entonces para cual-
quier t € I, la suma (diferencia) de o y 5 se obtiene sumando (restando) componente
a componente, es decir

(a£p5)(t)

a(t)£B(t)
= (al(t)""»am(t))i(51<t)7'--aﬁm<t>)
= (a1 (&) B (@), am(t) £ Bm(t)).

De la misma manera se muestra el producto escalarde ay 3

(a-B)(t) = aft)-B()
= (a1 (t), - yam @) - (BL(t),...,0m (1)
= o (t)ﬁl (t)-‘r"'-‘ram (t)ﬂm (t)

que resulta ser una funcién real de variable real.
Sia(t) = (ar(t),az(t),as(t))y () = (B1(t),B2(t),F5(t)) entonces para
cualquier t € I, el producto vectorial « y 3 se expresa por
(axp)(t) = aft)xp()
- = 2
T j  k
- Q1] Qg O3

B1 B2 B3

= (a2f3 — asfa, azfi — a1f3, 12 — aafh)
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Ejemplo 3.4

Si las funciones a (t) = (3t3,2t%,t), B(t) = (cost,sent,t)y f(t) = t* + 1
estan definidas para todo ¢ € R, determine la regla de correspondencia de las

funciones o + 34, % axB, a-By fB.

Solucién.
Las reglas de correspondencia de cada funcién siguen de la aplicacion directa de
la definicién anterior.

B
_|_
w

=

=
|

a(t)+ 38 (t) = (3t%,2t%,t) + 3 (cost,sent, t)
= (3cost+ 3%, 3sent + 2%, 4t)

b) <a> (t)_a(t)_(3t3,2t2,t)_( 3 22 4 )

bi Q) t2+1 P+12 417241
c)
77 %
(axB)(t) = a(t)xpt)=|33 22 ¢
cost sent t

(2t — tsent, —3t* + tcost, 3t sent — 2t* cost) .

d) (a-B)(t) =a(t)-B(t) = (3t3,2t2,t) - (cost,sent, t) = t* + 3t3 cos t + 2t? sen t.

e)

(f8) ()

f@)B(t)= (t* +1) (cost,sent,t)
= ((+1)cost, (£ +1)sent, t* +1¢).

|

Para estudiar el célculo de funciones con valores vectoriales, seguimos un camino
similar al que tomamos al estudiar funciones con valores reales. Primero, definimos el
limite, a continuacion la derivada y examinamos sus aplicaciones para luego pasar a
definir la integral. Sin embargo, encontraremos algunas ideas nuevas e interesantes
a lo largo del camino como resultado de la naturaleza vectorial de estas funciones,
especialmente aquellas cuya imagen recae en R? o R3.
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3.1.2. Limite y continuidad de una funcién vectorial

En esta seccion extenderemos el concepto de limite de una funcién real de una
variable real a las funciones vectoriales de una variable real. El limite de una funcién
vectorial de una variable real, y de cualquier otra funcién, debe definirse en puntos de
acumulacién del dominio de dicha funcion.

El concepto de limite para las funciones vectoriales tiene el mismo significado
intuitivo: tlgg) a(t) = b significa que « (t) puede hacerse arbitrariamente cercana al

%
vector b tomando a_t> suficientemeg)te cerca de ty, pero distinto de 3. Como en R™ la
distanciade a(t) a b es Ha (t)— b ‘ la definicién formal de tlﬁ? a(t) es:
—to

Definicion 3.4 [Limite de una funcién vectorial]

_>
Sean b = (b1, bs,...,by) un vector de R™, ¢, es un punto de acumulacion de [
ya:l — Rm_gas una funcién definida en el conjunto I C R. Entonces decimos
que el vector b es el limite de « en ty y escribimos
, B 5

tll)r%oz (t) = (b1,b2y....bpy) = b

si dado ¢ > 0, existe un nimero 6 > Otalque t € Iy 0 < [t —to| < d implican
_>

que Ha(t) - H <e.

@ En esta definicién no se exige que « esté definida en el mismo punto ¢g.

Desde la perspectiva del calculo de limite de una funcién vectorial de una variable
real, el teorema siguiente expresa que el limite de dichas funciones es el vector cuyos
componentes son los limites de las correspondientes componentes de la funcién. Esto
signica que el limite de una funcién vectorial puede calcularse utilizando los limites de
las funciones componentes

Teorema 3.1
%
Sean b = (by,b,...,by) €s un vector de R™, ¢, es un punto de acumulacién
de Iy a: I — R™ es una funcion definida en el conjunto I C R, entonces
_>
lim « (t) = (b1,b2,...,bm) = b

t—to

si y solamente si th’ntl a;(t) =b;paracadai=1,2,...,m.
—to
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%
Prueba 3.1 Para demostrar que, paracada: =1,2,...,m, th’n? a(t) = b implica que
—to

th’r? a; (t) = b;, procedemos segun la definicién. En efecto,m se tiene que si
—lo

1fm o (£) = (b1, bay . b)) = 0

t—to

entonces para todo € > 0, existe un nimero 6 > Otalque si 0 < |t —ty| < ¢
entonces

_>
lo @) =T = N @) = braa(®) = bor s am (1) = b
m 1/2
— <Z (o () — b,»)2> <e.
i=1
Observe que paracadai =1,2,...,m se cumple que

i (1) — bi] < Ha(t) *?H <e

es por ello que |«; (t) — b;| < € siempre que t € I. Se ha verificado que dado ¢ > 0,
existe > 0 tal que si

O<|t—to] <d=|a;(t)—bi] <e

por lo tanto th’r? a; (t) =b;paracadai=1,2,...,m.
—1o
Reciprocamente, para cada < = 1,2, ..., m, de la afirmacién th’r? a; (t) = b; de-
—lo

viene que para todo ¢; > 0, existe un nimero §; > 0 tal que si 0 < |t —to| < &;
entonces |a; (t) — b;| < ;.

Consideremos ¢; = i, cone > 0y d = min{d,ds,...,d,}. Con este valor
vm
dedyparacadai=1,2,...,m, se tiene

0< |t —to] < 6= |ag(t) — bi] < —

9
v/ m
por consiguiente

o= (Seo-0) "< ()=

=1

=)

con lo que se demuestra que tlfrltl al(t) =
—to
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Del_}teorema se desprende que el limite de «, cuando t tiende a ty, existe y es
iguala b = (by,bo,...,by,) siy solo si el limite de todas sus funciones coordenadas
«a;, 1 =1,..m,cuando t tiende a t(, existe y esigual ab; , i = 1, ...m, respectivamente.

A titulo ilustrativo se mostrara en los siguientes ejemplos, la aplicacion de la defi-
nicién de limite, su interpretacion geométrica y el calculo de limites de funciones vecto-
riales en virtud del teorema 3.1.

Ejemplo 3.5

Calcule FHi (2t2,¢3) y demuestre el valor del limite obtenido.
—

Solucién.

Para ¢t préximo a 1 vemos que « (t) esta cerca de T = (2,1), asi que suponemos
que lfm (22,8%) = (2,1).

Para verificar este resultado debemos demostrar que para todo € > 0, existe § > 0
tal que si 0 < [¢ — 1| < d entonces || (2t2,3) — (2,1)]| < ¢, siempre que ¢ € Dom («) .

En efecto,

|(262,£%) — (2,1)]| = \/(2t2 —22+ B —1)1<e

Figura 3.4: Interpretacion geométrica de limite
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siempre que
3 3

V2 V2
que se puede apreciar geométricamente en la figura 3.4.
. . € .
De otro lado, }m% 2% = 2 siy solo sipara — existe 5; > Otalque 0 < [t — 1| < &;
—

|28 —2] < — y [ 1| <

3 \/i

entonces [2t% — 2| < —.

2 -2 < >

_ , . . £ .
Asi mismo lim t3 = 1 siy solo si para — existe 6o > Otalque 0 < |t — 1| < &2
t—1 V2
3

entonces [t3 — 1| < —.

1)<

Por lo tanto si consideramos § = min {41, d2} se tiene

(2¢%,¢%) — (2,1)]| = \/(2162 2%+ (B -1)

(&) (&)

A\

lo que prueba que %Ef} (22,83) = (2,1).
O
La figura 3.4 permite apreciar una interpretacién geométrica de la soluciéon del
ejemplo. Si elegimos el nimero § de modo que la distancia de t a 1 sea siempre menor
que 9, las longitudes de los lados del rectangulo seran menores que % y en conse-

7

cuencia, la longitud de la diagonal debe ser menor que ¢.

Ejemplo 3.6

Calcule lim (¢* — 7t,1? — 6t + 8) .
t—1

Solucion.
Utilizando los limites de las funciones componentes tenemos

lim (2 = 7¢,62 = 6t + 8) = (1im (2 = 7¢) , lim (2 — 6t +8) ) = (—6,3).

t—1
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Ejemplo 3.7
Calcule hm t27_9 ,v/—3t, cos (t)
21t—6 » COSRTE) -
Solucién.

Los limites de los correspondientes componentes de la funcién son

t2 -9 t2 -9
tgmg <t2-|—t—67 V 73t, COS ('/Tt)) = <t1_1> 5 W hm VvV — hm COS ('/Tt))
Resulta claro que al evaluar el limite de la primera componente se obtiene la forma
2
-9 0

indeterminada lim —— = —.
t>—3t24+t—6 0
Para disolver esta indeterminacién se prodece por factorizacion,

2 -9 o (t+3)(t-3) 6

lfm % = —_—
S 6 s (t+3)(t—2) 5

Los limites de las otras funciones componentes resultan de la apliacacién directa, es

decir
lim £-9 V/=3t, cos (rt) lim - 9  Jim_ /=3¢, 1 (mt)
1 —,V— S = G E—
t——3\t24+t—6’ ) COSAT t—— 3t2—|-t ) 1rn cosim
6
= (=,3,—-1).
(52-)
Ejemplo 3.8
Calcule
46
) 34+t\ 21— cos(3t)
lim — ,
t—0 t+4 t
Solucién.

Procedemos a calcular el limite de cada funcién componente. Para empezar,

t+6 t+6
o (3L 2 (3 Jim =~ 3\* 27
im(|—— = —(2) =2
10 \ £+ 4 so\t+4 4 64

1 —cos(3t) 0

En segundo lugar, observamos que lim ——~ = —.
t—0 t 0
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Esta situacién se resuelve como se muestra a continuacion:

. 1—cos(3t) sen?(3t) . .sen(3t)  sen(3t)
lim — =lim——— =lim :
-0 t t=0 t(1+cos(3t)) t=»0 3t 1+ cos(3t)
t
i 350D g, senB) g0y g,

t—0 3t t=0 1+ cos(3t)

En conclusion

t+6 t+6

, 3+t\ 21— cos(3t) L, (3+t\ 2 ., 1—-cos(3t) 27
1fm , — [ (228) 7 g 2SS0 (2 )
t—0 t+4 t t—0 t—0 t 64

|

Teorema 3.2 [Propiedades de los limites]

Sia: I — R™yg: I — R"™son funciones vectoriales de variable real definidas
sobre el conjunto I C Ry ¢y es un punto de acumulacion de I, tales que

lima() =7y lm B = T
entonces
[LSF] Jim (a+ 8) (1) = Jim a(t) + lim (&) = @ + s
[LDF] Jim (a— B) (1) = Jim a (1) — Jim B(0) = @ — T
[LME] Jim (ka) (1) = k lim o (t) = k.
[LQF] Jim (@ B) (1) = Jim a () lim B()) = @ - b
[LPV] Sim =3, Jim (a x ) (1) = Jim a(t) x lim B(t) = @ x 7.

7 =
[LNF] Jim fla (8)]| = @]

_>
Prueba 3.2 Para la prueba de [LQF] expresamos la diferencia o (t) - 8 (t) — @ - b de
la siguiente manera

a)B0-T b =(at)-d)(8)- )+ ()= )+ (a() - ).
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En la expresién anterior aplicamos la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-

Schwarz como sigue

0 < }a(t)-ﬁ(t) 7\
- ’ - @) () ) @ (5(t)—?)+?-(a(t)—7)‘
< ‘ -a)- ( B(t) —b)’+“> ( ()77)%}7«@@)—7)‘
< faw-al|sw -] +1@n|se -7+ | 7] 1ewm -2

Tomando el limite, cuando ¢ se aproxima a ty, de cada una de las funciones del lado
derecho de la desigualdad se obtiene como resultado cero. En resumidas cuentas, el

teorema del sandwich permite afirmar que

’ - _ , . B —
lim |a(t)-8() = - B[ =|lima () B(1) - @
de donde discurre que lim «(¢) - lim S (t)="a - b.
t—to t—to
Teorema 3.3

—
.b‘

:07

Sia: I — R™ es una funcién vectorial y f : I — R es una funcion real, ambas
definidas sobre el conjunto I C Ry tp es un punto de acumulacién de I, tales

que
ma(t)=7d y lm f(t)=

t—to t—to

entonces
lim (fa) (t) = lim f(t) lim o (t) = L.

t—to t—to t—to

Prueba 3.3 Si« (t) = (aq (t),...,an (t)) entonces

lm (fa) () = Um [f (@) (a1 (t),...,qmn ()] = Um (f(t)a (t),...

t—to t—to t—to
— (tlir%f(t) ai (t),. tlggtf( ) (t)>

t—to t—to t—)to t—to

= <lim F@) im oy (t),..., lim f(t) im a, (t))

o f (t) am (1))



158 Curvas en el espacio euclidiano R™

En vista de que th’ng f (t) es un escalar, usamos la definicién de multiplicacién de un
—to
escalar por un vector para obtener

lim (fa) (t) = Um f(¢) <h’m a1 (t), ..., im a,, (t)>

t—to t—to t—to t—to

= limf(t)lima(t)=Ld.

t—to t—to

Cabe resaltar que el teorema anterior afirma que el limite de una funcién real que
multiplica a una funcién vectorial es el producto del limite de la funcién real por el limite
de la funcion vectorial, si los limites de estas funciones existen.

A continuacién definimos los limites laterales.

Definicion 3.5 [Limite lateral por la izquierda]

Sea a : I — R™ es una funcién vectorial definida sobre el conjunto I C Ry ¢y es
un punto de acumulacién de I. Se define el limite de « a la izquierda de ty, que se

_>
escribe lim a/(t) = b, si paratodo e > 0 existe § > 0 tal que Ha (t)— b H <e
t—ty

siempre que t € I N |ty — 6, to| -

Definicion 3.6 [Limite lateral por la derecha]

Sea a : I — R™ es una funcién vectorial definida sobre el conjunto I C Ry ¢y es
un punto de acumulacion de I. Se define el limite de « a la derecha de ¢y, que se

escribe h’m+a (t) = 3), si para todo € > 0 existe ¢ > 0 tal que Ha (t)— b H <e
t—td

siempre que t € I N Jtg, to + I].

Ejemplo 3.9

Sia (t) = ((t L 424 3,]t—3— 2) ,caleule lim a(t)y lim a(t).

t—3+

Solucion.
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En virtud de la definicién de valor absoluto se tiene

t—3 , t>3
It —3| =
3—t , t<3
Con ello se tiene
lm a(t) = lim ((t+4)2+3,3—t—2)
t—3~ t—3~
- <h’m ((t+4)2 +3), lim (1 —t)> = (52,-2).
t—3— t—3—
Se procede de forma analoga para calcular el segundo limite lateral:
m a(t) = I (t 4?4363 -2
Jim o) = Jim (@49 )
- (i (t+42+3>, lm (t—5)) = (52, -2).
(Jim (049 Jim =) = 62.2)

3.1.3. Continuidad de una funcion vectorial

La continuidad de una funcién vectorial se define de manera semejante a la con-
tinuidad de una funcidn real de variable real. Dejaremos en evidencia que la extension
del concepto de continuidad de una funcién real a la de una funcién vectorial es muy
natural y directa como la extension del concepto de limite.

Definicion 3.7 [Continuidad de una funcion vectorial]

La funcién o : I — R™ es continua en el punto tg € I si para todo € > 0, existe

un namero 6 > 0 tal que
_)
Ha(t)— bH <e

siempreque t € Ty 0 < |t — to| < 0.

Podriamos resumir a continuacién dos situaciones que se pueden presentar.
En primer término, si ¢y no es un punto de acumulacién de I, entonces « es continua
en el punto ty. Ciertamente, existe § > 0 tal que t( es el Unico punto situado en la inter-
seccion I Nty — 0,1y + [ de ahi que para cualquier £ > 0 se cumple Ha (t) — ?H <e
siempre que t € I N |ty — d,tg + I].

El segundo escenario seria si ¢y es un punto de acumulacién de I, en este caso
se tiene la siguiente definicion, que es equivalente a la establecida en 3.7.
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Definicion 3.8

La funcién « : I — R™ es continua en el punto ¢ty € I si

lim « (t) = a(tg) -

t—to

Teorema 3.4

La funcién « : I — R™ es continua en el punto ¢y € I siy solo si cada una de
sus funciones componentes «; (t) es continua en tg, paratodoi = 1,2,...,m.

Prueba 3.4 La demostracion se debe encarar considerando dos circunstancias.
Resulta claro que si tp no es un punto de acumulacién de I, la prueba es inme-
diata, solo hay que tener en cuenta que el dominio de cada funcién componente «; (t)
coincide con Dom (a) = 1.
En segundo lugar, supongamos que ¢y es un punto de acumulacién de I, en razén
del teorema 3.1 se tiene que
lim « (t) = a(to)

t—to
si y solamente si th’r? a; (t) = oy (tp) paracadai =1,2,...,m.
—to
|

Para cuestiones précticas, la continuidad de una funcién vectorial en un punto
to € I puede determinarse comprobando la continuidad de cada una de las funciones
componentes en tg € I.

@ Debido a que en las definiciones 3.7 y 3.8 no se explicita la naturaleza del
conjunto I C R, consideramos necesario hacer los siguientes comentarios.

@ Si I es el intervalo abierto I = |a, b[, entonces diremos que la funcion
a : I — R™ es continua en I (o simplemente continua) si ella lo es en
cadapuntodet e I.

@ En caso de que I = [a,b], diremos que la funciéon o : T — R™ es
continua en I siellalo es en ]a, by si

lm a(t)=a(a) y lim a(t) =a(b).

t—a~ t—bt
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Teorema 3.5

Si las funciones vectoriales de variable real & : I — R™y g : I — R™ son
continuas en el punto ¢y € I, entonces las funciones a+ 5, a — 5, a- By a X 3,
para m = 3, son continuas en ty € I. Si ademas f : I — R es continua en t,
entonces fa también lo es en t.

Prueba 3.5 Mostraremos solamente la prueba de que o + 3 es continuaenen iy € 1.
Las demostraciones para las demas funciones son analogas.

Evidentemente si 3 no es un punto de acumulacién de I, se concluye inmediata-
mente que a + [ es continua en en ty, pues el dominio de cada funcién componente
a; (t) + i (t) coincide con Dom (a + () = I.

Para el caso que ¢y es un punto de acumulacién de I, se tiene que
lim o (t) = a(ty) y lim B (t) = B (to).

t—to

t—to

De acuerdo con el item [LSF] del teorema 3.2 se tiene

lim (a + ) (t) = thj? a(t)+ lim B(t)

t—to t—to

= alty) + B (to)
(a+B) (to),

de este modo se concluye que a + 3 es continuaenentg € I.

Ejemplo 3.10

Dada la funcion vectorial

(t+1,vVt+2,t%) , -3<t<2
a(t) =
(In(t—1),t—1,2t) , t>2

Determine si a es continua en el punto ¢ = 2.

Solucion.
Se procede segun los lineamientos de la definicién 3.8. Asi, a (2) = (3,2,4) .
Al calcular los limites laterales se obtiene:
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lim ot) = lim (¢t + LVt +2,8%) = <lim (t+1), im Vvt +2, lim t2) =(3,2,4)
t—2— t—2~

t—2— t—2— t—2~

lim a(t) = lim (In(t—1),t—1) = (h’m In(t—1)

t—2F t—2+

lim (¢t —1), lim 2t> =(0,1,4)
t—2+

52+ ot

En vista de que los limites laterales son distintos, se concluye que la funcién no es
continuaent = 2.
O

Ejemplo 3.11
Analizar si la funcién vectorial «(t) es continua en su dominio.

1 |[t+1|+¢

2’ 2

a(t) = (;—;) . o=

s/ 9 sen(t+1)
3

F=—— =1
<x8’t21>’ <t<0

Solucién.

Habida cuenta de que cada funcién componente es continua para todo ¢ # —1, la
funcién o también goza de dicho privilegio. Por tanto solo analizaremos si se cumple la
definicion de continuidad en el punto ¢t = —1.

En efecto, los limites laterales establecen que

, , 1 Je+1]+t R T S A 1 1
lim aft)= lim (=,—— | =( lim =, im — | =(>,—=
t——1- t——1- \ 2 2 t——1— 2 t——1- 2 27 2

y
9 sen(t+1)
lim o) = lim [ {zs2, 0T
t—>12+a(> t—>1£n1+< x+87 2 -1 )
t+1 1
= (1w e+ 2 1m sen(t+1)
t——1+ 8 tm—1t t+1 t—1
1
\2" 2)°

1 1
Puesto que los limites laterales son iguales, lim «(t) = (, —) .
t——1 27 2
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Queda claro que a(—1) = th’ml a(t) lo que nos lleva a concluir que « es continua
-
ent=—1.
g

3.1.4. Derivada de una funcién vectorial

Ahora que ya hemos examinado detenidamente qué es una funcién vectorial y c6-
mo calcular su limite, el siguiente paso es aprender a diferenciar una funcién vectorial.
La definicién de la derivada de una funcién con valores vectoriales es casi idéntica a
la definicion de una funcién con valores reales de una variable. Sin embargo, debido
a que el rango de una funcién con valores vectoriales consta de vectores, Io mismo
ocurre con el rango de su derivada.

Definicion 3.9 [Derivada de una funcién vectorial]

Sea o : I — R™ una funcion vectorial definida en el conjunto I C Ry ty un
namero real en su dominio. Decimos que « es derivable en t, si existe y es finito
el limite

lim & (to +h) — a(to)
h—0 h

)
en cuyo caso escribimos

d h) —
of (10) = 92 (1) = iy 0N = 0 0). (3.2)

a'(t)

a(t+ h)— at)

alt + h)

Figura 3.5: Representacién geométrica de la derivada

El primer comentario que debemos hacer sobre este nuevo concepto, es que la
derivada de una funcién vectorial « : I — R™, en un punto ¢y € I, es un vector en el
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espacio euclidiano R™.

Otro hecho relevante a destacar sobre el vector o () tiene que ver con el aspecto
geométrico. El vector o’ (y) es tangente a la curva correspondiente en el punto donde
se calcula la derivada y, ademas, apunta en direccién al recorrido de la curva.

Para finalizar, el vector tangente o’ (¢y) mide la velocidad a la que se trazan las
imagenes o los puntos de la curva. En términos fisicos, marca el ritmo al que se mueve
un punto en el espacio R™ siguiendo la trayectoria determinada por la funcion a.

Todas estas peculiaridades quedan enmarcadas en la siguiente definicion.

Definicion 3.10 [Vector tangente]

Sea «a : I — R™ una funcién vectorial derivable. Al vector o’ (¢) se le llama vector
velocidad o vector tangente de la funcién « en el punto « (t) € R™.

Ahora mostramos como calcular la derivada de una funcién con valores vectoriales
usando la definicién 3.9.

Ejemplo 3.12
Usando la definicion, calcule la derivada de la funcién

a(t) = (4t 45,3t — 6t +1)..

Solucion. De acuerdo con la definicién, para todo ¢t € I, o (t) se se expresa como

<4(t+h)+5,3(t+h)2—6(t+h)+1)—(4t+573t2—6t+1)
o (t) = lim .

h—0 h

A continuacion efectuamos las operaciones vectoriales que correspondan

/ (4h, 3(h+1)* —6h— 3t2) (4h,6ht — 6h + 3h?)
o (t) = lim = lim
h—0 h h—0 h
h (4,6t — 6+ 3h
= lim 4 i ):lim(4,6t—6+3h)
h—0 h h—0

Finalmente, al aplicar el limite se consigue el resultado esperado, es decir

"(t) = | lim 4. I t — h) ) = (4,6t —6).
o (1) (hg% Jim (6 6+3>) (4,6t — 6)
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Ejemplo 3.13

Sea la funcién definida por

B(t) = (t:;f,ln(gtﬂ),\/i) L te0,2.

Usando la definicién de derivada, calcular 5'(1).

Solucién.
De acuerdo con la deficion se tiene que

1+h)%—2
/ _ . (1-ih)+1 +5 ., InBA+h)+1)—Ind , VI+h-1
(1) = lim , lim , lfm
h—0 h h—0 h h—0 h
2_

_ 3 (h—;l+)2 2 % , In(4+3h)—Ind , Vi+h-1
- lim , lim , lim

h—0 h h—0 h h—0 h

Si en la primera componente efectuamos la suma de fracciones, aplicamos las propie-
dades pertinentes del logaritmo en la segunda y, en la tercera, multiplicamos y dividimos
por la conjugada de la expresion que aparece en el numerador, se obtiene

, hh+5) () (VIth-1) (VI+h+1)
o= (fL%Qh(th?)’}L% T h(VI+h+1)

I 2h +5 lm11 4+ 3h I h
= m_———,lim -In| —— m-——
h=0 2 (h +2) h=0 h 4 "h=0 h (VI+h+1)

R B C L AR 1

= m ——————,1min{ ——- m —-1 .

h—02 (h +2) h—0 4 "h=0/1T+h+1
Evaluamos el limite en la primera y tercera coordenada, mientras que en la segunda re
escribimos el argumento del logaritmo; asi

471
5 3h\3R | 1 5 31 53 1
/ = | 2. 1f _ — |l == 1. - =(-.-.=
g = 3 fimn (1+ 4) ) <4’ln€ ’2> <4’4’2)'

Observe que los resultados obtenidos en los ejemplos que preceden, también se
pueden alcanzar calculando primero la derivada de cada funciéon coordenada y, con
ellas, formular la funcién derivada con valores vectoriales. Esto siempre es posible
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para funciones con valores vectoriales, ya sea en dos, tres 0 més dimensiones. Esto lo
expresamos en el siguiente teorema.

Teorema 3.6

La funcién « : I — R™ es derivable en t = ty cuando y s6lo cuando cada una
de sus funciones coordenadas «; : I — R es una funcién real derivable en el
conjunto I C R.

Prueba 3.6 Siexpresamos « (t) = (a1 (t),...,an (t)) y la sustituimos en la definicién
3.9 obtenemos :

a(to+h) —alto)

o (to) = }ILIE)I(I)

_ oy (@ ot h), . am (ot h)) — (a1 (to), - am (to))

= 1m
h—0 h

~ m aq (to + h) — a1 (to) Qo (to + h) — (to)
h—0 h LR h

_ lim a1 (to—Fh)—Oél (to)’“.’h,m am(to+h)—am(t0)

h—0 h h—0 h

— () (o), .- -, 0l (o)) -

Es decir, la derivada o’ (ty) es el vector de R™ cuyas coordenadas son las deriva-
das o/, (to) de las funciones coordenadas de a, paracadai = 1,2,...,m.

Corolario 3.1 Sean x (t), y (¢) y z (t) funciones reales diferenciables en todo ¢ € I.
Q Sia(t) = (z(t),y(t)) entonces o (t) = (2’ () , 5/ (1))
Q Sia(t)=(z(t),y(t),z(t)) entonces o’ (t) = (2' (t), ¥ (1), 2" (1))
Si usamos los vectores canénicos de R? y R, la notacion del corolario también

. = = — - —
se escribe como o/ (t) =2/ (t) @ +y' (1) j o (t) =2/ (t) i +y (t) j + 2 (t) k,
respectivamente.
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Ejemplo 3.14

Calcule la derivada de cada una de las siguientes funciones.

1
a) a(t) = (tlnt, t) it > 0.
b) S (t) = (t%¢!,arcsent,cos (3t)) ; t € |-1,1[.
Solucion.

La derivada de cada una de ellas se consigue por aplicacién de las reglas de
derivacion usuales a cada funciéon coordenada. En efecto,

a)
1 !
o (t) = ((tlnt)’, <t> > = <1+lnt, 2)
b)
1
"(t) = ( t2et /, arcsent)’ , (cos (3t /> = (tet t+2), ——,3sen (3t >
8'(1) = (%)’ (axcsent), (cos (31)) (t+2), — 5 3sen (30
O
Ejemplo 3.15
Calcule el vector tangente de cada una de las siguientes funciones en el valor
t =to.
a) a(t) = <t3 +2t+1, ¢/ (t— 1)5> , t € R; donde ¢y = 2.
b) v (t) = (arctant, /t + 2,sen (57t?)) , t > —1; donde ¢y = —1.
Solucion.

a) Con la aplicacién de las reglas de derivacién a cada funcién coordenada obtenemos

5
o (t) = <3t2 + 2, 5\3/ (t — 1)2>
En seguida, sustituimos el valor ty = 2 y asi se consigue el vector tangente

o (2) = (3 (2)% +2, 2\3/(2 - 1)2> = <14, 2) .
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b) Analogamente, se deriva cada funcién coordenada de ~y () .

v (t) = ; # 107t cos (57rt2))
2 4+17 2/t +2’ '
. , 11
Al evaluar en t) = —1 se obtiene /' (—1) = 33 107 | .

O

La derivada de una funcién vectorial obedece las reglas familiares de la derivada

de una funcion real de una variable real cuando dichas leyes son aplicadas a cada una
de las funciones coordenadas, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.7 Reglas de derivacion para funciones vectoriales

Sean o : I — R™y g : I — R™ dos funciones vectoriales definidas en el
conjunto I C R, 8 = (C1,C9,...,Cy) € R™ un vector constante, k& un nimero
realy f : I — R una funcién escalar derivable en I. Se verifican las siguientes
reglas de derivacién.

d
[DV1] Derivada de una funcion vectorial constante %8 = 6>

[DV2] Derivada de la multiplicacion de un escalar por una funcion vectorial

d d
7 (ka (1)) = k%a (t).

[DV3] Derivada de una funcion escalar por una funcién vectorial

% (f @ a(®) =1 () at)+ f () ).

[DV4] Derivada de la adicion de funciones vectoriales constante

d / /
@O £8@)=a ()5 ().

[DV5] Derivada del producto escalar de funciones vectoriales
d
@@ B)=a" @) () +a(t) ).

[DV6] Derivada del producto cruz de funciones vectoriales

%(a(t)Xﬂ(t))Za’(t)Xﬁ(t)+a(t)><ﬁ’(t)o

Una funcién escalar es una funcién real de una variable real. Tenga en cuenta
que si f(t) es una funcion escalar y « (t) es una funcién vectorial, el producto
de ellas, definido por (fa)(t) = f(t)«(t) para todo t, es una funcién con valor
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vectorial ya que el producto de un escalar con un vector resulta un vector.

Prueba 3.7 Mostraremos las pruebas de [DV3], [DV5] y [DV6] cuando m = 3. La
verificacion de los otros items se consiguen facilmente al derivar las funciones compo-
nentes y utilizar las reglas para las derivadas del calculo de una sola variable, lo que
dejaremos como ejercicio para el lector.

Consideremos las funciones a : I — R3 con a(t) = (a1 (t),as (t),as3(t)) y
B : 1 — R3 dada por 3 (t) = (31 (t), B2 (t), B3 (t)) donde todas las funciones compo-
nentes son funciones reales de variable real derivables paratodo ¢ € I.

La prueba de [DV3] se obtiene aplicando la regla de la cadena, tal como sigue.

SUWam) = S 0,000 )]

SUWa®).f Oz 0), s (1)
= (§I 0@, G Wa 0, 7 Ba0),

La derivada de cada una de las funciones componentes resulta de aplicar la derivada
de la regla de un producto, es decir

Lrwam) = (o) + 1ot 1) 7
+ (f(®az(t)+f )b (®) T
+(F (Das(t)+ (B as () F.

Expresamos el resultado anterior como la suma de dos funciones vectoriales, esto es

Z(F@®a®) = (F®art),f @)az ), f (1) as(®))
(

+ (fO @), f(®)a)(t), f(t)as(t)
Finalmente, en virtud del item [FE] de la definicién 3.3 se llega al resultado de-

seado

%(f(t)a(t)) = f(t) (e (t), a2 (t) as (t)) + £ (1) (o1 (t) , 0y (¢) , o5 (1))

= f®)a®)+fH) @).
Para la prueba de [DV5] se procede como sigue:

) 86) = L1181 0) + a2 ()8 (1) + a3 (1) 8 (1)

d d d

= SO O)+ 5 (a2 (1) B2 (1) + 5 (as (1) B (1)
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Al aplicar la regla de la derivada de un producto de funciones reales, en cada uno de
los sumandos de arriba, se obtiene

Tam sy = P10 ) 40y @ B0 1204 ) 14, () P20
12080 g 1) 4 g () B0,

Si ordenamos los sumandos adecuadamente, la suma anterior del lado derecho es el
desarrollo del producto escalar

Gy = (L2l Lol ). 0.m0)

o (0,00 (0, ) - (2500, 220, 210

= o) B)+al) B {).

Para la prueba de [DV6], primero se precisa de expresar el producto vectorial de
ay (B, esto es

— — —

i 7 k
at)xB(t) = |ar(t) az(t) asz(t)
B (t) (t)

A continuacién, expresamos la derivada en funcién de los vectores canénicos de R3,
tal como se ve

L) xB1) = loa(t) s (1)~ B (B (0] 7
+£[

—ay (t) B3 (1) + B (t) a3 (1)]
:llzt[ (£) B2 () = B () az (D] F -

—
J

En seguida, procedemos a derivar usando la derivada del producto de funciones reales

d

SlaWxp) = [a’z()ﬂs(Haz()ﬁét

)= 85 (t) s (1) — B2 (D) o ()] 7
+ [ t) By (t) + B (t) o3 (t) + B (t) a3 (1) ]
+ [a)

o (t —a (

(
)
aq (t +an (6) 85 (1) — B () az () — By () b ()]
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Luego, expresamos el vector del lado derecho como la suma de dos funciones.

d

Za@Wxg®) = (b0~ Mas®) 7

La suma del lado derecho corresponde al desarrollo del producto vectorial deseado, es

decir
d

dt

Ejemplo 3.16

—(a(t) x B(t)) = (t) x B(t) +a(t) x f' ().

Dadas las funciones « y 3 definidas en I = ]0, +oco[ dadas por

a(t) = <4t3 2 3/

7t2+27

> y B(t) = <1,t,3t>.

Utilizando las propiedades de la derivada de funciones con valores vectoriales,
calcule y evalle la derivada de cada una de las siguientes funciones ent = 1.

a) a(t)-B(1).
b) a(t) x A (t).

Solucion.
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a) En virtud de la propiedad [DV5] se tiene
d

Cla()80) = <12t2,—(1€2i1i_t2)2,2i)’/i>~<1,t,3t)+
<4t3 Pt 3f> < ;2,1,3)

Al evaluar el resultado anterior en t =

1 y luego de desarrollar los productos
escalares indicados llegamos al resultado esperado, es decir

d B 2 4(1) 3\
gowsm| = (20f-gs a0
<4(1)3,1Qi2,3\/1) (~1,1,3)

4 3 2
= (12,-2,2) - (1,1,3) + (4,2.3) - (-1,1,3
(12-5.3) - @ro+ (133) 1)

_ 289 17391
18 3 18"

b) De acuerdo con [DV6] se tiene

&) x5 0) (mﬁ—wizfv$> (3oar) +

(o)« 4n3)

Al reemplazamos ¢t = 1 en el resultado anterior se consigue

d (A Y
Gemxsm)| = (208t T e+
(4(1)3,122+2,3ﬁ> x (—1,1,3)

4 3 2
= 12, ——, = 1,1 4, -,3 -1,1,3).
(12-5.3) x wrm+ (128) x 119

A continucién, efectuamos los productos vectoriales indicados tal como sigue
- =
k

L E e
2|77 27/ g
1 1 3
y - 77
! g — - 14—
4,-,3 (-1,1,3) 4 3 3 —i —15j —i—?k
-1 1 3
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Finalmente
d 17— 69— 112— — - 14—
— t t = —— 4 —-——43+—k -1 —-157 +—k
dt(Of()Xﬁ())t:1 R A i it
L By W 15
- 7% 9 T
O
Ejemplo 3.17

Dadas la funcién real f (t) = ¢ cos (wt) y las funciones con valores vectoriales
v (t) = (tan (7t),3e*) y u(t) = (t2, cos® (3mt))

definidas para todo ¢ € ]—%, —%[ Calcule y evallie ent = —1 cada una de las
siguientes derivadas utilizando las propiedades de la derivada de funciones con
valores vectoriales.

a) v () +pu(t).

b) f(t) ().

Solucién.
a) En concordancia con [DV4] se tiene
% (v () + () = (msec® (t) , 6e*") + (2t, —67 cos (37t) sen (3nt)) .
Al sustituir t = —1 se obtiene

Lo rnn] = (wse(-m), 62D

- +(2(-1),—6mcos (—3m) sen (—3x))

= (m6e %) +(-2,0) = (7 —2,6e?).

b) Debido a [DV3] procedemos como sigue

% (f@®p() = (cos(rt)—mtsen(nt)) (t*,cos® (3rt)) +

t cos (mt) (2t, —67 cos (37t) sen (37t)) .
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Luego de reemplazar t = —1 obtenemos
LFWp@)| = (eos(m) —m(~1)sen(~m) ()7, eos? (~3m)) +
dt ! t=—1 B 7

(=1)cos(—m) (2(—1),—6m cos (—3m) sen (—3m))

= —(11)+(~2,0) = (=3, -1).

Ahora demostraremos un teorema importante del calculo vectorial.

Teorema 3.8

Una funcién vectorial « : I — R™ derivable en el conjunto I C R tiene norma
constante si y sélo si &’ (t) - a (t) = 0.

Prueba 3.8 En virtud de que, para todo ¢ € I, ||a(t)|| es una funcién real y con el
auxilio de la regla de la cadena, se tiene que

d d
T lac ()II* = 2 [l (1) 7 e @I (3.3)

d
Por otro lado, sabemos que o (¢)||* = a (¢)- (t) , luego T [ (¢)||* discurre de aplicar
[DV5], es decir

d

:a(a(t)a(t)):o/(t)-a(t)Jra(t)-o/(t):Qa/(t)~a(t).

i
la )l

Al reemplazar este resultado en (3.3) se obtiene

2 e @) % le (@) = 20/ (¢) - o (t)
de donde sigue que
a4 _ o (t)-a(t)
gl 0l === =0

siempre que ||« (t)]| # 0.
Reciprocamente, si o/ (t) - a (t) = 0, entonces ||« (¢)|| debe ser constante.
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Si examinamos con detenimiento el teorema anterior nos percataremos del si-
guiente hecho: si ||« (¢)|| # 0 entonces || (t)|| es constante siy solo si o/ () y a(t)
son vectores ortogonales.

La afirmacién anterior tiene consecuencias geomeétricas, ya que si una curva se
encuentra completamente en una esfera (o si ella es una circunferencia) centrada en
el origen, entonces el vector tangente o/ () es siempre ortogonal al vector de posicion
alt).

En el siguiente ejemplo se verificara la Gltima aseveracion.

Ejemplo 3.18

La funcion vectorial

cost sent —0,25t
a(t) = , , ,teR
v/0,0625t2 +1° 1/0,06252 +1 /0,062 5¢2 4 1

cuya imagen es concocida como la espiral esférica, verifica la aseveracion ante-
rior.

Solucion.

En primer lugar, la traza de la funcién « yace sobre la esfera con centro en (0, 0, 0)
y radio 1. En efecto,

2
9 9 9 cost sent —0,25t

Y+ = Y] t| Y] t| T

/0,062 52 4 1 0,062 52 + 1 /0,062 52 + 1
cos?t . sen?t (—0,25t)*
0,0625t2+1 = 0,0625t2+1  0,0625¢2 + 1
cos? t 4+ sen? t 4+ 0,062 5¢2 _q
0,062 5t2 + 1 B

A continuacién, verificaremos que o’ (¢) - « (t) = 0, para todo ¢ € R.
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Figura 3.6: La espiral esférica

Como acto previo, calcularemos la derivada de cada funcién componente de « (¢) .

_\/72 _ 0,062 5t
1+ 0,0625t°sent — cos ti\ﬂm

!
t =
z () 1+ 0,06252
= (140,0625¢%) sent — 0,062 5¢ cos t
(0,062 5¢2 4 1)3/2
\/72 _ 0,062 5t
o) - 1+ 0,0625t“ cost — sen ti\/m
y= 1+ 0,0625¢2
B (1 + 0,0625152) cost — 0,062 5t sent
(0,062 5¢2 + 1)3/2
0,25
Z(t) = — -

(0,062 5¢2 + 1)%/2

El segundo acto, consiste en mostrar el producto escalar o’ (t) - «(t), para lo cual
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apelamos a su paciencia debido a que los calculos involucrados son tupidos.

— (14 0,0625¢%) sent — 0,062 5t cos t cost N
(0,062 5¢2 + 1)%/2 /0,062 52 + 1

(14 0,0625¢%) cost — 0,062 5t sen t sent

_|_
(0,062 5¢2 +1)3/2 /0,0625¢% + 1

0,25 0,25¢
- 3/2 :
(0,062 5¢2 4+ 1)%/? 1/0,062 512 + 1

Observe que al efectuar los productos obtenidos, obtendremos la suma de fracciones
homogeneas. O sea,

o (t)-alt) =

(— (1 + 0,0625t2) sent — 0,062 5t cos t) cost

o @) alt) =
(t)- () (0,062 5¢2 + 1)*
((1 + 0,0625752) cost — 0,062 5t sen t) sent n 0,062 5¢
(0,0625t2 + 1)? (0,0625¢2 + 1)

Finalmente, si efectuamos la suma de todos los numeradores involucrados llegaremos
a

—0,062 5¢ cos?t — costsent — 0,062 5t costsent + costsent
—0,062 5t sen® ¢ + 0,062 5t% cos t sen t + 0,062 5t
= —0,0625tcos’t — 0,062 5t sen® ¢ + 0,062 5t.

La ultima pincelada queda a cargo de la identidad trigonométrica que permite obtener
—0,0625¢ (cos®t +sen’t) + 0,062 5¢ = 0

que es el resultado deseado.
O

Si la funcion a : I — R™ es diferenciable, tiene sentido considerar la funcion
o' : I — R™ y profundizar acerca de su continuidad o su diferenciabilidad o algun otro
aspecto de importancia.

En efecto, en el caso de que o’ sea continua, se dice que « es una funcién vec-
torial de clase C'! y entonces tenemos la licencia para investigar la existencia de la
derivada de /. Cuando existe el vector (o/) (tg) = o (o), se le llama la segunda
derivada de en el punto t = ty. En términos de las funciones coordenadas se escribe

o (to) = %0/ (to) = " (to) = (& (to) , 0 (to) ..., (to)) -

Si existe o (t) para todo ¢ € I, se dice que « es dos veces diferenciable y queda
definida la funcién o” : I — R™. En caso de que o’ sea continua afirmamos que « es
una funcién de clase C?.



178 Curvas en el espacio euclidiano R™

Si extendemos el concepto, diremos que la funcion o : I — R es n + 1 veces
diferenciable cuando existe la funcion a(™ : I — R™ que es diferenciable y es llamada
la derivada de orden n de a.

Esto significa que, al igual que en el estudio de las funciones reales de una sola
variable, las derivadas de orden superior de funciones con valores vectoriales son ob-
tenidas derivando repetidamente la primera derivada de dicha funcién. Esto nos lleva

a

" _ i / " _ i Z (4) _ i "
el (t)_dta (t), « (t)_dta (t), a (t)_dta (t),....

En general se tiene que, paran = 2,3,4,...
dn+1 d L

Del mismo modo diremos que una funcién vectorial continua es de clase C° y que
« es su propia derivada de orden cero, es decir, a (t) = o (t) .

Finalmente, cuando una funcién vectorial « goza de la propiedad de que existen
sus derivadas de todos los 6rdenes, entonces afirmaremos que « es de clase C'™°, en
otras palabras, es infinitamente derivable.

En lo que concierne a las funciones coordenadas de « (¢), la notacion o« € C™
indicara que « es una funcion de clase C" si y solamente si cada funcién coordenada
lo es también, o sea, a; € C™ paracadai=1,2,...,n.

A continuacién presentaremos una propiedad de las curvas (funciones vectoriales)
que alude a la posibilidad de trazar rectas tangentes a su traza. Esta propiedad se llama
regularidad y la definiremos para caminos de clase C'.

Definicion 3.11 [Curva regular o suave]

. : . —
Una funcién vectorial o : I — R™ de clase C' es regular si o/ (t) # 0 para todo
tel.

Para mayor tranquilidad del lector, casi todos los ejemplos que mostraremos a lo
largo de este capitulo y de otros donde se usen las curvas, seran funciones vectoriales
no son sélo de clase C', sino también de la clase C, a saber, con todas sus derivadas
continuas.
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Ejemplo 3.19

Considere la funcién vectorial « : ]0, 7[ — R? definida por

R — )

cuya traza es conocida como la tractriz.

a) Verifique que « es de clase C*°.

b) Compruebe que « es regular para todo ¢t # g

Solucion.

a) Calculamos la derivada de la funcién «, esto es

O e C10)
= (f —sent+ tanl(;) e @ (;)> |

A efectos de un andlisis mas exhaustivo, simplificaremos la segunda componente
con la ayuda de las identidades trigonométricas. En efecto

, . 1 9 E 1 . cos(%) 1
ay () = sent+7tan 0 sec <2> <2) = —sent + 2sen (1) co? (1)
1
= —sent—l—mz—sent—i—%nt:—sent+csct.

Asi,

o' (t) = (cost,—sent + csct).

Como las funciones trigonométricas cost, sent y csct son de clase C'*™ para todo
t €10, [, se concluye que la curva « es una curva es diferenciable de clase C*°.

b) Observe que
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o/ (t) = 0siy solo si

Y
(cost,—sent + csct) = (0,0). n
Esto implica resolver el sistema 31
cost = 0 2]
™
—sent+csct = 0 11 a(f)
27 x
En efecto, 0 1
-11
cost =01t = T
2 5
y -3
1 2t
—sent + _ o0 :OHt:E. <41
sent sent 2 J
, — ™
Por lo tanto, o (t) # 0, para todo t # 5 Figura 3.7: La Tractriz

Ejemplo 3.20
Sea la aplicacion 5 : R — R? definida por
B (t) = (h+ Rcost,k + Rsent, Rt) ,

donde h, k y R son numeros reales, con R > 0. Verifique que 3 es una curva
regular para todo t € R.

Solucién.
En efecto, calculamos el vector derivada de 3, es decir

B (t) = (—Rsent, Rcost, R) .
Es claro que no existe numero real ¢ para el cual
B (t) = (—Rsent, Rcost, R) = (0,0,0),

por tanto se concluye que 3 es una curva regular para todo ¢ € R.
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Figura 3.8: La hélice o espiral

La traza de la funcién /3 es conocida como la hélice o espiral que esta envuelta en
un cilindro circular recto con centro en el punto (h, k, 0), radio igual a R y altura infinita,
tal como se muestra en la figura 3.8.

O

A las curvas que sean regulares siempre les podremos asociar rectas tangentes
que pasamos a definir.

Definicion 3.12 [Recta tangente]

Sean « : I — R™ una curva regular y ty € I. La recta tangente a la curva C en
el punto « (tg) es la recta que pasa por « (tp) , tiene como vector direccional a
o/ (tg) y su ecuacion vectorial esta dada por

L:{a(to) + A (to); A €R}. (3.4)

Ejemplo 3.21

Considere la curva C dada por la funcion vectorial

17
a(t) = ((16t2 — 32t + 7)2 ,16t2 — 32t + 7) te {4, 4] _
a) Represente graficamente la curva C e indique claramente su orientacion.

b) Determine la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva C en el punto

de tangencia que se obtiene cuando ¢t = %.
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182
2
Y f‘l!(t”}
X =
X
(a) EnR? (b) En R?
Figura 3.9: Recta tangente a una curva
Solucién.

a) Dado que = = (16t* — 32t + 7)2 ey = 16t> — 32t + 7 entonces la ecuacién carte-
siana esta dada por z = 1°.

Para obtener la grafica de la curva, se procede a tabular tal como sigue.

t |11 3 1 5 3 7
) 1 1 2 1
0125 |64 |81 |64 |25 |0

y|0|-=5|-8]-9|-8]-5]|0

La grafica de C y su respectiva orientacién se muestran en la figura 3.10

2Y
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b) Segun la definicion 3.12 se requiere el punto de paso de la recta tangente, es decir
 (2) . En efecto, al evaluar a en t = 2 se obtiene a (2) = (64, —8).

En segundo lugar, al derivar
a(t) = (1622 =32t +7)° 162 ~ 320 +7)
se obtiene la expresion para el vector tangente, es decir
of (t) = (2 (16t% — 32t + 7) (32t — 32) , 32t — 32) .

Luego se evalla en t = 2 y se consigue que o’ (2) = (—128,8).

Con estos resultados, y en virtud de (3.4), la ecuacién vectorial de la recta tan-
gente es
L:P=(64,-8)+ A (—128,8); A € R.

Ejemplo 3.22

Considere la curva C dada por la funcién vectorial
1
B(t) = | 4cost, 3 (1+16cost —4sent),4dsent | ;t € [0,7]
Determine la ecuacién vectorial de la recta tangente a la curva C en el punto

p(3)-

Solucién.
A fin de obtener las coordenadas del punto de tangencia, evaluamos la funcién 3
en el valor de ¢ dado, es decir,

s T 1 7 m m
f:4ff(11 ~—4 f) — ) =(0,-1,4).
ﬁ(2> ( €08 5, 3 + 6cos2 sen 5 ,4sen2> (0,-1,4)
A continuacion, se calcula la derivada de $, para todo tt € [0, 7] .

1
B (t) = <—4$ent7 3 (—16sent — 4 cost), 4 cos t)

El vector tangente en el punto 3 (g) se determina como sigue,

"(5) = (~asenl. s (~16sen T —dcosT) dcos T ) = (4,3
ﬁ(2>( 45(3112,3 1686n2 4(:052 ,4COS2>< 4, 370 :
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Figura 3.11: La curva 3(t) y su recta tangente

Finalmente, se posicionan los resultados obtenidos en (3.4)
16
L:P=(0,—-1,4)+ X (—4,—3,0) i AER.

lo que nos lleva a la ecuacion vectorial de la recta tangente pedida.
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3.1.5. Integracion de funciones vectoriales

Finalmente, discutiremos las integrales de funciones vectoriales cuyo resultado
serd una nueva funcién vectorial para el caso de la integracién indefinida o, si calcula
una integral definida, un nuevo vector. En el desarrollo de esta seccién veremos que
utilizaremos las técnicas que aprendimos al integrar funciones escalares aplicadas en
el célculo de la primitiva de cada componente de una funcién con valores vectoriales.

Desafortunadamente, nuestra interpretacion usual de la integral definida como
“el area de la regién bajo una curva” no tiene sentido aqui, ya que la interpretacién
razonable de “4rea” seria un escalar, mientras que la integral de una funcion vectorial
es siempre un vector.

La integral definida de una funcién vectorial o : I — R™ definida en I = [a, b]
y dada por « (t) = (a1 (t),...,am, (), se define de la misma manera en la que se
establecié para una funcién real, es decir

b m
/a a(t)dt= lim ; o (&) (t — tic1),
para cualquiera que sealaparticion P = {a =tg < t1 < - < tj—1 < t; < -+ < ty, = b}
y las constantes ¢;_1 < & < t;; y por supuesto, siempre que cada uno de los limites
exista.

Teniendo en mente la definicion de limite, se aprecia facilmente que para integrar
« (t) basta con integrar cada una de sus funciones componentes, hecho que queda
establecido en la siguiente definicion.

Definicion 3.13 [Integral definida de una funcion vectorial]

Sean a : I — R™ es una funcién vectorial definida sobre I = [a, b] dada por
a(t)= (a1 (t),...,am(t)), entonces

./aba(t)dt: <./aba1 (t)dt,...,./abam(t)do_ (3.5)

b
Queda claro que la integral / a (t) dt existe siempre que cada una de las inte-

v a

b
grales / «; (t) dt existe, para cada i = 1,2, ..., m. En particular, la continuidad de o

b
es continua sobre [a, b] garantiza la existencia de / a(t) dt.
v a
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En su momento, se afirmé que si una funcién vectorial o es continua en I = [a, b],
entonces cada componente «;, para cada i = 1,2,...,m, es continua y por tanto
integrable en I = [a, b], por consiguiente « es integrable en I = [a, b] . Y en este caso,
es vélida la igualdad (3.5).

Definicion 3.14 [Integral indefinida de una funcién vectorial]

Sean a : I — R™ es una funcién definida en el conjunto I C R dada por
a(t) = (a1 (t),...,an(t)). Laintegral indefinida

es el conjunto de todas las primitivas de a.

@ Observe que en la definicién de la integral indefinida 8 representa una cons-
tante de integracion, no obstante, debe quedar claro que 8 debe ser un vector
al que llamaremos vector constante de integracion.

Ejemplo 3.23

Evaluar la integral

t t+1
—,—— | dt, Vt > —2.
_/(1+t2’t+2> o o

Solucién.
Se procede a determinar la primitiva general de cada una de las funciones com-
ponentes.

t . . .
Para resolver /mdt se introduce el cambio de variable v = 1 + t? para el
cual du = 2tdt. Lue'go al sustituir se obtiene

1 1 1
5./EdU— 511’1U+Cl

Es decir ; .
— —dt==In(1+¢ )
./1“2 5 (1+6) +C

. , t+1 . -
En segundo término, el calculo de / ;72 dt se muestra a continuacion:
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t+1
_/md’f = _/(“w)dt /dt /t+2

= t—In|t+2|+ Co.

Finalmente,

tot+1 1 )
o dt = (S In (14 t—1In|t+2 .
./<1+t2’t+2> (2 n(1+4%) +Crt —Inft + |+02)

O
Ejemplo 3.24
_)
2t‘1—> 2t — k
Sia(t) = —1 —sen(3t) ) + —— ==, cont > 1, calcule la integral
/a (t) dt.
Solucién.

R WA
En primer lugar, observemos que —— = =—(=) .
primeriug Vvemos Que 5T < 33 T g (3)

Asi que

2t—1 1/2\' 1 2\* 1 2\*
/gmdt /6(3) = 6./ (3) TN e (3) +G.

2
En segundo término, la integral I = 3 /tsen(3t)dt se resuelve integrando por

partes, tal como se muestra a continuacion:
1
Seau=t—du=dtydv=sen(3t)dt - v = —3 cos(3t). Asi

2 t 1
I= 3 (—3 cos(3t) + 3 / cos(3t)dt>

2 t 1/1
=3 (—3 cos(3t) + 3 <3 sen (3t)>>
2 2
= —gt cos(3t) + o7 sen (3t) + Ch.
Para terminar, el calculo de / 7t sigue de percatarse que
) J Vitvioi g p q
1 t—+Vt—1
= vi Vi—VE—1.

VIV (it Vi) (Vi Vi1
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Luego

I= /(\/E— t—l)dt:§t3/2—§(t—1)3/2+03.

En consecuencia

1 /2 — 2t 2 -
./}yﬁ)dt = (6h109(3> +Cﬁ> z——(—»900#3@—%27561@U-+Cb>
+ <§t3/2 - % (t —1)%? —|—Cg> %

O

Las propiedades fundamentales de la integral de las funciones vectoriales se en-
marcan en los tres teoremas que enunciamos a continuacion cuya prueba se desprende
de los resultados analogos para las integrales de funciones reales de una variable real.

Teorema 3.9

Considere las constantes ki, k2 € R y vector constante 8 = (C1,...,Cp).
Si las funciones vectoriales de variable real « : I — R™ vy § : I — R son
integrables sobre I = [a, b] , entonces

[I1] Linealidad ki« + kof3 es integrable sobre I = [a, b] y se tiene

b

b b
/(kla(t)+k’26(t))dt:k:1/ a(t)dt—i—kg/ B(t)dt

S a

[12] Integral del producto escalar el producto escalar 8 -« es integrable en
I = [a,b] y se tiene

c. / t)dt = /8 (3.6)

[13] Integral del producto vectorial el producto vectorial 8 X « es integrable
en I = [a,b]y se tiene

T x / t)dt = /3xa (3.7)

[14] si ademas ¢ € I, entonces las funciones restringidas a\[a qY a|[c,b] son

integrables y
b @ b
/ a(t)dt = / a(t)dt + / a(t) dt. (3.8)



Curvas en el espacio euclidiano R™ 189

Prueba 3.9 Mostraremos la demostracion de (3.6) dejando como ejercicio para el lec-
tor la prueba de (3.7). En efecto, si a () = (a1 (t),...,an (t)) y teniendo en cuenta
que cada componente «; es integrable, escribimos

c. / Cl,...,Cm)~(l/abal(t)dt,...,./abocm(t)dt>.

Al desarrollar el producto escalar del lado derecho se obtiene

b b
8-/a(t)dt - Cl/al()dt+ O am t) dt

= / Clal dt—l— / Cmam
b

_ / (Crye oy Con) - (@1 (1) 5 (1))

b
= /a-atdt

Teorema 3.10 [Primer teorema fundamental del calculo]

Suponga que « : I — R™ es una funcién vectorial continua sobre I = [a, b] . Si
c € 1, definimos la integral indefinida / como la funcién vectorial

1
F(t) = / a(z)dz, sia <t <b.
v C
Entonces F' (t) existey F’ (t) = a(t), paracada ¢ € |a, b|.
Prueba 3.10 Sia(t) = (a1 (t),...,an (1)), la demostracion de este teorema se con-

sigue cuando aplicamos directamente el respectivo primer teorema fundamental del
célculo a cada una de las funciones componentes. En efecto,

P = 4 [awd= 4 ([ @@ an @) i)

_ jt<'/cta1(:c)dx,...,./ctam(m)dx>
_ (jt./:al(m)dx,...,i/ctam(x)d:r>

= (@1 (),...,am (1) = a(t).
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Teorema 3.11 [Segundo teorema fundamental del calculo]

Suponga que la funcién vectorial « : I — R™, definida en I = [a,b], tiene
derivada continua o’ en el intervalo abierto |a,b[. Entonces para cada ¢,z €
la, b, se tiene

/mo/(t)dt:oz(x)—a(c).

Prueba 3.11 La verificacion de este teorema se obtiene por aplicacion del segun-
do teorema fundamental del célculo a cada una de las funciones componentes de
a(t) = (a1 (t),...,an(t)). En efecto, definimos la integral indefinida / como la fun-
cién vectorial

F(t)z./cta(u)duHFi(t):./Cta;(u)du,

paracadai:=1,2,...,m.
El primer teorema fundamental del célculo, aplicado a la funcién definida arriba,
nos permite afirmar que

Fr)y=(Fi@t),....F @) = (a1 (t),..., o0, (8)) =o' (t) & Fi(t) = @ (1),
para cada t € |a,b]. Es decir, paracadai = 1,...,my paratodo t € I se cumple
t
Fi(t) = / ol (u)du = oy (t) + C, (3.9)

donde C' es la constante de integracion.
Al evaluar en t = ¢ la funcién definida en (3.9) se obtiene

es decir, 0 = «; (¢) + C' de donde C' = —q; (c) .
Por consiguiente, la sustitucion de cada t = x € ]a, b[ en (3.9) nos da el consenti-
miento para afirmar que

lo que finaliza la demostracion.
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Ejemplo 3.25

2

Dada la funcién vectorial « (t) = (l—i—tQ’

/Ola(t) dt.

Solucidn. Procedemos de acuerdo con (3.5).

1
—2t2> , evalte la integral definida

1 1 ) 1 1 2 1 1
t)ydt = —  —=t*)dt= ——dt, | —=t3dt
_Aa() A G+ﬁ’2 ) (A H%?CA 2 >
I 11
= ( Zarctant}o, fét ]O> = (27r, 6) .
0
Ejemplo 3.26
meMI:/‘Q_%_27+¢2¥“?+(%+@+2f>? dt
Jos \t+4 ’

Solucién. Primero, evaluamos la integral definida de la primera componente de «,

esto es:
-2 -2
—t—2 2
[t = [ ()
4 =3 t+4 J-3 t+4

2
[2mu+4p¢} —2In2 — 1 ~ 0,386.
3

En segundo lugar, el valor de / t=2e2/'dt se consigue introduciendo el siguien-
43

2 2
te cambio de variable: si u = n entonces du = —t—zdt. Con ello, sit = —3 entonces

2
u = ——yparat = —2 se obtiene que u = —1.
Luego al sustituir estos datos en la integral original se tiene el resultado esperado

-2 1 —1 1 —2/3
/ 22t g = = / edu = e“}
J-3 27 93 2 |,

1 1
= 56_2/3 — 56—1 ~T.2769 x 1072,
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-2
Finalmente, evaluar la integral /

<2t + (t+ 2)2> dt se efecttia de manera in-
Jo3

mediata tal como sigue,

/ (2t + (t+2)) dt = 1(t3+9t2+12t)} _ 4
-3 3 . 3

En consecuencia,

-2 , 14
/ a(t)dt = (0,38677. 2769 x 10~ ,—3) :
J =3

Ejemplo 3.27

37/2
Evalle la integral definida c. / a (t)dt, donde a(t) = (1 +sent,cost)y
Jo
1
= (3 —2) .

Solucion.
De acuerdo con (3.6), el primer paso consiste en calcular el producto escalar.

1 1
8~a(t) = (3,—2> - (1 +sent,cost) = 3sent — icost—i—B.

A continuacion, se evalla la integral definida de la funcién real obtenida, es decir

3m/2 1 1 3m/2 7
/ 3sent — —cost+3 ) dt = 3t —3cost — —sent = -7+ —.
Jo 2 2 0 2" "2
Por lo tanto
371'/2 9 7
8-/ a(t)dt = 2m + - ~17.637.
Jo 22
O
Ejemplo 3.28

2
Evalle la integral definida T x / B (t)dt, donde S (t) = (—2t,t> —4,3t) y
o2
C=(-1,2,-3).

) )
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Solucién.
Con el fin de utilizar (3.7), se procede a calcular el producto vectorial. En efecto

— - >
i j k
3><ﬁ(t): —1 2 —3| = (3t + 6t —12,6t> + 3,3t + 4).

—2t2 24 3t

A continuacion, evaluamos la integral

2 2

/ T x B(t)dt = / (32 + 6t — 12,61 + 3¢, 312 + 4) dt.
J—2 4 =2

Se procede de acuerdo con (3.5), es decir

/_Zﬁxﬁ(t)dt: (/2 (3t2+6t—12)dt,/

S =2 -2

2 2

(6> + 3t) dt, /

9 (3t* + 4) dt> :

Ya que cada componente es el resultado de la suma de funciones pares e impares,
usaremos las propiedades respectivas para cada integral definida en [—2, 2], por tanto

/_228 x B (t)dt (2./02 (3t —12) dt,2l/026t2dt,2/02 (3t% +4) dt>

. 2 2 2
_ <2t3 —2475} , 4t3} , 2t3—|—8t} )
0 0

0

= (-32,32,32).
O

3.1.6. Curvas definidas por tramos
Dado un conjunto de curvas a1, as, . . ., o tales que el punto terminal de «; coin-

cide punto inicial a;; 41 conz=1,2,...,k — 1, escribimos

k
o = E (07
=1

para representar a la curva que resulta de la unién por los extremos correspondientes
delas a;,coni=1,2,..., k. Claramente « representa la curva obtenida al recorrer en
forma correlativa a las curvas oy, as, ..., ag.

Un ejemplo es la curva frontera de un rectangulo en el plano XY con vértices en
(0,0), (2,0), (2,1) y (0,1), que esta formada por cuatro tramos, precisamente los lados
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S~

¥

(a) Curva por partes en R? (b) Curva por partes en R3

Figura 3.12: Curvas definidas por partes

del rectangulo. Para definir la curva completa hard falta una funcion vectorial diferente
para cada tramo.

Una curva seccionalmente regular o regular por partes o regular por tramos esta
formada por un numero finito de curvas regulares que se han unido una tras otra por
sus extremos, dicho de manera formal, se tiene la siguiente definicién.

Definicion 3.15 [Curva regular por tramos]

Decimos que o : I — R™ es una curva regular a trozos o por tramos, si la
regularidad se verifica en todo I excepto, tal vez, un conjunto finito de puntos
t; e 1.

Observacion 6 Cuando hablamos de regularidad nos referimos a que cada tramo de-
be ser regular o suave en el sentido de la definicion 3.11.

Una curva regular a trozos se orienta como una curva regular, dejando en claro
cual debe ser el extremo inicial y su extremo final. Cuando se orienta uno de los trozos
de la curva, los demas quedan orientados automaticamente de modo que sean conse-
cutivos teniendo cuidado de que la orientacién del conjunto sea la correcta, tal como se
muestra en la figura 3.12.

Finalmente, si n > 0, diremos que la funcién a : I — R™ es de clase C"™ por
partes si a es continua y posee derivadas continuas hasta el orden n inclusive, salvo
en un conjunto finito de punto de I. En dichos puntos, a debe contar con derivadas
laterales continuas hasta el orden n inclusive.
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Ejemplo 3.29

Verifigue que la curva C definida por la funcién vectorial

)@t 5 t<o
a(t){ (t,t) ; t>0

es una curva regular a trozos en R2.

Solucion.
Al calcular la derivada o’ (t) se obtiene

Lo fa-y s ot<o
O‘(t)_{ 1,1) ; t>0

Es evidente que o (t) # N y, ademas, a pesar de que no existe o’ (0), si existen
o' (07)=(1,-1)y o’ (07) = (1,1). Por tanto, se concluye que C es una curva regular
a trozos y su representacion gréfica se aprecia en la figura 3.13

51Y

4 -3 -2 10 1 2 3 4

Figura 3.13: la curva plana C regular a trozos
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3.1.7. Movimiento curvilineo de una particula

El movimiento curvilineo se refiere al movimiento de una particula a lo largo de una
trayectoria que puede representarse mediante una curva en dos o tres dimensiones, es
decir la representacion grafica de la imagen de una funcion vectorial.

En el mundo de la ingenieria, es fundamental entender cémo se mueven los ob-
jetos, punto que resulta crucial ya que forma la base para comprender sistemas dina-
micos y de movimiento mas complejos.

Usando las funciones reales con valores vectoriales representaremos cantidades
fisicas, como la velocidad, la aceleracién, etc. Para ello, supongamos que la variable
real t representa el tiempo transcurrido desde algun tiempo inicial y, ademas, imagi-
nemos que sobre un objeto o particula de masa constante m actla alguna fuerza que
posibilite su movimiento en el plano o en el espacio.

@ Vector de posicion.

Cuando un objeto puntual se mueve en una trayectoria curva, es decir, en mo-
vimiento curvilineo, se utiliza un vector para definir la posicién de dicho punto u
objeto. Al denotar con la letra P el punto donde se encuentra la particula y utili-
zando el sistema de coordenadas cartesiano R? o R?, con origen en el punto O,
definimos la posicién de la particula como el vector que tiene su origenen O y su
extremo final en P. Si t representa el tiempo que le toma a la particula trasladarse
de un punto a otro, es claro que el vector que define la posiciéon de la particula
depende del instante ¢ y se denotara por « ().

@ El vector velocidad.

Ahora, considerando el vector az (t) = «a (t + h) que denota una segunda po-
sicion, digamos P», ocupada por la particula en el tiempo t + h = t + At, se
puede construir el vector Aa (t) = «a (t + h) — « () que tiene su origen en Py
su extremo en P, y representa la variacion del vector de posicion en el intervalo
de tiempo h = At, es decir, el vector de desplazamiento.

Visualice la figura 3.14 teniendo en mente que el vector A« (t) representa la
variacion de la direccion, el sentido y el médulo del vector posicién «a (t) . Por
lo tanto, el vector velocidad media v,, queda determinado por multiplicacién del
vector Aa (t) por el escalar % El resultado de esta division sera el vector o que
tiene la misma direccién y direccion que A« (t) .

El vector velocidad instantanea en el instante ¢ se puede obtener haciendo que
el intervalo de tiempo estudiado sea lo mas corto posible, es decir, utilizando el
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Aa(t)

h

Aa(t) = alt + h) — aft)

Figura 3.14: El vector velocidad

concepto de derivada segun

Ao (t t+h)—alt do (t
T = tim 200 _ g, @t —a() _ dalt)
h—0 h h—0 h dt
Queda claro que cuando h es cada vez mas pequeno, el punto P, se aproxima

a P. Por lo tanto, en el limite, el vector ¥ sera tangente a la trayectoria de la
particula.

© La direccion del movimiento.

En cualquier instante ¢, la direccién del movimiento de la particula esta dada por
la direccién de ¥, esto es
. o
Uz = .
17l
O La rapidez o velocidad escalar.

La rapidez v de la particula, en cualquier instante ¢, se obtiene calculando la
magnitud del vector 7/, esto es v = || 7| .

© El vector de aceleracion.

Como se ve en la figura 3.15, dibujando los vectores o y 75 desde el origen
de coordenadas, el vector AV = o (t + h) — & (t) se construye uniendo los
extremos @ y Q2 de los vectores de velocidad en el primer y segundo instante,
respectivamente. El vector AT representa la variacion en moédulo, direccién y
sentido de la velocidad y por tanto, la aceleracién media viene dada por la multi-

1
plicacién del vector AT por 7 donde h es la variacion de tiempo entre el primer
y segundo instante.
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AV =d(t+h)-ad'(t)

Figura 3.15: El vector de aceleracién

La aceleracion instantanea se obtendra cuando h sea pequefio, es decir

o (t+h) —d (1) _da'(t) _dT

— _ 1z _ 17 _ _ "
‘= ;lfi% h }LIEB h dt a ®).
Ejemplo 3.30

Para t = 2, calcule la velgfidad, aﬁeleracgn y rapidez de un objeto si la posicion
estd dada por o (t) =3ti +5t25 — T3 k.

Solucion.
La velocidad del objeto se determina evaluando o’ (t) en t = 2.
En efecto, como o (t) = (3,10t, —21¢%) , entonces

o (2) = (3, 10(2), 21 (2)2) = (3,20, —84) .

En segundo lugar, para determinar la aceleracion se calcula la segunda derivada
de o (t), o sea, o’ (t) = (0,10, —42t) . Luego, al evaluar ¢t = 2, se consigue el vector
aceleracion

a” (2) = (0,10, —42(2)) = (0,10, —84) .

Finalmente, la rapidez se obtiene al calcular el médulo del vector velocidad tal
como se aprecia a continuacion.

o’ (2)| = \/32 +(20)* + (—84)% = V7465 ~ 86.4
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Ejemplo 3.31

Un planeador vuela en espiral hacia arriba describiendo una trayectoria similar
a la de una hélice circular debido a una corriente de aire de rapido ascenso. Su
vector posicion se modela mediante la funcién vectorial

a(t) = (5cost,5sent, 2t?), t > 0,

donde t es el tiempo dado en segundos y las unidades en los ejes coordenados
se miden en metros. Determine

a) La velocidad y la aceleracién en el instante ¢.
b) La rapidez del planeador en el instante ¢t.

c¢) El momento en el que la aceleracion del planeador es ortogonal a su veloci-
dad, si es que ello ocurre.

Solucion.
a) Siderivamos « (t) sucesivamente obtendremos las funciones vectoriales
U (t) = (—bsent,5cost, 4t) y @ (t) = (=Hcost, —Hsent,4)
que modelan la velocidad y la aceleracién, respectivamente, para todo ¢ > 0.

b) La rapidez del planeador se obtiene calculando el médulo del vector velocidad, es
decir

v (t) = [T Ol = / (~5sent)? + (cost)” + (41)° = /162 + 25.

c) Con el fin de determinar si en algun instante ¢, los vectores velocidad y aceleracién

son ortogonales, procedemos a resolver la ecuacion ¥ (t)- @ (¢) = 0. En efecto

(—bsent,5cost,4t) - (=5 cost, —5sent,4) 0
16t — 25costsent 4+ 25sentcost = 0&t=0.

Por tanto se afirma que el Unico instante en que los vectores aceleracion y velo-
cidad son ortogonales ocurre al inicio del movimiento del planeador, es decir en
su ubicacion inicial localizada en el punto « (0) = (5,0,0).
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Ejemplo 3.32

Determinar el vector de posicion ie una part&:ula, denotado por « (), si su fun-
cion velocidad es ¥ (t) = 2cost i —4sent j + 3tk y su posicion inicial de la
particula es « (0) = (—1,3,5) .

Solucién.
Usando la definicion de velocidad, podemos expresar el vector posicién de la par-
ticula como la integral de su velocidad de la siguiente manera:
_da(t)

V() =d (t) = 7 Ha(t):./ﬁ(t)dt.

Escribimos la integral en términos de las componentes de la funcion velocidad, es decir
— — —
a(t) = / (QCost i —4sentj + 3t k) dt.
A continuacién usamos (3.5) y los procedimientos habituales de integracién. En efecto,

(. / 2costdt> T ( / 4sentdt> 7+ ( / 3t2dt> %

— — —
= 2senti +4costj +t2k +8
= (2sent+ Cy,4cost + Co, t* + C3) . (3.10)

a(t)

Para determinar los valores exactos de las componentes del vector constante 8 usa-
mos la condicion inicial dada. Sustituyendo ¢ = 0 en el vector de posicién de la particula

a(0) = (2sen0 + Cy,4cos 0+ Cs, 0% + C3)
se obtiene
(C1,Cy +4,03) =(-1,3, 5) —~Cr=-1,Co=—-1y(C3=>5.

Reemplazando estos valores en la ecuacion (3.10), podemos escribir el vector de posi-
cién como funcion del tiempo, o sea

a(t) = (2sent — 1,4 cost — 1,t3+5).
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3.1.8. Problemas propuestos

3.1 Sea la funcién vectorial

2 -1

alt) = (m(t— 1),m,2t2 +2> .

a) Determine el dominio de la funcion a.

b) Encuentre las coordenadas del punto o los puntos de la curva C descrita por «,
donde la recta que pasa por el punto @ = (—2,—1, —6) es tangente a la curva C.

3.2 Sea la funcién vectorial

1
D= (t?—1,— Vt2—1).
a(t) < t+1 )

a) Determine el dominio de la funcién a.
b) Calcule lim f(t).
t—2
2
c) Calcule / a(t)dt.
J1

3.3 Dada la funcién vectorial

f(t)=<m,1—cos2<t—1/4) Vi )

(t—1/4)2  T1—e2Vt

a) Determine el dominio de f.
b) Calcule lim f(¢).
t—0

3.4 Sea la funcién vectorial
t
alt) = (lnt,tl,tm> |
a) Determine el dominio de la funcién a.
b) Calcule lim f(¢).
t—0
0
c) Calcule/ a(t)dt.
J—1

3.5 Dada la funcién vectorial

o(t) = (22005(%?) QCos(\/i) -2 +1,t3> .

t ’ t
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a) Determine el dominio de f.
b) Calcule }gr(l) f ().
3.6 Verifique que la funcién ~ : [0, 27] — R? definida por
a(t) = (cos®t,sen’ t)
no es regular.
3.7 Determine si la funcién « : [0, 3] — R? definida por
a(t) = (t —sent,1 — cost)

es 0 no regular. En caso su respuesta sea negativa, calcule los valores de ¢ en los
cuales no se satisface la definicién de regularidad.

3.8 Dada la curva C, definida por
t2
at) = (t2 cos (%) t? sen (%), 5 >
a) Demuestre que la curva esta contenida en un cono eliptico.
b) Calcule o/(t).
3.9 Considere la funcién vectorial
_>
Bt) = 65en(2t)7 + 6 cos (2t)7> +5tk.
™
Calcule el valor de / 18 ()| dt.
4o

3.10 Determine si la funcion definida por

t
al(t) = (1 — cost,sent,2sen <2>> ; t € [—2m, 2n]
es 0 no regular.

3.11 Determine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva

en el punto tg = 1.



Curvas en el espacio euclidiano R™ 203

3.12 Muestre que la curva C definida por «(t) = (cost,sentcost, 3) tiene dos rectas
tangentes en el punto (0,0, 3) .

3.13 Determine la ecuacion vectorial de la recta tangente a la curva
c zyd + 2%y +3zz —yzd =4
) zyz—atz4+ 23 =1
en el punto (1,1,1).

3.14 Para las siguientes funciones vectoriales, determine los vectores velocidad y ace-

leracién del movimiento. Compruebe que el vector aceleracién apunta en la misma di-
reccién que el vector velocidad si la velocidad aumenta y en la direccion opuesta si la
velocidad disminuye.

a) a(t)= (24123 —2t35—1?).
b) B(t) = (—2t3 — 3t + 1,4t + 6t — 5,6t> + 9t — 2) .
3.15 La ecuacion vectorial de una curva C esta dada por la funcién
f(t) = (cost,sent,e").

Determine la ecuacién de la recta tangente a C que es paralela al plano P : v/3z +
y—4=0.

3.16 Determine la ecuacion vectorial de la recta tangente a las siguientes curvas en el
punto indicado.

d) w(t) = (2¢t,3t*,4t%) en el punto (—2,3,—4).
e) ¢ (t) = (cost,sent,1 — 2sent) en el punto (—1,0,1).
f) ¢ (t) = (t,cost,In(cost)) en el punto (37,3, —In2).

3.17 Determine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva

C:{ z=4— 22
y=2

en el punto (1,2,3).
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3.18 Sea la curva definida por
a(t) = (2sen(2nt), 3cos(2nt)); ¢ € [0,27).
. .z e
Determine la ecuacion de la recta tangente a C en el punto ¢ = 3

3.19 Sea la curva C parametrizada por
B (t) = (costsen(2t),cos(2t),sentsen(2t)); t € [0,27].
Determine el valor de la rapidez de 3 para todo t.

3.20 Seala curva
Cra(t)=(1-2tt2e*7?).

Determine la ecuacién de la recta tangente a C en el punto donde el vector « (t) es
paralelo a o/ (t) .

3.21 Considere la curva
) 224+ 2y+2=1
) Pyt =241

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de C.
b) Determine la ecuacion vectorial de la recta tangente a C en el punto (1, —1,1).

c) ¢Existe algun punto en la curva en el que la recta tangente pase por el origen?
Justifique su respuesta.

3.22 Sea la curva C, traza de la funcién vectorial
%
a(t) = sen (wt) 7+ 2sen (mt) 7 +cos(mt) k, t € R.

. : . 1
Determine si las rectas tangentes a C en los puntos correspondientesat =0yat = B
se intersectan. En caso afirmativo, calcule las coordenadas del punto de interseccion.

3.23 Dada la curva parametrizada por

= (e 1) VT 52

T2 41

a) Determine las coordenadas del punto Py que resulta de la interseccion de la curva
conelplano z = 1.

b) Determine las coordenadas del vector aceleracién de « en el punto F.
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3.24 Sea C la curva cuya parametrizacion esta dada por
5+ 5t
g(t) = <1n(2t S1),382 -1, ;)

a) Determine la ecuacion de la recta tangente en el punto donde la curva corta al
plano y = 2.

b) Determine un punto sobre C , donde su recta tangente es paralela al plano Y Z.

_>
3.25 Una particula se mueve de modo que su aceleracién es constante e iguala — k .
Si se ubica eng punto (0,0,1) para t = 0y su velocidad, en el mismo instante, esta
dadapor ¢ + 7,

a) determine el instante en el que intersecta al plano z = 0.
b) calcule las coordendas del punto donde intersecta al plano z = 0.

c) describa la trayectoria de la particula.

3.26 Una particula pasa por el punto A (5,4, —2) en el tiempo t = 4, moviéndose con
velocidad constante ¥ =2 — 3 j + k. Encuentre una ecuacién paramétrica para su
movimiento.

3.27 Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria dada por Para tiempo por
— — -
() =267 +3t7 + (100—(75—5)2) K,

donde t € [0, 10] representa el tiempo medido en segundos y la distancia en z, y y 2
se miden en centimetros.

a) ¢En qué instante esta la particula en el punto méas alto de su trayectoria? Deter-
mine las coordenadas de ese punto.

b) Determine los valores de t para los cuales la particula se mueve mas rapido.
Ademas, calcule su velocidad para los valores obtenidos.

c) Determine los valores de t para los cuales la particula se mueve mas lento y
calcule su velocidad para los valores obtenidos.

3.28 La posicion de un objeto esta dada por
_}
a(t)y=t7 +£27 +2F%,

donde t representa el tiempo en segundos.
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a) Determine las expresiones de la velocidad, la aceleracién y la rapidez.

b) Dibuje la trayectoria del objeto y dibuje los vectores velocidad y aceleracién para
t=1yt=2

3.29 La aceleracién de una particula esta dada por la funcién
a(t) = (t,tz,\/i) ct>0

donde t representa el tiempo dado en segundos. Si inicialmente la particula estaba
en (1,2,0) con velocidad inicial nula, determine su posicién en el instante ¢ = 5.

3.30 Imagine que, en el tiempo ¢, una particula esté localizada en la posicion (z,y)
dada por
2nt 2nt
v(t) = (h—l—acos (;)) 7 + <k+ a sen <;>> 7,

donde a > 0.
a) Verifique que Hy (t)—hi —kj H =a.
b) Calcule el vector velocidad de la particula.
c) Determine la rapidez de la particula.

d) Calcule v/ (t) - ('y ()~ h7 — k?) .

3.31 Ungparll;cule;inicia su movimiento en el punto »(0) = (1,0,0) con velocidad
7(0) = 1 — j + k. Sisu aceleracién esta dada por

— - =
At)=4ti +6t5 + k,
determine su velocidad y posicién en el tiempo .

3.32 Dos objetos se mueven en el espacio, de modo que, en el tiempo ¢ un de ellos
estd en la posicion A (1 +t,4t,1+ 2t) y el otro se ubicaen B (7 + 2,6 + 2t,1+ 1) .

a) Determine si las trayectorias de estos objetos se cruzan. En caso afirmativo, indi-
que en qué punto lo hacen.

b) Investigue si los objetos se chocan. De ser asi, determine en qué punto del espa-
cio y para que valor de t sucede.
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32 Curvas parametrizadas

Ya en la primera seccion de este capitulo se afirmé que la traza o imagen « (I)
de una funcion vectorial « : I — R™ es un subconjunto de puntos de R™ y recibe el
nombre de curva. En este apartado nos ocuparemos de todos los detalles geométricos
y algebraicos de las curvas en espacio euclidiano R™ que vayan en relacion directa
con los alcances de este libro, no sin antes aclarar que, en la bibliografia existente, es
comun que a la funciéon continua « : I — R™ definida en el intervalo I C R se le llame
camino o trayectoria en el espacio euclidiano R™.

Como ya se dej6 entrever en el comentario inicial, los objetos matematicos que
estudiaremos en esta seccién son las curvas y ademas reduciremos nuestro estudio
a las dimensiones m = 2y m = 3. Es decir, que a partir de ahora designaremos
con la palabra curva en R? o R? y que denotaremos con la letra C, a la traza de una
funcion vectorial continua o : I — R%2 0 o : I — R3, respectivamente, segln la
definicién 3.2. Sin embargo, en la manipulacién de estos objetos y cuando no haya
peligro de confusion, las propiedades de funcion vectorial o las podemos proyectar
como las propiedades de la curva C (imagen de a.)

Con el propésito de fijar conceptos que seran de utilidad en los capitulos posterio-
res, estableceremos la siguiente definicion.

Definicion 3.16 [Representacion paramétrica de una curva]

Una curva C en el plano bidimensional R? o en el espacio tridimensional R? es
un conjunto dirigido de puntos de R? o R? para los cuales existe una funcién
continua o : I — R?2 0 a : I — R3, respectivamente tal que o (I) = C. A la
funcién continua « se le denomina parametrizacion de la curva.

Eliminacion del parametro

La ecuacion cartesiana de una curva presentada en forma paramétrica se obtiene
eliminando el parametro ¢, sin embargo debemos prevenir al lector de que no existe un
método general para dicha eliminacion. En realidad el procedimiento para eliminar el
parametro en un problema depende, esencialmente, de la forma de las ecuaciones. A
continuaciéon examinaremos algunos de estos problemas.
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Ejemplo 3.33

Obtenga la ecuacion cartesiana de la curva

Solucién.
Para eliminar el parametro ¢ en las ecuaciones dadas, se procede a despejar t de
la primera ecuacion y luego se sustituye en la segunda. En efecto, sit = 3—x entonces

1 2 1 2
y=§(3—a¢) —§($—3)

es la ecuacion cartesiana que corresponde a una parabola con vértice en (3,0) y eje
focal paralelo al eje Y.
O

Ejemplo 3.34

Elimine el parametro t de las ecuaciones paramétricas

= t
C:{JJ Sett , t €[0,2m7].
Yy = cost

y obtenga la ecuacion cartesiana de C.

Solucioén.
En vista de que tenemos las funciones trigpnométricas involucradas en la identi-
dad pitag6rica, despejamos sen t de la primera ecuacion, es decir sent = —.

Luego elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad anterior y obtenemos
2

X . s
sen’t = v ysiaeste resultado le sumamos la expresién y? = cos® t, obtenemos

22
Z—&—yQ:seth—i—coth:l.

Es decir, la curva C es una elipse con centro en el origen, semieje mayor situado sobre
el eje X con una longitud de 4 unidades y la longitud del semieje menor, localizado
sobre el eje Y, es 2.

O
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Ejemplo 3.35

Describa y grafique la curva representada por las ecuaciones paramétricas

=1—¢2
C:{x f , teR.
Y=2-+1

Solucioén.

Es claro que dichas ecuaciones definen una curva plana y que a cada valor del pa-
rametro t € R, le corresponde un punto sobre la curva que presentamos en la siguiente
tabla.

¢t T3] —2]-1]of1] 2] 3
z |- | -8 =3[0 1]o]-3]-8
yl =1l o1 ]23]4]5

A continuacion, situamos los puntos (z,y) = (x(t),y(t)) en el plano. Si unimos
estos puntos obtenemos una curva continua que observamos en la figura 3.16, en la
que las flechas indican la orientacién en el que se van generando los puntos de la curva
a medida que t aumenta su valor.

(-8, 5) Y

10 9 -8
(-8,-1)

Figura 3.16: Curva paramétrica con t € R.

Observando la figura, parece que la curva trazada fuera una parabola, pero ;,cémo
podemos comprobarlo?. Una forma de responder a esta interrogante es reescribiendo
las ecuaciones paramétricas de la curva en otra ecuacién usando coordenadas carte-
sianas, esto es, buscando una relacién entre = e y. Para ello debemos eliminar ¢ en
las ecuaciones dadas. En este ejemplo es posible hacerlo, y se procede a despejar
t de la segunda ecuacion y luego se sustituye en la primera. En efecto, sit = y — 2
entonces 2 = 1 — (y — 2)* y asi verificamos que la curva descrita por las ecuaciones
paramétricas dadas es la pardbola de eje focal paralelo al eje X y vértice en (1,2) que
se abre hacia la izquierda.
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|

Arcos en el plano y en el espacio

A efectos de las futuras aplicaciones, nuestro interés se cefiird al caso particular
I = [a,b], para lo cual establecemos la préxima definicion.

Definicion 3.17 [Arco]

A la imagen o traza de una funcién continua o : I — R™ param =20 m = 3,
definida en el intervalo cerrado I = [a, ] le llamaremos arco que también sera
denotado por C.

La representacion paramétrica de un arco C en el plano XY esta dada por la

funcién vectorial
a: la,b — R?

t o= oa)=(x(),y()
de donde se obtienen las ecuaciones paramétrica del arco C, es decir

) z=x(1) "
c.{y:y(t) telab]. 3.11)
a 'y a(b)
/_\ C
R X
- (;—;). - b
ala)

Figura 3.17: Representacion geométrica de un arco en R?

Por otro lado, la funcién vectorial que parametriza un arco C en el espacio R? tiene
la forma
a: [a,b — R3

t = a®=@@),ylt),z(1)
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y las respectivas ecuaciones paramétricas del mismo son

=z (t)
y(t) ,telab]. (3.12)
z=2z(t)

a
<
Il

Figura 3.18: Representacion geométrica de un arco en R?

Para efectos de estudiar la geometria de los arcos (curvas en general), sera de
mucho provecho tener siempre presente que la variable independiente ¢ recorre el in-
tervalo I = [a, b] de izquierda a derecha y visualizar a las imagenes correspondientes
moviéndose en R? o R? dejando asi delineada su traza de manera continua. Esto nos
faciltara el camino para comprender los dos ingredientes importantes que caracterizan
a un arco (curva en general): la forma del arco en si y la manera como es recorrido.

Al aludir a la forma del arco en si, nos referimos a la trayectoria del arco que
se entiende como la forma que describe su recorrido en el plano cartesiano o en el
espacio. Sirva de ejemplo una linea recta, una elipse, una espiral o cualquier otra forma
geométrica las cuales dependen de las ecuaciones paramétricas del arco.

Por otro lado, a la manera como es recorrido un arco se le llama orientacion del
arco, la misma que queda supeditada al sentido en el que se recorre la trayectoria. La
orientacion de un arco queda determinado por la forma cémo se van generando los
puntos del arco a medida que ¢t aumenta su valor; por ejemplo, orientaciéon en sentido
horario o anti horario. La orientacion de la curva puede tener un impacto en como se
visualiza y se interpreta.

En los graficos anteriores podemos observar las flechas sobre la imagen de a.
Esta flechas indican la orientacién del arco C (imagen de «.)

Clasificacion de los arcos

A continuacién describimos las caracteristicas que hacen especiales a algunos
arcos tanto en R? como en R3.
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Y

ala)

(a) arco en R? (b) arco en R?

Figura 3.19: Punto inicial y final de un arco

Si consideramos m =20 m = 3y « : [a,b] — R™ una parametrizacién del arco
C, entonces decimos que:

@ Elpunto P € R™ pertenece al arco C si existe ¢y € [a, b] tal que P = « (ty) .

@ El punto a(a) € R™ es el punto inicial del arco C, (o arco «) en tanto que su
punto final esté determinado por « (b) € R™.

© «esunarco simple, sila funcién « es inyectiva en I, es decir, paratodo ¢1,ts € I,
si t1 # to implica que « (t1) # a (t2) .

@ El punto Q € C es un punto multiple si « no es inyectiva en [a, b], 0 equivalen-
temente, si existen t1, ta € [a,b], con t; # ¢ tal que Q = a(t1) = a(t2). En
el momento de representar graficamente la traza de C, es habitual denominar a
este punto ) como punto de autointerseccion.

@ Siocurre que a (a) = « (b) entonces el arco « es cerrado.

@ Sisetiene que a(a) = a (b) y la funcién « restringida al intervalo [a, b] es inyec-
tiva, entonces el arco es cerrado simple.

A continuacion, los siguientes ejemplos y graficos buscan ilustrar la clasificacién
que se ha descrito previamente.

En la figura 3.20 podemos apreciar la representacion gréfica de un arco simple
tanto en R? como en R3.
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a(b)
y ﬂz
a(b)
ala) C
Y
ala) C
T X 3
(a) Arco simple en R? (b) Arco simple en R®

Figura 3.20: Arcos simples

Ejemplo 3.36

Sea la curva C parametrizada por

=¢2
c:{7 3 , teR.
==

Determine los valores de ¢ en donde tiene un punto multiple o auto interseccion.

Solucion.
Sean t; # t, tales que « (t1) = a (t2) . Esto implica que de la igualdad

() (00)* 1) = ((12)? (02)° — 12)
se desprende
(t1)2 — (t2)2 Sty =ty Vi = —to,
de los que solo sobrevive 1 = —t». Al sustituir en (t1)* — t1 = (2)° — t2 se obtiene
(—ta)® = (—t) = (t2)* — to > 2 (ta)® — 245 = 0,

cuya solucién es to = 1, to = 0 0ty = —1, descartando el valor t5 = 0.
Asi, la curva C, que ponemos a la vista en la figura 3.21, tiene un punto multiple
parat; = —1lyty=1,yaque a(l) =a(-1) =(1,0).
O

En la figura 3.22 podemos visualizar la representacién gréfica de un arco cerrado
tanto en R? asi como en R3.
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o

)n:(—l'} X
(1,0)

Figura 3.21: Punto mdltiple en una curva del ejemplo 3.36

Y
€ C
ofa) = alb) 17
X Y
(a) Arco cerrado en R? (b) Arco cerrado en R?
Figura 3.22: Arcos cerrados
Ejemplo 3.37

La curva C parametrizada por

, t €[0,27]

c x =cost(2cost — 1)
| y=sent(2cost—1)

es un arco cerrado, no simple, ya que « (0) = o (27) = (1,0).

O

Recordemos que la definicion 3.11 establece que una funcién o : I — R™ es
regular si es de clase C'! y su derivada es distinta de cero en todos los puntos de I.

No obstante la transparencia de la definicion, cabe la pregunta: ;cémo se entien-

den estas dos condiciones cuando I = [a, b]?
En primer lugar, la condicién de que « sea de clase C'! en el intervalo cerrado [a, b]
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Figura 3.23: arco cerrado no simple del ejemplo 3.37

se entiende como que « es continua en [a, b], derivable en ]a, b[, y en los extremos a y
b existen derivadas laterales, de modo que la funcién derivada extendida asi hasta los
extremos del intervalo sea continua.

En segundo termino, la condicién de que la derivada de « sea distinta de cero se
aplica también a esas derivadas laterales en los extremos.

En Ultima instancia y desde el punto de vista geométrico, estas condiciones sobre
« implican que en cada punto de C existe una Unica recta tangente, en concordancia
con la definicién 3.12, incluso en los extremos de C, y ademas que la curva es suave,
es decir, la direccion y sentido de la recta tangente varian de forma continua.

Parametrizacion de un segmento de recta

Un segmento de recta entre dos puntos A y B es un arco, en R? o R3, que se
puede parametrizar mediante la funcién

a: [0,1] — R™

t = at)=A+t(B-A4) (3.13)

Esta parametrizacién proporciona la orientacion del segmento desde el punto A = « (0)
hacia el punto B = « (1), tal como se muestra en al figura 3.24.

Ejemplo 3.38

Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas del segmento de recta que
va desde el punto (—4, 5) hasta (2, —3).

Solucion.
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C
X X

s

B =a(l)
(a) en R? (b) en R?
Figura 3.24: Un segmento de recta entre dos puntos Ay B
Sean A(—4,5) el punto inicial y B(2,—3) el punto final del segmento de recta.
Procediendo de acuerdo con (3.13) se tiene la funcién vectorial

a(t) = (=4,5)+1t((2,-3) — (—4,5))
= (—4,5)+t(6,-8), t€[0,1].

Luego, de conformidad con (3.11), un

conjunto de ecuaciones paramétricas es-
ta dado por
= —4+ 6t
c: " + , t€[0,1].
y=5—28t
X
2 4
=2
8(2: _3)
Figura 3.25: Segmento AB
O

Ejemplo 3.39

Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas del segmento de recta que
va desde el punto (—2,4, 3) hasta (1,2, —5).

Solucion.
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Considere A(—2,4,3)y B(1,2,—5) el punto inicial y final del segmento de recta,
respectivamente. En aplicacién de (3.13) se tiene la funcién vectorial
alt) = (-2,4,3)+t((1,2,-5) — (—2,4,3))
= (-2,4,3)+t(3,-2,-8), t€]0,1].
Luego, al amparo de (3.12), un con-

junto de ecuaciones paramétricas esta
dado por 4 A(—-2,4,3)

r=-—2+3t

C:d y=4-2t ,tel01]. })
z=3-—28t

(1,2,-5)

Figura 3.26: Segmento AB O

Parametrizacion de la grafica de una funcion real de una variable

La gréfica de una funcién real de variable real diferenciable dada por f : [a,b] = R
es una curva en R? que se puede parametrizar mediante la funcién vectorial

a: [a,b] — R?
z = oalt)=(f1)
Esto significa que una parametrizacion se obtiene haciendo x = t para luego sustituir

en la regla de correspondencia de f y conseguir la expresién y = f(t) justo como se
ve en la figura 3.27.

(3.14)

Ejemplo 3.40

Determine una parametrizacién para el arco parabdlico y = 4z — 22 desde el
punto (1, 3) hasta (4,0).

Solucion.
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Figura 3.27: Parametrizacion de la gréfica de y = f(z)

Dado que el arco parabdlico corresponde a una porcién del grafico de la funcién
f(z) = 42 — 22, entonces una ecuacion paramétrica esta dada por

a(t) = (t, 4t —t%), cont € [1,4],
lo que va en correspondencia con lo descrito en (3.14).

Y

(1,3) c

-1 0 1 2 3 4 5

Figura 3.28: Parametrizacion de la grafica de f(z) = 4x — 22, x € [1,4]

Parametrizaciones equivalentes de una curva

En este punto debemos advertir que una curva o un arco admite mas de una
parametrizacién, en el sentido de la definicién 3.16, por consiguiente se debe tener
cuidado en distinguir si una propiedad lo es de C o de la parametrizacion «.
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En el siguiente teorema se demuestra que si se tienen dos parametrizaciones
de la misma curva, entonces existe una funcién denomina cambio de parametro, que
cumple ciertas condiciones especificas y que nos permitird afirmar que las dos para-
metrizaciones mencionadas son equivalentes.

Teorema 3.12 [Parametrizaciones equivalentes de una curva]

Seana: [a,b] = R™y 3 : [¢,d] — R™ dos parametrizaciones de la misma curva
C, entonces existe una funcién ¢ : [a,b] — [c, d] biyectiva, continua en [a, b] , de
clase C! en ]a,b[ y con ¢/ (t) # 0 para todo t € ]a,b[, tal que a = S o 1.
A la funcién v se denomina cambio de parametro, y se dice que « y 3 son
equivalentes.

C ]-R T
&t v | 8
a b c d

Figura 3.29: Idea grafica del teorema 3.12

Prueba 3.12 En base a la hipétesis, definimos la funcién ¢» = 5~ oa, que es biyectiva.
Por otro lado, como [¢, d] es compacto y /5 es inyectiva y continua, entonces su inversa
Bt : C — e, d] es también continua, en consecuencia, 1) es continua en [a,b] y
¥ (Ja, b)) = e, dl.

A continuacion examinaremos lo que sucede puntualmente con la funcién definida
previamente, para ello consideremos ¢ € |a, b[ un punto cualquiera, para el cual es claro
que ¥ (t) € |e,d[ y como 3 es regular, discurre que 8’ (v (t)) # 0.

Seguidamente mostraremos el camino que nos llevara a nuestro objetivo y para
ello exhibiremos el razonamiento considerando las primeras coordenadas de las fun-
ciones involucradas. Asi, 3] o ¢ satisface (3] (¢ (t)) # 0y de la ecuacién o = 3 o1} se
deduce que a3 = 31 0 .
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En virtud del teorema de la funcién inversa, la condicion 1 (¢ (t)) # 0 implica que
existen un entorno A de v (t) definido por

A=Y (t) =&, ¢ (t) +e[Nc,d]

y un entorno de 3 (¢ (t)) denotado por B, de modo que 3, : A — B es biyectiva y
tiene una inversa local de clase C'! definida por 37! : B — A.

Por otra parte, la continuidad de «; en ¢ garantiza la existencia de un entorno de
este punto, digamos |t — §,¢ + [ N [a, b] , tal que

ar (Jt — 6,t + 6[ N [a,b]) C B.

De esta forma quedamos habilitados para efectuar la composicién de 51’1 con aq,
lo que nos lleva a la igualdad

Biloar =Bl oBioy =1

que se cumple en el entorno |t — §,¢ + &[N [a, b] . En consecuencia, ¢ es de clase C*
por ser composicién de funciones de clase C'.

Este razonamiento es andlogo para cualesquiera de las componentes de las fun-
ciones descritas en el teorema.

Figura 3.30: Representacién geométrica de 51 o ¥

Este cambio de parametro nos va a permitir demostrar que las propiedades que
vamos a estudiar lo son de C, es decir no dependen de la parametrizacion utilizada
para describir analiticamente a C.

Para ilustrar la afirmacién anterior, mostraremos que la recta tangente a la curva
en un punto no depende de la parametrizacion.
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Sia:[a,b] = R™y S : [¢,d] — R™ son dos parametrizaciones de la misma curva
Cy:la,b] — [c,d] es el cambio de pardmetro tal que o« = 8 0 ¢, entonces el objetivo
quedara cumplido al mostrar que los vector tangentes de ' y 8 son paralelos.

En efecto, consideremos los puntos ¢ty € [a,b], tal que a(tg) = Py € R™, y
S0 € |c,d] de modo que S (sg) = Py. Es claro que 1 (t9) = sg ¥, con ello, el vector
tangente de « en ¢y se expresa como sigue

o (t) = (Bow) (to) = B (¢ (t0)) ¥’ (ta) = B’ (s0) ¥’ (to) ,

donde v’ (tg) # 0.

De la igualdad de arriba se desprende que los vectores o (to) y 5’ (so) son multi-
plo escalar uno del otro, es decir, son paralelos y definen la misma recta tangente cuya
ecuacién vectorial es

Lr:P =P+ M/ (to) = P0+,u6/ (so) -

_6!(8[])

Py = a(to) = B(so)

a ity b ¢ S0

Figura 3.31: Vectores tangentes paralelos

Por el contrario, la orientacién o el sentido de recorrido de la curva C si depende
de la parametrizacion que se utilice, es decir, suele suceder que algunas parametriza-
ciones equivalentes de un arco preservan la orientacién; en cambio otras la invierten.
Efectivamente, si a y 5 son dos parametrizaciones de la curva C, se tienen los siguien-
tes dos escenarios:

@ las dos definen la misma orientacién para C si y sélo si la funciéon de cambio de
parametro 1) es estrictamente creciente, es decir, ¢)'(¢) > 0 para todo ¢ € [a, ] .

@ por otro lado, las dos definen orientaciones opuestas si 1 es estrictamente de-
creciente, o sea, ¢/(t) < 0 paratodo t € [a, ] .
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Observemos ademas que como ¢’ es continua y siempre es diferente de cero, entonces
¢’ no cambia de signo en [a,b]. En consecuencia, basta con comprobar que en un
punto del intervalo, la derivada ¢(t) es positiva o negativa.

Como un ejemplo para ilustrar esta situacion, pensemos en un segmento de recta
entre dos puntos. Si consideramos la parametrizacion «, dada por (3.13), el sentido de
recorrido de C sera del punto A al punto B, sin embargo, al escoger la parametrizacion
[ la orientacion inicia en B y termina en el punto A, tal como se muestra en la figura
3.32.

A= a(0) A=p5(1) | v
P4
C
X - X \
Y Y
B =a(l) B = 3(0)
@ a(t)=A+t(B—A) (b) B(t) =B +1t(A—B)

Figura 3.32: Parametrizaciones que cambian la orientaciéon de un segmento

Seguidamente, mostramos una forma sencilla de invertir la orientcidon de un arco
o curva.

®

Param =20 m = 3, si «: [a,b] — R™ una parametrizacién del arco C y la
funcién

v [-b,—a] — [a,b

t = () = —t

es biyectiva, decreciente y de clase C'!, entonces

B: [-b,—a] — R™
t = B(t)=(aoy)(t) =a(-t)

es una parametrizacion de « equivalente que invierte la orientacion.

Finalmente, diremos que una curva esta orientada si escogemos un sentido para
el recorrido de C y, en ese caso, escribiremos CT. En funcién a lo anterior, afirmaremos



Curvas en el espacio euclidiano R™ 223

que « es una parametrizacion de Ct si al recorrer el intervalo de izquierda a derecha,
los valores de la imagen que se obtengan recorren a C en el sentido de orientacion
definido para C*. En cambio si 3 es otra parametrizacion de C que describe a la curva
con la orientacién opuesta, precisaremos que § es una parametrizacion de C~.

Recuerde que, en la practica, para definir la orientacién de una curva, basta con
indicar cual debe ser el extremo inicial y cual el extremo final, o dar directamente una
parametrizacion de CT.

Parametrizacion de una circunferencia

Una circunferencia en el plano XY, con centro en el punto (h, k) y radio R tiene
como ecuacion cartesiana

C:(z—h)’+(y—k)?=R% (3.15)
Una parametrizacién para este arco cerrado esta dada por
C:a(t)=(h+ Rcost,k+ Rsent), t € [0, 2], (3.16)

que induce una orientacién antihoraria al momento de graficar el arco.

Figura 3.33: Circunferencia con centro en (h, k) y radio R

En particular, una circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio
R cuya ecuacion cartesiana es

C:z?+1y?=R? (3.17)
se puede parametrizar mediante las funciones

a(t) = (Rcost, Rsent), t € [0, 2] (3.18)
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B (t) = (Rsent, Rcost), t € [0, 2] . (3.19)

A continuacién describiremos el recorrido de la imagen de cada parametrizacién, indi-
cando los puntos inicial y final asi como la orientacién de cada una de ellas.

Las ecuaciones paramétricas dadas por « son z(t) = Rcost y y(t) = Rsent.
Si para algunos valores de ¢ posicionamos en el plano los puntos P(x(t),y(t)), ellos
siguen el recorrido de una circunferencia de radio R con centro en el origen, en concor-
dancia con la siguiente tabla de valores.

0 5 5] % [« % (%] % [=
| R|07R| 0| -07R|-R|-07R| 0 | 0,7R | R
yl 0]07R|R] 07R | 0 | —07R|-R| —07R| 0

Debe percatarse que en este ejemplo el parametro ¢ corresponde al angulo entre el
semieje positivo de las abscisas y el vector OP, como se ve en la figura 3.34(a). El
punto inicial y final de la curva es (R,0) = o (0) = « (27) y, a medida que el pardmetro
aumenta desde 0 hasta 2, el punto P recorre la circunferencia en sentido antihorario,
esto es contrario al movimiento de las agujas de un reloj.

Y b o
(0, R) 5(0) = B(2

—R_ Pla(t).y() i i o

L (t P(x(t), y(t))
t /8t
R t a(0) X —-R ) X
Ol a(2m)](R,0)
Q)
R —
(a) Orientacion antihoraria dada por « (b) Orientacién horaria dada por

Figura 3.34: Dos parametrizaciones de una circunferencia

Por otro lado, de la funcién vectorial 5 ,dada por 3.19, se obtienen las ecuaciones
paramétricas x(t) = Rsent y y(t) = Rcost que al ser evaluadas en los valores de

t=0, %, 5,...,2m se obtienen los pares ordenados consignados en la siguiente tabla
0|07R| R| 07R 0 | -0,7TR| —-R | —-07R| 0O
vy R|07YTR| 0| -07R| —-R | —-0,7R | O 0,7R | R
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O sea que la grafica de la curva nuevamente es la circunferencia de radio R centrada
en el origen, sin embargo, debe notar que ahora el parametro ¢ corresponde al angulo
entre el semieje positivo de las ordenadas el vector O P, tal como se aprecia en la figura
3.34(b). Ademas, la curva parametrizada por 3(t) comienza en (0, R) y termina en ese
mismo punto después de haber girado una vuelta sobre la circunferencia en sentido
horario.

La moraleja de este apartado es que las ecuaciones (3.18) y (3.19) presentan
funciones vectoriales distintas, que tienen la misma grafica. Ante esto, es esencial dis-
tinguir entre una curva, que es un conjunto de puntos, y una curva paramétrica cuyos
puntos son obtenidos mediante una funcién vectorial que proporciona, a su vez, una di-
reccion y un sentido u orientacién determinados. Por consiguiente, aunque las graficas
de las circunferencias coinciden, las curvas paramétricas son diferentes.

En términos generales, si pensamos en la curva trazada por el movimiento de un
objeto, su representacién paramétrica nos dice en qué punto esta el moévil en cada ins-
tante de tiempo, hacia donde va, y con que velocidad y aceleraciéon se mueve; mientras
que la grafica de la curva solo da informacién de los puntos por los que pasa el mévil.

Curvas en el espacio

En esta seccion enfocaremos nuestro interés particular en los arcos en el espacio
tridimensional R? que son parametrizados por funciones cuyos valores son tridimen-
sionales. Como ya sabemos, esto significa que por cada nimero ¢ en el dominio de «
existe un Unico vector de R? denotado por «a(t), y si z(t), y(t) y z(t) son las compo-
nentes de dicho vector, donde =, y y z son funciones de valor real llamadas funciones
componentes de a y, de acuerdo con (3.1), podemos escribir

at)=(@@®),yt),z®)=2® T +y0) T +20) k.

Por lo regular, las curvas espaciales son inherentemente mas dificiles de dibujar
que las curvas planas. Por consiguiente, cuando el caso lo amerite, utilizaremos la
tecnologia computacional para obtener una representacion grafica mas precisa del arco
0 curva.

Para mostrar esta situacién, considere la curva con ecuaciones paramétricas

x = (4 + cos (15t)) cost
= (4 + cos (15t)) sent , t € [0, 27]
z = sen (15t)

C:

<
|

cuya grafica se exhibe en la figura 3.35 y es llamada la espiral toroidal.

Incluso con la ayuda de una computadora para representar graficamente una arco,
la perspectiva del observador podria dificultar la comprension geométrica de la forma
real de la curva.
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Figura 3.35: La espiral toroidal

En vista de lo anterior, la forma que optaremos para visualizar una curva en el
espacio tridimensional R? es pensarla como el resultado de la interseccion de dos
superficies, y por tanto, su gréafica quedara expuesta sobre una de ellas.

En efecto, dos superficies

S1={(z,y,2) : F(z,y,2) =0} y So = {(z,y,2) : G(x,y,z) =0}

que se cortan entre si determinan una curva en el espacio que se define como el
conjunto de puntos que satisface ambas relaciones simultaneamente, es decir

C=(2,9,2) : Fz,y,2) =0AG(z,y,2) =0,
que para efectos practicos escribiremos

c- F(z,y,2)=0
|l G(z,y,2)=0

Veamos una forma alternativa de describir tal curva, mediante una funcién vectorial.

Ejemplo 3.41

Determine una funcién vectorial que describa la curva

c;{w2+y2:4
Bz =3I

e indique la orientacion asignada por la parametrizacion propuesta.

Solucioén.
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En primer lugar, observe que la curva del enunciado resulta de la interseccion
entre el cilindro circular con eje igual al eje Z, radio 2 y representado por la ecuacién
x? +1y? = 4y la superficie plana dada por = + z = 3 paralelo al eje Y, tal como se pone
a la vista en la figura 3.36.

t=m
(-2, 0, 5)

Figura 3.36: Curva interseccién de un cilindro y un plano

A partir de la figura, notamos que la curva interseccién C es una curva cerrada y
tiene la forma de una elipse sobre el plano x + z = 3, por lo que un punto cualquiera
P(z,y,z) de la curva debe verificar simultdineamente ambas ecuaciones, dado que
pertenece a ambas superficies a la vez.

En segundo termino, buscaremos expresar todo punto (z, y, z) en términos de un
parametro ¢t de forma que se verifiquen ambas ecuaciones. En efecto, la ecuacion del
cilindro 22 + y? = 4 allana el camino ya que si usamos las ecuaciones paramétricas
x(t) = 2costyy(t) = 2sent, que se deducen de (3.18), su ecuacién queda satisfecha.

Usando lo anterior en la ecuacion del plano tenemos que z = 3 — x implica que
z(t) = 3 — 2 cost. Asi, una parametrizacion de la curva interseccion es

a(t) = (2cost,2sent,3 — 2cost), t € [0, 27].

Finalmente, la orientaciéon que se le asigna a la curva paramétrica C a medida que
aumenta el parametro ¢, es en sentido antihorario visto desde el semieje Z positivo que
es inducida por la parametrizacién dada por (3.18) la cual se utilizé para parametrizar
el cilindro.

O
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3.2.1. Problemas propuestos
3.33 Determine una parametrizacién de la curva plana 22 + y? — 6z — 4y +4 = 0.

3.34 Obtenga una parametrizacion de las siguientes curvas, determinando el dominio
de cada parametrizacion.

a) y="Tx+2.

b) y? + 2? = 6.

c) y = cos? .

d 22=6—1y.
e) 22 —4dx+1y>+6y+9=0.
f) e¥ =2+ 2%

3.35 Dada la curva C descrita por « (t) = (2senl|t|,2cos|t]), para t € [—g, g} .
Represente graficamente la curva C indicando su orientacion. Ademas, clasifique el
arco obtenido.

3.36 Dibuje los siguientes arcos e indique la orientacion inducida por la parametriza-
cién dada. (Sug: confeccione una tabla con una cantidad razonable de valores de t o
utilice algun software graficador)

a) a(t) = (3cost,sent);t e [0,n].
b) B (t) = (sent,cos(2t));t € [0,2n].

1

o) 7 (t) = (t+t7t—1>;te]0,10].

t

d) ¢(t) = (sent,cos(Zt) ,t2) it € {g, 27Ti| )

e) ¥ ()

f) w(t) = (t,cost,sent);t € [—

(t2,83,t);t €]-3,3].

m 7T:|

2°21°

3.37 Determine una parametrizacion de la curva plana 27y? = 4z3.

3.38 Verifique una paramétrizacién de la hipérbola

2 2
S
a b2

esta dada por la funcién v (t) = (asect,btant);t € ]—g, g[
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3.39 Elimine el pardmetro ¢ de las ecuaciones paramétricas

r=2+43tant T
C: ,te[——,f].
y=1+4sect 2°2

y obtenga la ecuacién cartesiana de C.

3.40 Elimine el parametro t de las siguientes ecuaciones paramétricas y obtenga la
ecuacion cartesiana de C

) r=4(1-1)
a) C.{ = 5t

y =5cott
C)C:{m:sen;)’t
Yy = cos°t
2t

S 1442

d) ¢ 1
YTite

e)cz{m:sen(;)
Yy = cost

3.41 Elimine el pardmetro ¢ de las ecuaciones paramétricas

2

T =sen“t

C: 9 5, s tER.
y = tan“tsen“t

y obtenga la ecuacién cartesiana de C
3.42 Verifique que la parametrizacién
11— 2t
=(—s,—s
7(®) <1+t2’ 1+t2>
representa una circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio igual a 1.

3.43 Determine una parametrizacion de la curva

c 2z =3 — 322 —¢?
) z=22+2y

indicando su dominio.
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3.44 Verifique que, paratodot € Ry a > 0, la funcién vectorial

2 4
at)=a < arctant, \/1 — — arctan? t>
m m

satisface x> + 4> = a2, sin embargo su imagen no recorre toda la circunferencia con
centro en (0,0) y radio igual a a.

3.45 Determine los valores de t en donde la curva

. 1 oa
c- x:cost—?cos(?)t) telema].
y = sent — 3 sen (3t)

tiene puntos mdltiples o auto intersecciones. Ademés encuentre las coordendas de
dichos puntos.

3.46 Considere la curva definida por

C:{ z=1+ty

NG

Grafique la curva C y determine una parametrizacién que proporcione una orientacién
anti horaria vista desde el eje Z positivo.

3.47 Sea la curva descrita por las superficies
c. { 2242+ 92 +2+1=0
y+z=2
a) Obtenga una parametrizacion de la curva C.
b) Determine las coordenadas del vector aceleracion de « en el punto y = 0.
3.48 Verifique que la traza de la funcién vectorial

7 (t) = (sent, cost, sen? t),t € [0,2n]

2
c—2=0
C: { 9 9
y +axt =1
3.49 Sea la curva descrita por la ecuacion

2 2 _ .2
C:{QSQ—‘y-y z
y =x

representa a la curva

Obtenga una parametrizacién del arco de C que va desde el origen hasta el punto

(1,1,v2).
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3.50 Considere la curva definida por

2 2
2, Y 2 _
C- x+2+3—1
2242 =2

Grafique la curva C y determine una parametrizacién que proporcione una orientacion
horaria vista desde el eje Z positivo.

3.51 Considere la curva definida por

) 3y+3==x
" 22-8=—a?

Grafique la curva C y determine lase cuaciones paramétricas que proporcione una
orientacién horaria, desde el punto (0,—1,4) hasta (2, —%,2), vista desde el eje Y
negativo.

3.52 Determine la parametrizacion de cada uno de las siguientes curvas.

_ 2
a) C: { rTez , desde el punto (1, —1, —1) hasta el punto (4, 2,2).
y=2z

T+y=2
2Z+a?=1
antihorario visto desde del eje Y.

b) C , desde el punto (1,1, 0) hasta el punto (0,2, —1) y en sentido

r+z=1
2?4yt +22=1
sentido horario visto desde del eje Z.

c) C , desde el punto (1,0,0) hasta el punto (0,0,1) y en

2 2

=2

d) C: 21: +2y 9 v , para z > 0y en sentido antihorario visto desde del eje
Tty +22=4

Z.






Integral de linea

En los cursos de célculo integral se estudia cémo evaluar integrales definidas
simples

b
/ f(z)dx. (4.1)

Una integral de linea es solo una integral de una funciéon que se evalla a lo largo de
una trayectoria o curva, mas especificamente un arco. También se utilizan los términos
integral de trayectoria, integral de curva e integral curvilinea o integral de contorno.

La integral de una sola variable dada en (4.1) es el ejemplo mas simple de una
“integral de linea” en donde la curva es una linea recta, concretamente un segmento
del eje X que comienzaenz = ayterminaenxz =b.

La funcién a integrar puede ser un campo escalar y el valor de la integral de linea
es la suma de los valores del campo en todos los puntos del arco, ponderados por la
longitud del arco. En efecto, supongamos que se tiene una trayectoria C a través del
espacio que comienza en (x1, y1, 21) Y serpentea hasta terminar en (2, y2, 22).

Se puede integrar una funcién f (z, y, z) a lo largo del camino C, tal como hizo con f(x)
con respecto a z, y esta integral se escribe como

/Cf (x,y, z)ds. (4.2)

Si la funcién a integrar es un campo vectorial ?(z,y,z), el valor de la integral
de linea es también la suma de valores del campo en todos los puntos del arco C,
ponderados por el producto escalar del campo vectorial con un vector diferencial en la

curva y se escribe
/ F - da. (4.3)
Jc

Esta ponderacién distingue la integral de linea de las integrales simples definidas
en intervalos.
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4.1 Integrales de lineas de campos escalares

Considere la funcién real f : R* — Ry un arco C en R? definido por la funcién
a: I=Jab] — R3
Con el fin de definir con exactitud la integral de linea de f a lo largo de C, dividimos el
intervalo I = [a, b] por medio de una particion regular de orden n, es decir,
a=ty<t1 <-- <t <tiy1 <--- <ty =0,
lo cual genera a su vez una fragmentacion del arco C en segmentos de C; curva defini-

dos en [t;, t;+1], donde i = 0,1,...,n — 1, tal como se aprecia en la figura 4.1.

alty)

-~ a(ti) —
% -
F ,\f“‘b&\ i
- alt,)
‘__'_,_.--"'" -‘-\-\-\-\-\“-“"—L_\_‘.\‘-\- LY
~—
v o
X .
g
T

Figura 4.1: Particién de un arco

Suponga que « (t) es de clase C', y si denotamos por As; la longitud de la curva
C;, se tiene
tit1
Asi = / o (1) d.

Por el teorema de valor medio para las integrales, existe u; € [t;, t;+1] tal que
As; = HO&’ (ul)H (tiy1 —t;) = HO/ (UZ)H At;,

donde At; = t;4+1 — t;. Para el caso de que n asuma valores grandes, el valor de As;
se hara muy pequefo y f (z,y, z) puede ser considerada constante en C; y numérica-
mente igual a f (« (u;)) . Por consiguiente, la integral de linea se aproxima mediante la
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suma
n—1

Sy = Z I (a(uy)) Ho/ (ul)H At;. (4.4)

i=0
La suma definida en (4.4) es, en rigor, una suma de Riemann en el intervalo I = [a, b]
de la funcién f (« (1)) ||’ (¢)|| - Por tanto, si consideramos que f (z,y, z) es continua a

lo largo de C, se obtiene

b
/ F(a®) ||’ (&) de

lo que nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 4.1 [Integral de linea de un campo escalar]

Si C esta descrita mediante una funcién que depende del parametro longitud de
arcosy f: D C R® — R es un campo escalar, donde C C D, entonces la
integral de linea de f respecto al parametro longitud de arco es

b b
./cfds:./a (foa)<t)||af(t)||dt:/a fla®)|o @) dt,  (5)

donde ds = ||/ (t)|| dt es el diferencial de longitud de arco.

b

a

Figura 4.2: Integral de linea de un campo escalar

La fémula dada en (4.6) también es vélida si a es de clase C'! por partes o f o «

es continua por partes. En este caso, la integral /f (z,y, z) ds se calcula dividiendo
Je

el intervalo [a, b] en un nimero finito de intervalos cerrados en los que f (a (t)) ||/ (t)]|

es continua.
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Cuando ocurre que C es una curva en el plano XY definida por una funcién clase
CHa(t)=(x(t),y(t))cona<t<by f(x,y) es unafuncién real continua definida
en todo punto de C, la integral de linea de f alo largo de C es

b
./Cfds—./cf(x,y)ds—./a fa(t)) Ha (t)Hdt. (4.6)

Proposicion 4.1

Sean C C R™ una curva parametrizada por a(t) , t € [a,b], los campos es-
calares f, g : D € R" — R, donde C C D,y las constantes reales ki y ko,
entonces

[ILCE1] Linealidad respecto del integrando
/ (kif + kog)ds =k /fds + ko /gds.
JC JC JC

[ILCE2] Aditividad respecto de la curva

Si C admite una descomposicion en un nimero finito de curvas
C1,Co,...,CptalesqueC =C,UCyU---UC,, entonces

/fds fds+ | fds+---+ | fds
JC JCy 4 Co 4Cn

= i}/@ fds.

Ejemplo 4.1
Calcule / (2® + 3zy) ds, donde C es el segmento de recta de A (—1,2) hasta

B(3,5).

Solucioén.
Tenemos que f (x,y) = x + 3xy, y parametrizamos el segmento de recta:

C:alt)
C:alt)
C:alt)

(m,y):AH(ﬁ) ,t€10,1]
(r,y) =A+t(B—A),te[0,1]
(x(t),y(t) =(-1,2) +t(4,3),t €[0,1]
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es decir
x=—1+4t
: 1
¢ {y—2+3t t€0.1]
5]
- (3,5)
C
4
3
-1,2
1,27
1
X
-2 10 1 2 3 4

Figura 4.3: Segmento de recta del ejemplo 4.1

Entonces o (t) = (2/ (t),y' (t)) = (4,3) y ||&/ ()] = V16 +9 = 5.

Luego
b 1
/(x2+3xy) ds:/ f(a(t))”a’(t)”dt:/ f(=1+4t,2+3t)(5)dt
Jc Ja 40
1
:5/ {(—1+4t)2+3(—1+4t) (2+3t)] dt
40
475

1
:5/ (52t + 7t —5) dt = —.
o 6

Ejemplo 4.2

Evalle la integral de linea / (z4/3 + y*/3) ds, donde C es el arco del astroide

@
223 4 o2/3 — g2/3,

Solucién.

Sear =acos’tey =asen®t, parat € [0, 27] las ecuaciones paramétricas de la
astroide

Con ello se tiene

C:a(t) = (acos’t,asen®t) , t € [0,2n].
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2 <

Figura 4.4: Astroide

Luego
o (t) = (3acos® tsent,3asen’tcost), t € [0,2n]
y
o' @) = V/9a2 cos* t sen? ¢ 4 9a2 sen? t cos? t
= 3a\/cos? tsen2t (cos?t + sen?t) = 3a|cost| [sent|.
Asi

21
/ <x4/3 + y4/3> ds = / f(acos®t,asen®t) ||o/ (t)]| dt
Je Jo
w/2
=4 / <a4/3 cos*t + a?/3 sen? t) (3a costsent)dt
40

/2
=1247/3 / (cos4 t + sen? t) cost sen tdt
Jo

w/2 w/2
=124"/3 / cos® tsen tdt + / sen® t cos tdt
40 Jo

=1247/3 ( cos® t | m)
0

6
1 1
:12CL7/3 <0+6+6—0) :4(17/3

senf ¢
6

0

O

Recordemos que si a(t),cona <t < b,y 3(¢), cont € [c,d] son dos parame-

trizaciones equivalentes de un arco C, entonces existe una funcién ¢ : [c,d] — [a,b]

biyectiva de clase C! tal que 3 (t) = a (3 (t)) . Ademas, si 1 es creciente ella preserva
la orientacién; en cambio, si ¢ es decreciente, afirmamos que invierte la orientacion.
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El teorema que enunciaremos y demostraremos a continuacién estipula que las
integrales de linea de campos escalares no cambian de signo al cambiar la orientacion
del arco o curva sobre el que se estd integrando, como lo hacen las integrales de linea
de campos vectoriales que veremos mas adelante.

En otras palabras el teorema siguiente establece que la integral de linea respecto
de la longitud de arco de la funcién escalar f es invariante por reparametrizacion del
arco C. Esto significa que, por ejemplo, la masa total de un alambre sera la misma si la
calculamos del punto A hasta el B o viceversa.

Teorema 4.1

Sean a(t),cona <t <b,y[S(t),cont € [c,d| dos parametrizaciones de clase
C'" por partes y equivalentes, y f : D ¢ R” — R una funcién continua definida
en el abierto D de R™. Si ¢ : [¢,d] — [a,b] es el cambio de pardmetro tal que
B=aoyyy'(t)#0,

entonces

fds = fds,
Jeg 4Co

donde C, y C3 denotan al arco C parametrizado por « (t) y 3 (t), respectivamente.

Prueba 4.1 En razén del Teorema 3.12 y de la equivalencia de las parametrizaciones
a(t)y B (t) se garantiza la exitencia de una funcién ¢ : [a, b] — |c, d] biyectiva de clase
Cltalque B (t) = a (¢ (t)), paratodo t € [c,d] . Entonces

d d
/ fds = / FB@)|8 o dt = / F @ @) o (b ©) ! 0| dt.
-Cﬁ Je Je

es decir,

d
[ sas= [t @’ w @[ o) (@)

Bajo la perspectiva de la condicién v’ (t) # 0, analizamos la integral anterior. En primer
lugar, si ¢’ (t) > 0 para todo ¢ € [¢,d], se tiene que 1 (¢) = a 'y ¢ (d) = b. Por otro
lado, el cambio de variable « = v (t) para el cual du = ' (t)dt = [¢’ (t)|dt, conlleva
a que (4.7) se vea como

/C fds = ./abf(a () [lof (u)]| du = /C fds.

En segundo lugar, si ¢’ (t) < 0 para todo ¢ € [a, b], se tiene que ¢ (¢) = by ¢ (d) = a.
En este caso, el cambio de variable u = 1) (t) proporciona du = ¢’ (t) dt = — |¢’ (t)] dt,
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y hace que la relacion (4.7) se reduzca a

fas= [ f @) o’ @] (<dw = [ 1@ @) |’ @]|du= [ sas.
fre=] /

|
Ejemplo 4.3
Calcule
/xeyzds,
e
donde C es el segmento de recta definido del punto A (0,4, 1) hasta B (1,2, 3).
Solucioén.

Tenemos que f (z,y, z) = xe¥* y sea [ la parametrizaciéon del segmento
C:B(t)=(01-t)A+1tB, te|0,1]
C:p(t)=01-1)(0,4,1)+1(1,2,3), t €[0,1]
C:B(t)=(x(t),y(t),z(t) =(t,4—-2t,1+2t), t €[0,1].

De lo anterior sigue que
Brt) = (" (t),y (t),2' (1) = (1,-2,2) y |B" ()]| = 3.
Luego
b 1
/xeyzds = / FB@®) |8 ()] dt = / f(t,4—2t,1+2t)(3)dt
JC Ja 40
1 1 5 o 1
=3 / te(d=200+20) gy — 3 ( / te 4 dt + / teStdt + e / tdt)
40 Jo 40 J0
S U SR TP D
3(8 86 —|—36e +36+ 2).
O
Ejemplo 4.4
Calcule

/(x—l—y—i—z)ds,
e

donde C es la curva « (t) = (cost,sent,t), definida para t € [0, 7/2].
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Solucion.

De la parametrizaciéon dada en el enunciado, el vector tangente y su médulo se
determinan como sigue o/ (t) = (—sent,cost, 1)y [[&/ (t)|| = V2.

La grafica de la curva denominada una hélice se ve en la figura 4.5

Figura 4.5: La hélice del ejemplo 4.4

Luego

b w/2
/(w—l—y—l—z)ds:/ f(a(t))”a’(t)”dt:/ f (cost,sent,t)/2dt
Jc Ja 40

w/2

— \/i./oﬂﬂ (cost +sent +t)dt = /2 (Sent—cost—i—t;)
:\@Kl—w;ﬂ) —(0—1)] =\/§<2+;W2>,

0

Ejemplo 4.5

Calcule

/ 22 + zy + y?
— 9
C z

donde C es la hélice o (t) = (cost,sent,—1),t € [0, 27].

Solucioén.
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Del enunciado se desprende que o’ (t) = (—sent, cost,0), mientras que su mo-
dulo es ||/ ()|| = 1. Luego

2+ + 2 b ,
/;”:gyds - / Fla@®) o’ @) de
2T

= f (cost,sent,—1)dt
Jo

- /2”COSQt—Fsentcost—l—sethdt
0 (—1)?
27
= / (1 +sentcost)dt
40

= 2.

2
sen? t] g

2 1o

4.1.1. Aplicaciones de la integral de linea de un campo escalar

En este apartado nos centraremos en las aplicaciones de integral de linea de cam-
pos escalares en el que mostraremos el papel de la integral de linea en la resolucion
de problemas practicos relacionados con la masa de un alambre, la longitud de un arco
y el area de una porcidon de superficie bajo ciertas condiciones.

4.1.1.1. Longitud de arco

En el caso particular en el que f (z,y,2z) = 10 f(x,y) = 1, para todo punto de
la curva C, (4.5) y (4.6) se reducen a

b
L= /ds:/ o/ (0)|] dt (4.8)
JC Ja
relacién que permite calcular la longitud del arco C.

Ejemplo 4.6

Determinar la longitud de arco de la siguiente curva

a(t) = (Bsent,t?cost,2t3) ; te[0,1].

Solucion.
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Al determinar el vector velocidad se obtiene
a(t) = (t2 cost + 2tsent, 2t cost — t* sent, 6t2) ,
en seguida, determinamos el modulo de dicho vector, es decir

(2 () ? = (t2 cost + 2tsen t)2 = t*cos® t + 4t3 costsent + 4t% sen® t
(v (1)) 2 = (2t cost — t* sen t)2 = t*sen?t — 4t3 costsent + 4t cos
(2 ()% = (612)° = 36t*

Al efectuar la suma y simplificar se llega a

(a:’) 2 + (g/)2 + (z’)2 = t* cos® t + 4t% costsent + 4t% sen? t+
t*sen? t — 4t3 costsent + 4t? cos® t + 36t

(@) + (y)° + () = 37" + 48 = 2 (374 + 4) .

Finalmente, se procede de acuerdo con (4.8)

L = / V2 (372 1 4)dt = / /372 + Atdt = (37152+4)3/2
41 8
= - ~2.2
[ETRRRETY %3

Esto significa que la longitud del arco es 2. 293 unidades.

Ejemplo 4.7

Determine la longitud de arco del arco

a(t) = (\/Qt,et,e*t) L te[l,3).

Solucion.
Determinamos el vector tangente de « y su respectivo médulo, es decir

o (1) = (Ve =) y ot ||—\/( )+(et)2+(—e—t)2.

Al simplificar la expresion subradical se obtiene

1 [(e2+1)% 241
||a’(t)||= @"'egt"' = ( th) -
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De esta forma y usando (), se consigue lo deseado

2t 1 3 1 3
L:/ ( ha )dt /(ehre—t)dt:et—7 ~ 7.667,
41 et 41 e 1y

0 sea, que la longitud del arco es de 7. 67 unidades.

Ejemplo 4.8

Sea C la curva dada por

a(t) = (ﬁcost,ﬁsent,t) , t€10,27].

%\a

Determinar la longitud del arco de C definido desde el punto (@, it g) hasta
el punto (—/7,0, 7).

Solucioén.
El vector tangente de a es

1 1
o () = <cost—\/fsent,\/icost+sent,l)
®) 2/t 2Vt

y su modulo se obtiene siguiendo las operaciones que van a continuacion

(' (£)* = (2\[ cost — ﬂsent)2

(v (1) = (\/icost—}—Q\l/isent)Q

(@) =1
De donde

1 1
o ()] = \/tsen2t+4 cos?t — costsent + tcos?t + — pr sen?t + costsent + 1.

Implementando as debidas simplificaciones, se llega a

N 241
o/ (1)]| = Zt(ztﬂ)?_ﬁ.

Finalmente y en virtud de (4.8) se obtiene

s 1 T
L = / CUREL YT / <\f+> dt = i+ 2697
71'/4 2\[ w/4 2\[ 3 w/4

= E\/7?(77r +6) ~ 4.1344.
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Asi la longitud del arco descrito es igual a 4. 13 unidades.

4.1.1.2. Masa de un alambre

Supongamos que se tiene un alambre delgado que tiene la forma de una curva C
cuya densidad lineal en cada punto P (x,y, z) estd modelada por la funcién ¢ (z,y, z)
cuyas unidades son masa por unidad de longitud.

La masa total del alambre, denotada por m esta dada por

b
m = /5(m,y,z) ds = / 0 (a(t)) ”07’ (t)||dt, (4.9)
JC Ja
donde s es el parametro longitud de arco de C.

Ejemplo 4.9

Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la curva C : 22 + y? = 72,

con z, y > 0 sabiendo que su densidad en cada punto es ¢ (x,y) = x + y.

Solucion.
e
Una parametrizacion del arco C es « (t) = (rcost,rsent), t € {07 5} , con lo

cual se tiene o/ (t) = (—rsent,rcost)y [|a/ (t)]| =7

w/2 /2
m = /(5(x,y,z)ds:/ J(a(t))Ha'(t)Hdt:/ d (rcost,rsent)rdt
Je Jo Jo

w/2 w/2
= / (rcost 4 rsent)rdt = r? / (cost +sent) dt
Jo Jo
=72 (sent — Cost—i—)|g/2 =7r2[(1-0)—(0—1)] =22

En conlcusién, la masa del alambre es numéricamente igual a 272 unidades de masa.
O

Ejemplo 4.10

Un alambre tiene la forma de la interseccién del cilindro z = 4 — y2, z > 0 con el
plano x = 2 — y. Calcule la masa del alambre si su densidad en cada punto es

5 (2,y,2) = lyl.

Solucion.
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Sea C el arco que resulta de la interseccion de las superficies, para la cual, una
parametrizacién se consigue mediante y = t que, asu vez, nos llevaaxz = 2 —ty
z = 4 — t2. La condicién z > 0 nos permite afirmar que

4-1? >0 (t+2)(t—-2)<0etec[-2,2.

Luego C: a(t) = (2 —t,t,4—t?),t € [-2,2].
Es sencillo obtener

o (t)=(~1,1,-2t), t € [-2,2] y ||’ ()] = V1+1+42 =2+ 42

Por lo tanto, la masa es

m = /5($,y,z)ds=/ §(a(t))||a@ ()| dt
Je -2

2 2 1
:/ \t\\/2+4t2dt:2/ t\/2 + 4t2dt = 1/ V2 + 4t2(8t)dt
S =2 40 P

2
0

_ ! (:2))) (2 +4t2)3/2]z = %\/ﬁ

25
En suma, al masa del alambre es igual a 3\/5 ~ 11.79 unidades de masa.

Ejemplo 4.11

Determine la masa de un alambre que tiene la forma de la curva C : 2% +1y? = 2z,
si su densidad en cada punto (z,y, z) del alambre es § (x,y) =2 — y.

Solucién.

Para conseguir una parametrizacion de C, que se muestra en la figura 4.6, la
expresamos como (x — 1)2 +y?=1.

Una vez hecho esto, decimos sea © — 1 = cost y y = sent para t € [0,2n].
Entonces se obtiene

C:a(t)=(1+cost,sent), t € [0,27].

Luego, la masa total del alambre es
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X

-
N

Figura 4.6: Circunferencia del ejemplo 4.11

2T
m= /f(x,y,z)ds = ./0 §(a(t)) || (¢)| dt
27

27
= 0 (14 cost,sent)dt = / (14 cost —sent)dt
Jo Jo

27
= t+sent+cost}
0

=2r+1—-1=2m.
En resumidas cuentas, la masa del alambre es numéricamente igual a 27 ~ 3.14

unidades de masa.
O

Ejemplo 4.12

24?42 =4

Dada la curva C : {
y=r2=0

a) Calcule la longitud total de la curva C.

b) Si C es un alambre delgado y flexible, calcule su masa, si su densidad
en cada punto (z,y,z) es 6(z,y,2) = 2% + y — z gramos por unidad de
longitud.

Solucioén.

a) afin de conseguir una parametrizacion del arco C empezamos sustituyendo z = y
en la ecuacion de la esfera 22 + y? 4+ 22 = 4 con lo que se obtiene
2 2
2 2 x )
T 20° =4 4 — + =—
+ey PR

=1.
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Con lo anterior, las ecuaciones paramétricas de la curva son

C:xz=ux(t)=2cost,y =y (t) =V2sent, z = V2sent, te[0,2n].

Asi, parat € [0, 27]

al(t) = (2 cost,V2sent, \/§sent> , o () = (—2sent,\/§cost, \/icost)

y ||/ (t)|| = V4sen2t +2cos?t + 2cos? t = 2.

Luego longitud del arco es

2m 2w 2
L_./O o (t)Hdt—'/o Ha(t)Hdt—./O 2dt = 4.

27 27
m = / 5(a (t)) || (t)]| dt = / ) (2 cost, V2sent, \@sent) 2dt
40 Jo

2 2T
:2/ (40032t+\/§sent—\/§sent> dt:8/ cos® tdt
40 40

2
1 2t
— 8 / 7+ cos

40

=4(27) = 8.

2% 27
dt=4[t+sen }

0

En resumen, la masa del alambre es numéricamente igual a 87 ~ 25. 13 unida-
des de masa.

Ejemplo 4.13

Calcule la masa de un alambre que tiene la forma del arco C : 22 + y? = a” con
a > 0, si su densidad en cada punto (z,y) es p(z,y) = |z| + |y| gramos por
unidad de longitud.

Solucién.

Se sabe que la parametrizacién de una circunferencia con centro en el origen de
coordenadas esta dada por « (t) = (acost,asent), ¢ € [0,27] cuyo vector velocidad
es o/ (t) = (—asent,acost).
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Por consiguiente, la masa del alambre es

m= [ peis= [ pla®) o’ o) d
JC 40

2m 2w
= / (Jacost| + |asent|) adt = a* / (|cost| + [sent]) dt
Jo 40

/2 w/2
= 4a® / (cost + sent) dt = 4a* [ sent—cost} =44 (1 +1)
Jo 0

= 8a2.

En consecuencia, la masa del alambre es numéricamente igual a 8a® gramos.

4.1.1.3. Area de una porcion de superficie

Imagine que definimos una funcién z = h (x,y) a lo largo de un arco C que nos
interesa, es decir, para todo (z,y) € C . A continuacién si rellenemos la regién que
queda entre nuestro camino, en la parte inferior, y los valores de la funcién a lo largo
del camino C, se hace tangible el significado de una integral de linea de un campo
escalar, es decir, dicha integral proporciona el area de la regién sombreada como la
que se ve en la Figura 4.7.

Como es evidente, no hay mucha diferencia entre la integral simple (4.1) y la
integral de un campo escalar h (x,y) a lo largo de una curva o arco. La integral de
linea de un campo escalar puede ser un poco mas dificil de visualizar, especialmente
si el arco tiene tres dimensiones, de modo que no podemos hacer un dibujo como el
de la Figura 4.7, pero sigue significando basicamente lo mismo.

Una interpretacion geométrica interesante surge cuando f (x,y) > 0. En este
caso, la formula dada en (4.6) se interpreta como el area de una cerca que tiene como
base al arco C, ubicado en el plano XY, y altura h (x, y) en cada punto de C tal como
se puede apreciar en la figura adjunta.

Definicion 4.2 [Area de una porcién de superficie]

Si C es el arco en R? parametrizado mediante una funcién que depende del
pardmetro longitud de arco s, h : D C R?> — R es un campo escalar mayor o
igualaceroy C C D, entonces el area de la porcién de superficie que tiene como
base al arco C y altura h en cada punto de C es la integral de linea de h respecto
al parametro longitud de arco, es decir

b
A(S):./Chds:/ h(a (1)) ||o/ (t)]| de. (4.10)



250 Integral de linea

Figura 4.7: Area de una porcién de superficie

En general, el arco C esta ubicado en alguno de los planos coordenados y
la funcion h representara la altura que se mide paralelamente al eje que es
ortogonal al plano coordenado que contiene a C.

Ejemplo 4.14

En el primer octante del espacio cartesiano XY Z, donde las unidades en los
ejes se miden en pulgadas, se ubica la porcién del cilindro y = 2 + (z — 1)? que
ha sido recortado por los planos z = 3, 2z =0, y = 0y x = 0, y superiormente
por la hoja de cono z = /22 + y2, tal como se muestra en la figura 4.8. Use
una integral de linea de un campo escalar para calcular el area de la porcién del
cilindro.

Solucién.

Para calcular el rea correspondiente a la porcion del cilindro y = 2+ (z — 1)2, se
proyecta dicha superficie sobre el plano XY y se obtiene el arco C cuya parametriza-
ciones a(t) = (t,2+ (t—1)%); t €[0,3].

Para este caso, el campo escalar esta dado por la funcion h(z,y) = /22 + 32

cuya composicion con «(t) genera h(«(t)) = \/t2 + (24 (t—1)2)%
Por otro lado, el vector tangente es o/(t) = (1,2(¢t — 1)) y su médulo estd dado
por

[/ @®)|| = /1 +4(t —1)2 = /5 + 4¢2 - 8t.
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Figura 4.8: Porcion del cilindro y = 2 + (z — 1)?

Y.

I
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Figura 4.9: Curva base del cilindro y = 2 + (z — 1)?

Con los calculos previos, formulamos y calculamos el area de la porcién del cilin-
dro usando la integral de linea del campo escalar h(z,y) definida en (4.10).

‘“S*fﬂhmﬂ” = A3V5+M2—&Vﬁ+ﬂ2+@—lﬁfﬁ

24, 260.

Q

En suma, el area correspondiente a la porcion del cilindro parabdlico es de 24, 26 pul-
gadas cuadradas.

d
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Ejemplo 4.15

En el primer octante del espacio euclidiano R3, donde las unidades en los ejes
se miden en metros, se dibuja la porcion del cilindro 22 + 22 = 2z, limitado por las
superficies de ecuaciones z = 0, y = 0y «x + y = 4. Calcule, usando la integral
de linea de un campo escalar, el area de dicha superficie.

Solucién.
La gréfica de la superficie descrita en el enunciado se muestra en la figura 4.10

h(z,2z)=4—-z .

Figura 4.10: Porcién del cilindro 22 + 22 = 2z,

Considerando la proyeccién de la porcion del cilindro sobre el plano X Z, se tiene
la curva base
C:a?+22=226022+(z-1)>%=1
Ademés el campo escalar altura esta dado por h (x,z) = 4 — .

Una parametrizacién de C es

a(t) = (cost,1+sent) , te [_g,g}

y sus correspondientes vector tangente y rapidez son

o (t) = (—sent,cost) y ||’ (t)| =1.
Por otro lado, h (« (t)) = 4 — cost.
Finalmente, el area de la cara del sélido determinada por el cilindro es
/2
A(S):/ (4 — cost) dt = 4 — 2 =~ 10. 566.
J—7/2
En conclusion, el area correspondiente a la porcién del cilindro circular es de,
aproximadamente, 10. 57 metros cuadrado.
O
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4.1.2. Problemas propuestos

4.1 Calcule la integral de linea /\/ZEQ + y2ds, donde C es la curva cuya parametriza-

ciénes « (t) = (tcost,tsent,t2), 0<t<m.

4.2 Evalte la integral de linea / (2 + xy?) ds, donde a curva C es una curva que da
c

una vuelta completa alrededor de la circunferencia > + y?> = 4 en sentido contrario
antihorario.

4.3 Evalule la integral de linea /x2y3ds, donde a curva C es una curva esta parame-

4C
t 2
5 3 ),te[O,Q].

trizada por ,6 (t) = <1—|—t$7 m

22 =2+ 3x

desde el
z=a22 4 yg

4.4 Evalle la integral de linea /

(m2 + Qyz) dS, donde C : {
C

punto (2,0,4) hasta (0,1,1).

4.5 Calcule /

eyt a)dssiCial) = (3t,37ﬁt2,t3),te [0, 1]

4.6 Sea el campo escalar f (z,y) = 22 + (2 — 1,5y)%, calcule la integral de linea

[ 1@was,
Je
donde C es el arco de la pardbola x — y> = —4 paray € [1,2].

4.7 Determine v)£:vyzds donde
Jc

c. 2 4+yP 22 =4
: I2+y2=1

1
4.8 Sea el campo escalar f(z;y; z) = xy? — 1 Calcule la integral de linea

/c f(z,y,2)dS

donde C es el arco de curva que resulta de intersectar las superficies de ecuaciones
r = zyy?+ 2 = 4 desde el punto (0; —2;0) hasta el punto (0;2;0).

4.9 Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la curva C : 22 + y? = 2u, si
su densidad en cada punto (x,y) del alambre es ¢ (z,y) =z — y
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4.10 Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la curva

c- r+2=6
: I2+y2:4

si su densidad en cada punto (z,y) del alambre es p (z,y) = 22 + 2.

4.11 Con relacién a un sistema de coordenadas con unidades medidos en metros, se
ubica un alambre que adopta la forma del arco C' parametrizado por

v (t) = (e’ cost, e sent,e’), t €[0,2].

Calcule la masa de dicho alambre si en cada punto (z,y, z) del alambre la densidad
4

lineal en gr/mes p (z,y, 2) = i
x Yy z

4.12 Un alambre tiene la forma de la curva que resulta de intersectar las superficies
224+ 4> =142y 2z + 2y + 2 = 1. Si su densidad, en gramos por centimetro, esta
dada por p (z,y, z) = 2% + y?, determine la masa de dicho alambre.

4.13 Un alambre tiene la forma de la curva C en el primer octante, que resulta de

intersectar las superficies z = 22, z +y = 2. Si la densidad en cada punto es
Y

P(iﬁ,y,z):\/ﬁ

4.14 Un pedazo de alambre tiene la forma de la curva que resulta de intersectar
las superficies 2 + y?> = 16 y 2o — 22 = 0, y estd comprendido entre los puntos
A (2, 0, \/g) y B (0,4,0). Si su densidad, en gramos por centimetro, esta dada por la
funcion p (x,y, z) = x + y, determine la masa de dicho alambre.

, calcule su masa.

4.15 Determine la masa de un alambre que tiene la forma de la interseccion de las
gréficas de las ecuaciones: 22 + y? 422 = 1, y = z, sisudensidad es 6 (z,y, z) = |z|

4.16 En un sistema cartesiano de coordenadas con unidades estan dadas en metros,
la densidad de un alambre en cada punto (z,y, z) de él, es igual a p (z,vy, 2) = 2% + ¢/?
r+z2=06

, desde el
r—2= (y—2) esde e

kg/m . Si este alambre esta modelado por la curva C :
punto (6,0, 0) hasta (6,4, 0) calcule su masa total.
4.17 Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la curva C que resulta de

interceptar la grafica de 2% +y? + 22 = 2 (x + y) con el plano z +y = 2 arriba del plano
XY, si sudensidad en cada punto (z,y, z) del alambre es 6 (z,y, z) = |z|.
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4.18 En una maqueta que se elabora en un sistema de coordenadas cuyas unidades
se miden en metros, la base de una pared esté ubicada en el plano XY y descrita por

8
la parametrizacion 6 () = <t2 + 2t + t> .t € [1,2]. En cada punto (z,y) de esta

base, la altura de la pared es h(z,y) = /2% + y? calcule el area de la pared descrita.

4.19 Una cerca tiene una altura variable expresada por la funcién h(x,y) = zy, y su
base viene dada por la trayectoria descrita por la 4 (x — 2) = y? en el primer cuadrante.
Calcule el &rea de la cerca, considerando que en el sistema de coordenadas en la que
se ubica, las unidades estan dadas en metros.

4.20 A Martin se le proporciona la pintura y un incentivo de S/ 150 por cada 10m? a
fin de que pinte uno de los lados de una cerca por ambos lados. La cerca tiene como
base la curva descrita por

a(t) = <t3, (2 —|—t)2/3> L tell,3]

y la altura para cada punto (z,y) € C est& dada por la funcién f(z,y) = 1+ 0,5 cos z.
Determine la cantidad de dinero que recibirda Martin al terminar el trabajo encargado.

4.21 Un microempresario emprendedor ha disefiado un
porta lapiceros cuyas dimensiones y boceto tridimen-
sional se ubican en el espacio cartesiano XY Z, don-
de las unidades en los ejes se miden en centimetros.
Este porta lapiceros queda modelado por las superfi-
cies de ecuaciones

2=0; 22 4+y> =9y 2 =>5—|z|—|y|; para0 < z < 10,

tal como se muestra en la figura adjunta

a) Primero, se pintara el exterior de la parte cilin-
drica de cada porta lapiceros con un esmalte de
acabado tipo forja. Determine el area total a pin-
tar.

b) En segundo lugar, se colocara una cinta deco-
rativa a lo largo de la interseccion de la base y la parte cilindrica de cada porta
lapiceros. Determine la minima longitud de cinta decorativa que se necesitara
para decorar 50 porta lapiceros.
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4.22 Sobre la pared del frontis de un nuevo teatro, que sigue la trayectoria dada por
y:ln(4f:c2); —V3<z<V3

descansara el techo que tiene la forma de la superficie = = 3 — z2y. Si todas las
medidas se dan en metros, calcule el &rea de la superficie de la pared.

4.23 Calcule la longitud de arco, comprendido entre los puntos (4, —2,4) y (4,2, 4), de
la curva
c. { (x— 47 +y2 =4
r—z=0

4.24 Una particula se mueve en el espacio,donde sus unidades estan en centimetros,
2

siguiendo la trayectoria de la curva de interseccion de 222 + 42 = 4wy a2 + & = 2
Calcule la distancia total recorrida por la particula desde ¢ = 0 hasta el instante en el
que la particula intersecta al plano z = 1.

4.25 En un sistema de coordenadas XY Z en donde las unidades en los tres ejes se
miden en centimetros, la superficie S de ecuaciéon y = sen(2x) es intersectada por
la superficie U de ecuacién z = 4 + sen (0,4xzy) determinando la curva de intersec-
cién C que va desde el punto (—%,0,4) hasta (2,0,4). Si Q es un punto de C cuya
proyeccion sobre el plano XY es (3, —3+/3,0),

a) Calcule el area de la porcion del cilindro S que esta limitada por el plano z =0y
la superficie U.

b) Determine la longitud del arco C.

4.26 Calcule la longitud de arco, en el primer octante, de la curva

C:{ Pyt =1
T+y=2
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42 Integral de linea de campos vectoriales

En esta seccién se estudiara un procedimiento para evaluar integrales de linea
de campos vectoriales, sin embargo, debe tener presente que la integral de linea es
una generalizacién de una integral definida simple de una sola variable. Las integrales
de linea de campos vectoriales se utilizan ampliamente en fisica y una de las mas im-
portantes aplicaciones gira en torno a determinar el trabajo realizado por un campo de
fuerzas variable. En efecto, si suponemos que un objeto se mueve a lo largo de una
curva arbitraria en el espacio bajo la accion de una fuerza, sugen dos interrogantes
¢,cémo se calcula el trabajo? y qué hace la fuerza al mover el objeto entre dos pun-
tos cualesquiera en este camino?. Veremos que las respuestas a estas interrogantes
se construyen con la integral del producto escalar del campo de fuerza y un despla-
zamiento infinitesimal a lo largo de la trayectoria del objeto. Este es un ejemplo de un
integral de linea de un campo vectorial.

Asimismo se estudiarén integrales de linea sobre campos vectoriales conservati-
VoS, un concepto muy importante en fisica.

Recuerde que un campo vectorial es simplemente un vector con componentes
que son funciones. Por ejemplo, si nos atenemos al plano XY, un ejemplo de campo
vectorial es

F(a,y) = (% —ay) =y* 7 —ayj.

La primera componente es la funcién f; (z,y) = y* y la componente en y es la
funcion fs (x,y) = —xy. Este campo vectorial se muestra en la Figura 4.11, con la di-
reccion y el tamano de cada flecha indicando la direccién y magnitud, respectivamente,
del campo vectorial en ese punto.

Figura 4.11: Campo vectorial en R?

En el espacio tridimensional XY Z, un ejemplo de campo vectorial es

?(m,y,z) = (y,2,).
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La primera componente es la funcién f; (x,y, z) = y, la componente es la funcién
f2 (z,y,2) = 2z y la tercera esta dada por f (x,y,2) = x.

Figura 4.12: Campo vectorial en R?

Definicion 4.3 [Integral de linea de un campo vectorial]

Sea ? : D C R™ — R™ un campo vectorial continuo y sea C C D una curva de
clase C! cuya parametrizacion es « (t) = (aq (t), a9 (t), -+ ,an (t), t € [a,b]
y contenida en D. La integral de linea del campo ? a lo largo de la curva C,

denotada por / ? - dav, es definida por
Je

/?.da: /b?(a(t».a'(t)dt, (4.11)
JC Ja

si la integral del segundo miembro existe.

El punto en la definicién (4.11) indica el producto interno o producto escalar de
vectores.

—
:;l‘
N

>

=

afa)

Figura 4.13: Integral de linea sobre un campo vectorial
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Ejemplo 4.16

Evalle la integral de linea /? - da, donde F (x,y) = (r—y,x+y)yCesla
fe

circunferencia z? 4+ y? = 9, siy > 0y es recorrida en sentido antihorario.

Solucioén.
Una parametrizacién de la curva es C, que apreciamos en la figura4.14, es « (t) =
(3cost,3sent), t € [0, 7], entonces

-3 0 3

Figura 4.14: La semicircunferencia del ejemplo 4.16

/?~da: /b?(a(t))oo/(t)dt— /W?(Scost,?)sent)'(73sent,3cost)dt
JC Ja 40

(3cost — 3sent,3sent + 3cost) - (—3sent,3cost)dt

™

(—9costsen (t) + 9sen®t + 9sent cos (t) + 9 cos’ t) dt

s

9dt =9(w —0) =97

I
‘5"“"-—3‘5“"""‘-33"""“—:

Ejemplo 4.17

Evalle /? - da, donde F (x,y,2) = (senz,cosy,xz) y C esta parametrizada
Je

por la funcion vectorial a (t) = (%, —t%,t), t € [0,1].

Solucioén.
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Como o (t) = (3t?,—2t,1), t € [0,1], entonces

/?da:/l?(a(t t)dt = /? ,—t%,t) - (3%, —2t,1) dt
- / " (sen () cos (—£2) 1) - (362, —24,1) di

v 0

1
/ (St2 sen (t3) — 2t cos (tg) + t4) dt
0

ik 9
= —cos (%) — cos (£?) + ] = —2cos (1) — =.
5], 5

Ejemplo 4.18

Calcule /? -da, donde F (z,y,2) = (z?y,y,zz) y C es el arco, producto de la
c

interseccion del cilindro y—222 = 1conelplano z = = + 1, desde (0,3, 1) hasta
(1,9,2).

Solucion.
y—222=1
z=x+1

Sea z = t entonces y = 2t + 1y x = t — 1, de esta manera una parametrizacién
de la curva esta dada por a (t) = (t — 1,2t* + 1,¢).

Notemos que para t = 1 obtenemos el punto inicial A = (0,3,1) y para t = 2,
tenemos el punto final B = (1,9, 2) . De esta forma se llega a

Parametrizamos la curva C :

Cira(t)=(t—1,22+1,t) , t€[1,2]

/? do = /12 o/(t)dtz/j?(t—l,ztul,t)-(1,4t,1)dt

2
/ t—l t,2t2—|—1,(t—1)t)-(1,4t71)dt
1

2
/ t—l t+(2t2—|—1)4t+(t—1)t}dt

—_

2 9 t3 2
(98 — 2+ 4t) dt = ~t* — — + 22
4 3 .

J1
49

T 12
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Ejemplo 4.19

2 _
Evalue /? - dar, donde ? (z,y,2) = (9x,y2z + y3,27xz) yC: { ym =32 ,
fc 2yz = 9x

recorrida desde el punto A (0,0, 0) hasta el punto B (2, 3, 3).

Solucioén.

Siendo C la interseccion de las superficies, su parametrizacion sigue de considerar
y = tlo que nos lleva a

1 t2 2
Z:§t2 y 2t<>—9x—>x—t3.

27

Asi, o (t) = (z(8),y (1), = () = (227753 ‘ ;ﬂ), te0,3]

3 2 2
/?-da:/ ?(a(t t) dt = /?(t?’ 2>-<t2,1,t>dt
Je 1o 9 3
379, ¢4 2 2 2 374 4
B3, = #3260 ) [ =431, =t dt:/ — 7 4+ =5 ) dt
/0(3 gt 3)(9”3 Jo \a7 +3+ 9

r 81 81 972 27063

4¢6 4
= —— 4+ + -t

=184 — + —
276 15 4 ' 63 Tyt aT

0 5 4 7 140

4.2.1. Integral de linea en la forma diferencial

Veamos otra forma de expresar Un_f;l integral de linea. Si ? es un campo vectorial
continuo de la forma ? = Pi +Qj yseaC C D una curva de clase C' cuya
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_>
parametrizacion es « ( z (1) 7 +y(t) j,t € la,b] entonces

/? da—/ ? t)dt = /? ) (2! (t),y (1)) dt

[ 1Pe®.y©) 0+ Q@ ®.y®)y (] d
b T
- [(Peow§ +ewn .0

SN—

5|&

.
&

es decir
b
/?da - / Pdz + Qdy. (4.12)
JC Ja

A la forma de presentar la integral de linea de un campo vectorial como en (4.12) se le
llama la forma diferencial.
Anélogamente, si F:UCRS = R®esun campo vectorial continuo tal que
(z,y,2) = (P(2,y,2),Q (z,y,2),R(x,y,2)) y sea C C U una curva de clase C*
cuya parametrizacion es « (t) = (z () ,y (¢), z (t)), t € [a, ] entonces

/?-da: /Pd:c+Qdy+Rdz. (4.13)
JC JC

es denominada la forma diferencial de la integral linea de un campo vectorial en R.

Ejemplo 4.20

Calcule la integral de linea /(m + y)dz + (x — y)dy donde C es la curva cuya
€

parametrizacion es o : [0, 2] — R? definida por a (t) = (t, 2t).

Solucioén.

El dibujo de la curva y su orientacion se ponen a la vista en la figura 4.15. Ademas,
notemos que F (z,y) = (P,Q) = (x +y,z —y)ycomo «(t) = (z(t),y(t) = (¢ 2¢)
entonces dx = dt y dy = 2dt.

Luego

/(:c +y)dx + (z —y)dy = /2(75 + 2t)dt + (t — 2t) (2dt)
JC 40

2 2 t2 2
= / 3tdt — 2tdt = / tdt = } = 9.
40 J0 2 0



Integral de linea 263

LY 2
N e
2
1
X
-1 0 1 2 3
-1

Figura 4.15: Segmento de recta del ejemplo 4.20

Ejemplo 4.21

xdr — ydy

Je a2+ 2

Evalte donde C : 2% + y? = a?, desde (a,0) a (0, a).

Solucioén.

Notemos que P = Esto nos permite escribir la

N
e 0T Ve

integral de linea como

/xdxfydy_ x —y
JC

= dr +
V42 Je /a2 42 Va2 + y?

dy = /Pdac—i—Qdy
JC

(0? (L)< C

| X
(a,0)

Figura 4.16: Arco de circunferencia del ejemplo 4.21

Si consideramos las ecuaciones x = acost e y = asent se consigue, respectiva-
mente, dx = —asentdt y dy = a costdt.
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Por lo tanto

rdx —ydy ™2 (acost) (—asent dt) — (asent) (acost dt)
e Vre o v

™/2 242 costsent
[

. [sen2 t]W/Z .
2 1o

w/2
dt = —2a / sent cos tdt
Jo

Ejemplo 4.22

Calcule la integral de linea /mydaz + zzdy — yzdz donde C : a (t) = (¢,¢%,¢%),
JC
t €[0,1].

Solucion.

Como a(t) = (z(t),y(t),z(t) = (t,t%t3) entonces dz = dt, dy = 2tdt y
dz = 3t%dt.

Luego

1
/xydx + zzdy — yzdz = / t3dt + t* (2tdt) — (3t2dt)
Je 0

1 4 6 1
t t 3
(#+2t° -3t dt = — + — — =t°
/0 + ) 4+3 8 1o
1.1 3_5
4 3 8 24"
]
Ejemplo 4.23
2 2:4
Dada la curva C : x+y2 5
z=2x°+ 3y

a) Determine una parametrizacion para C en términos de senos y cosenos.

b) Evalle /(x+z)d:c—|—(x—|—y)dy+(y—|—z)dz.
Je

Solucion.
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a) Seax = 2cost, y = 2sent, entonces z = 8cos?t + 12sen? t.

Luego C: «a (t) = (2 cost,2sent,8cos? t + 12 sen? t) , t €1]0,2m].

b) Como
o (t) = (—2sent,2cost,—16sentcost + 24sentcost)
= (—2sent,2cost,8sentcost)
Por lo tanto
I = /C(x+z)dx+(x+y)dy+(y+z)dz

27
(2cost +8 cos®t + 12 sen? t) (—2sent) dt +

21
(2cost + 2sent) (2cost) dt +

2w

(2 sent + 8cos®t + 12 sen’ t) (8sentcost)dt
= 4r

4.2.1.1. Propiedades de la integral de linea

Recordemos que si a(t),cona <t < b,y B(¢), cont € [c,d] son dos parame-
trizaciones equivalentes de un arco C, entonces existe una funcién ¢ : [c,d] — [a,b]
biyectiva de clase C! tal que 3 (t) = a (3 (t)) . Ademas, si 1 es creciente ella preserva
la orientacién; en cambio, si ¢ es decreciente, afirmamos que invierte la orientacion.

Teorema 4.2

Sean « (t),cona <t <b,y3(t), cont € [c,d] dos parametrizaciones de clase
C' por partes y equivalentes. Si ¢ preserva la orientacién, entonces

/C ?-dﬂ:.C F . da.

Si v es invierte la orientacion, entonces

/C ?-dﬁ:fnc F - do.

Advertimos que C, y Cj denotan al arco C parametrizado por « (t) y 3 (t), res-
pectivamente.
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Prueba 4.2 En concordancia con el Teorema 3.12 se tiene que si « (¢) y 3 (¢) son dos
parametrizaciones equivalentes de un arco C, entonces existe una funcién biyectiva
Y : [e,d] — [a,b] de clase C* tal que 3 (t) = a (¢ (t)), paratodo t € [c, d] . Entonces

d
/ﬁdﬂ /?w(t))-ﬂ'(t)dt
'CB Je

d
/ F(a@ (1) o (@ (0) v (¢)dt.

En esta integral definida introducimos el cambio de variable u = ¢ (¢) para el cual
du = 4’ (t) dt. Al reemplazar en la integral de arriba se obtiene

w(d)
/ F.dg— / F(a(w)-a (u)du.
/Cp JY(c)

Analizamos esta integral bajo la mirada de los dos escenarios descritos en la hipotesis.
En primer lugar, si ¢ preserva la orientacion, se tiene que

¥(d)
/?-dﬁ = ?au ) (u)du
4Cg
= / ? u) du = ? daov.
Por otra parte, si ¥ es invierte la orientacién, se consigue que
/ F.dB ? (u) du
4cg P(c)
/ ? (u)du = — F . da.
JCa

Observacion 7 Como caso particular del Teorema 4.2 se tiene que, si —C denota la
curva C pero orientada en sentido opuesto entonces

./_C?-da—/cﬁ-da. (4.14)
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Proposicion 4.2

Sean C C R™ una curva cuya parametrizacién es « (t) , t € [a, b], los campos
vectoriales ? :C C U C R" — R"y las constantes reales k; y ko, entonces

[ILCV1] Linealidad respecto del integrando

/c (k1?+k28> 'da=k1/c?-da+k2./ca.da.

[ILCV2] Aditividad respecto de la curva

Si C admite una descomposicion en un nimero finito de curvas
C1,Cy,...,CptalesqueC =C,UCyU ---UC,, entonces

/C?wia - ./C?-da1+/6?-da2+-~+/ F - da,
i./cv?'dai'

[ILCV3] Sila curva C es cerrada, la integral de linea de un campo vectorial ?
sobre C se denota mediante
(/£ ? -do
fc

Ejemplo 4.24

Evalte )5? - dav, donde F (z,y) = (y*,2) y C = C; UC; segln la figura 4.17.
Je

Solucion.

En vista de que la curva estd compuesta como la unién de dos arcos, el calculo
se efectuara sobre cada una de ellas.

En primer lugar, la parametrizacion del segmento C; esta dada por

a(t)=(1-1)(0,2)+t(-5,-3) = (—5t,2 —5¢t) , t € [0,1].
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Figura 4.17: Curva cerrada y por tramos del ejemplo 4.24

Con ello,

?~da:
C1

"Blal)-of (1) dt = /01 F (=5t,2 — 5¢) - (—5, —5) dt

40

1
- /0 ((12—515) ,—5t> (=5, —5)dt |
=-5 /0 ((2 — 5t)% — 5t> dt = -5 /O (4 — 25t + 25¢%) dt

En segundo termino, la parametrizacion del arco de parabola C; es

B(t)=(4—t%t) , te[-3,2.

Luego
/?dﬁ /? t)dt = /? (4—2,1) - (=2, 1) dt
Ca
? 2 24
:/ (t2,4—t2)~(—2t,1)dt:/ (—2t3+4—t2)dt:—5
4 =3 J =3 6
Finalmente
Sﬁ?.da:/ﬁ.da_i_/?.(w:?_i_%:%
4C JCy JCo 6 6 3
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Ejemplo 4.25

Evalle 7. do, donde F (z,y) = (e¥,z+y) y C es la curva formada por el

fe
triangulo de vértices A (1,0), B(0,1) y C (—1,0), orientada en sentido antihora-
rio.

Solucién.
Parametrizamos cada lado del triangulo
Ci:at)=A+t(B—A)=(1,0)+t(-1,1) = (1 —t,¢),t € [0,1]
Co:B(t)=B+t(C—-B)=(0,1)+t(-1,-1)=(—t,1 —¢),t €[0,1]
C3:7(t)=C+t(A-C)=(-1,0)+1t(2,0) = (—1+2¢,0),t € [0,1]
Considerando a la curva C = C; U Co U C3 tenemos

Y
B
CQ Cl

-1 of ¢, 1

Figura 4.18: Curva cerrada y por tramos triangular del ejemplo 4.25

é?-da - ./Clﬁ~da+/62?-d6+/c3?~di

- /1?(1—t,t).(—1,1)dt+/1?(—t,1—t)-(—1,—1)dt+
40 40
/?(—1+2t,0)-(2,0)dt
40

= /1 (e 1) (-1,1)dt + /1 (", 1—2t) - (—1,—1)dt +
40 40
/(1,—1+2t)-(2,0)dt
40

1 1 1
= /(—et+l)dt—/ (61_t+1—2t)dt+/ 2dt
Jo Jo Jo

= (2—e)—(e—1)+2=5—2e.
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4.2.2. Trabajo realizado por una fuerza

Uno de los conceptos méas fundamentales de la fisica es la nocién de energia,
definida, a groso modo como “ la capacidad de realizar un trabajo” y el trabajo, a su vez
se define como la cantidad que resulta cuando se ejerce una fuerza sobre un distancia.
Esta nocién, sin embargo, admite descripciones en varios niveles. En primer termino, si
la fuerza es constante y el movimiento es rectilineo, entonces efectivamente el trabajo
se define simplemente como el producto de la fuerza por la distancia, lo cual no va
acorde con la vida real.

En un segundo escenario, supongamos que todavia nos movemos en linea recta
pero la fuerza es variable. El ejemplo tipico de esto es el de un resorte al que se ha
atado una masa m en uno de sus extremos, estiramos la masa una distancia de = uni-
dades desde su posicién de equilibrio y el resorte retrocedera en la direccion opuesta.
Robert Hooke formulé una regla simple “la fuerza es proporcional a la distancia,” es
decir, F'(x) = —kz, donde k es la constante del resorte porque enfatiza la fuerza del
resorte.

Finalmente, supongamos que una particula se mueve a través de un campo de
fuerzas F' siguiendo una trayectoria C. En este caso, se supone que el trabajo realizado
es la integral de la componente tangencial de la fuerza sobre la curva. Esto ahora tiene
sentido en términos de integrales de linea. En efecto, sea a (¢t) = (z (¢),y(t),z(t))
una parametrizacion regular de C con vector velocidad o (t) = <’ (t), entonces en
cualquier instante ¢, la componente tangencial de la fuerza estd dada por F' (« (t)) -

o (t

T (t), donde T (t) = (®) es el vector tangente unitario. De esta forma, el trabajo

v
realizado se modela como

t1
Fla(®) T (1) dt
Yo

Sin embargo, ya que el producto 7' (¢) ¥ (t) resulta el vector velocidad ¥ (¢), esta
expresién se expresa como la integral de linea del campo vectorial ? sobre el arco C,
tal como se describe ne la siguiente definicion.

Definicion 4.4 [Trabajo realizado por una fuerza]

Si ? representa un campo de fuerzas continuo sobre un dominio D, entonces
el trabajo W realizado por ? cuando un objeto se mueve desde el punto inicial
A = «(a) hasta el punto final B = « (b) a lo largo de un arco regular a trozos C
parametrizado por « = «/(t), t € [a,b] en D queda determinado por la integral
de linea

W:/C?-da. (4.15)
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Ejemplo 4.26

— 22,29z, fo)

Determine el trabajo realizado por la fuerza ?( 2 B) = (
t) = (,t%,13),t € [0,1].

para trasladar un objeto a lo largo de la curva C : « (

Solucioén.
En virtud de que

of (t) = (1,2t,3t%) y ?(a (t) = Kl (t.82,%) = (¢* —15,2¢°, —¢?)

quedamos expeditos para aplicar (4.15), o sea

1
W_./C?-da—/o Fla®) o (¢)dt
- /1 (t* —15,2¢°, %) - (1,2¢,3%) dt
.01 4 6 1
:./0 (26" +36) dt = .

Esto significa que el trabajo realizado por la fuerza ? esigual a % unidades de trabajo.
O

Ejemplo 4.27

Determine el trabajo realizado por la fuerza F (z,y) = (z,y + 2), para trasladar
un objeto a lo largo de la cicloide C : a(0) = (6 —send,1 — cos ), 6 € [0, 27].

Figura 4.19: Cicloide del ejemplo 4.27

Solucion.
Observe que o (6) = (1 — cosf,senf) y

?(a(&)) = ?(9—86119,1 —cosf) = (0 —senf,3 — cosh).
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Modelamos y calculamos la integral segun (4.15). En efecto,
2
W= /?-da: / F(a(0)-d (0)do
JC 40
27
= / (0 —senf,3 — cosf) - (1 —cosb,senb)df
40
27
:/ (0 —0cosf —senf + senfcosf + 3senf — sen b cosb) df
40

27
:/ (0 — O cosf + 2sen b)) db
40
=272,

El resultado anterior indica que el trabajo realizado por la fuerza ? es igual a 272
unidades de trabajo.
O

Observacion 8 Recordemos que, en este caso particular, la integral de linea que per-
mite cuantificar el trabajo que realiza de un campo vectorial es independiente de la
parametrizacién; sin embargo, no es independiente de la orientacion de la curva y es-
to acarrea una consecuencia ya que como estamos considerando F (a(t))-T(t),si
atravesamos la camino en la direccién opuesta, tanto 7'(¢) como la integral de linea se
multiplicaria por —1. Esto tiene sentido fisico, pues, desde que el trabajo representa un
cambio de energia, si invertimos el tiempo, lo que antes era una ganancia de energia
ahora habra una pérdida de energia, y viceversa.
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43 Teorema fundamental de la integral de linea

Como se ha estudiado en la seccidn anterior, una integral de linea nos confiere el
trabajo realizado por un campo vectorial sobre un objeto que se mueve alo largo de una
curva paramétrica, ¢cambiaria el trabajo si alteraramos el curso pero mantuviéramos
los mismos puntos extremos?.

Para responder a esta pregunta, necesitamos el teorema fundamental para las
integrales de linea y un vistazo a un tipo especial de campo vectorial, definido sobre un
dominio D de R"”, llamado campos vectoriales conservativos.

Como hemos visto si ? : D — R™ es un campo vectorial continua en Dy C es
una curva suave por partes en D de extremos A = «(a) y B = a/(b), entonces la

integral de linea /? - da depende en general de la curva C.

Je
Iniciamos nuestro estudio introduciendo el concepto de independencia de la curva

Definicion 4.5 [Independencia de la curva]

Sea D C R%, ? : D C R" — R™ un campo vectorial continuo en D y A,
B puntos en D. Diremos que la integral de linea de ? es independiente de

cualquier curva suave por partes que une a A con B, con C C D, si ? - da
Jfc

tiene el mismo valor.

Figura 4.20: Independencia de la curva

En la figura 4.20 se visualizan tres curvas con el mismo punto inicial A y el mismo
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punto final By si la integral de linea es independiente de la curva, se cumple

Foda=| Foda=| F-da. (4.16)
Cy Co Cs

Ejemplo 4.28

Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (z,y) = (22y?,22%y)
sobre una particula que se mueve desde A (0,0) hasta B(1,1) a la largo de
cada una de las siguientes curvas:

a) C; : esla parabola y = z2.

b) C, : eslarectaque une Ay B.

c) Cs:eselarcoag (t) = (t,te!™"),0<t < 1.

Cs (1,1)

C1

Figura 4.21: Curvas del ejemplo 4.28

Solucioén.

a) Una Parametrizacion del arco C; es oy (t) = (t,t*) , 0 < ¢ < 1 cuyo vector
tangente es o (t) = (1,2t).

Luego

W:.Llﬁ.da1=.£) ?(al(t)).@”l (t)dt:/o ?(t,t )-(1,2t)dt

1

! 4\ 04242 15 6
—./0 (2¢(t"), 2¢%(¢ ))'(1,2t)dt—./0 6t5dt = t]o_l.
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b) El segmento de recta C; se parametriza como es habitual, es decir, ay (1) =
A+t(B—A),0<t<1. Asiseobtiene ay (t) = (¢,t), 0 < t < 1, de donde
oh (t)=(1,1),0 <t <1

Planteamos y calculamos la integral de linea tal como sigue a continuacién

W:./CQ?-dazZ./Olﬁ(az(t)).&"Q(t)dt:./olﬁ(ut).(171)dt

1

= /1 (2t(t2)a2t2(t)) . (1’ 1) dt = /1 483t = tﬂ —1
40 4o

0

c) Con la Parametrizacion of (t) = (1,e*™" — te' "), 0 < t < 1 del arco C3 dada en
el enunciado, se tiene

1
W—/CSFodag—/O ?(ag(t))~a3(t)dt
= /1 F(t,te'™) - (1,0 — te! ) dt

40

1
= / <2t (te'=1)?, 242 (tel_t)) (1, et — gl dt
40

1
= / (262272 2t%e> 72 — 2¢1e* ) dt = 1.
40

O

Como las tres integrales del campo vectorial ? sobre el dominio D = R?, evalua-

das a lo largo de las curvas diferentes, toman el mismo valor, podemos afirmar que la

integral de linea de ? es independiente de la curva. La razén para que esto ocurra, en

realidad se debe a que el campo F' es el gradiente del campo escalar f (z,y) = 2%y?,
es decir,

F (2,y) = (2297, 22%) = (gi (z,y), gg (mvy)> =Vf(z,y).

Una propiedad que esta intimamente relacionada con la anterior definicién es que el
campo vectorial ? sea el gradiente de un cierto campo escalar f que estudiaremos en
el apartado siguiente.

4.3.1. Campos vectoriales conservativos

En este apartado estudiaremos unos campos vectoriales que tiene una cierta pro-
piedad que implica que las integrales de linea alrededor de todas las curvas cerradas
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son cero. Estos campos vectoriales se denominan conservativos porque, precisamente
en una region, la energia se conserva.

La fuerza de gravedad es un ejemplo de campo de fuerza conservativo. Recorde-
mos que el trabajo realizado al elevar un objeto de masa m a una altura es el mismo in-
dependientemente del camino recorrido, es decir, el trabajo realizado es igual a —mgh.
Otro ejemplo de campo conservativo es el campo de fuerza electrostatico.

El problema de la independencia de la curva para la integral de linea /? - do
fe

esta estrechamente relacionada con determinar si ? es el gradiente de alguna funcion
escalar f, para ello es Util tener la siguiente definicién.

Definicion 4.6 [Campos vectoriales conservativos]

Un campo vectorial ? se dice que es conservativo en una region D si se puede
representar en D como el gradiente de una funcién continuamente diferenciable
f, el cual es llamada una funcién potencial de ? es decir, ? es conservativo si
existe f, para todo (z,y) € D, tal que

F (2,9) = Vf (2,y) (4.17)

Ejemplo 4.29

El campo vectorial ? (x,y) = (2z,y) es conservativo, pues basta tomar la fun-

cién potencial f (z,y) = 2% + §y2, y se tiene

V(@) = (20,9 = F (2,3).

Ejemplo 4.30

El campo vectorial F (z,y) = (2zy,2?) es conservativo, con funcién potencial
f (z,y) = 2%y, pues

Vi(x,y) = (2:L“y, :r2) = ? (z,9).
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Observacion 9 Al estudiar los ejemplos anteriores, podemos hacernos dos preguntas:

@ (Existe una prueba facil para determinar si ? es un campo vectorial conservati-
vo?

© Una vez absuelta la pregunta anterior, ;,como se puede encontrar la funcién po-

tencial f?

Antes de responder a estas preguntas, necesitamos introducir las siguientes defi-
niciones.

Definicion 4.7 [Conjunto conexo]

Un conjunto R es conexo si dos puntos cualesquiera de R pueden unirse me-
diante una curva suave por partes contenida en ‘R.

De la definicion anterior sigue que, si A, B € R entonces, existe una curva regular
a trozos C descrita por alguna parametrizacién « (t), t € [a, b] tal que se cumple C C R
yA=a(a)y B=a(b).
Definicion 4.8 [Conjunto simplemente conexo]

Un conjunto R es simplemente conexo si toda curva cerrada en R es tal que su
interior esta totalmente contenida en R .

En forma intuitiva, un dominio R es simplemente conexo si no tiene agujeros ni
siquiera un pinchazo.

Figura 4.22: Conjunto simplemente conexo
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Figura 4.23: Conjunto no simplemente conexo

Ejemplo 4.31

1. El conjunto R = {(z,y) € R? : 1 < y < 3} es conexo y simplemente
conexo.

IN

2. El conjunto R = {(z,y) € R? : 1 < 22 + y? < 4} es conexo y no es

simplemente conexo.

O
El siguiente teorema nos da una condicion necesaria y suficiente para que un
campo vectorial sea conservativo

Teorema 4.3 [Criterio para campos conservativos en R?]

Sean Py @ funciones de dos variables con primeras derivadas parciales conti-
nuas sobre urEregiégabierta y simplemente conexa D C R?. El campo vectorial
? (x,y) =P i +Q j esconservativo en D siy solo si

9Q P

= D. 4.1
or 9y para cada (x,y) € (4.18)

Ejemplo 4.32

a) El campo vectorial F (z,y) = (32? + 2z + y%, 2zy + y*) es conservativo,

ya que
0Q _, _oP

or yiaiy'
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b) El campo vectorial F (z,y) = (e"seny,x — e” cosy) No es conservativo,
puesto que
Q

— =e®cosy#1—e“cosy =

or
ox oy’

De forma similar, extendemos el teorema 4.3 a R3.

Teorema 4.4 [Criterio para campos conservativos en R?]

Sean P, (Q y R funciones de tres variables con primeras derivadas parciales
continuas sobre una regién abierta y simplemente conexa D C R3. El campo
vectorial ? (z,9,2) = (P,Q, R) es conservativo en D siy solo si

0Q orP 0P OR 0Q OR

T S el S M (4.19)

La ultima expresion del teorema equivale decir que el campo vectorial
? (z,9,2) = (P,Q, R) es conservativo en D siy solo si rotf2 = (0,0,0).

Ejemplo 4.33

Verifique que el campo vectorial
F (z,y,2) = (31“2 sen (z + z) + x3 cos (z + 2) + yz, xz,2° cos (z + 2) + zy)

es conservativo.

Solucién.
De acuerdo con el Teorema 4.19 se procede a calcular las derivadas parciales en
cuestion.
Para P = 322 sen (z + z) + 23 cos (x + 2) + yz se tienen
or or
o =z Y 5 = 32%cos (z + 2) —2®sen (v + 2) + .
Si Q = zz, entonces
0Q , o0Q
bk A T _ .
ox y 0z
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Para R = 2° cos (z + 2) + xy obtenemos

OR . 3 OR _
81;—313 cos(x+z)—a’sen(z+2)+yy 8y_x'

Se observa que se satisface (4.32), es decir

0Q 9P 0P OR

o0& _ _ ., or _oRi 3
ox Oy “9: T o

=32%cos (z +2) —a®sen (z + 2) +y
0Q _on _

az_ﬁiy_x

Por consiguiente el campo vectorial 7 (z,y, z) es conservativo.

Teorema fundamental de la integral de linea

En el calculo integral se estudia el teorema fundamental del célculo que nos pre-
cisa como evaluar integrales definidas, es decir,

/bF’(x)dx—F(b)F(a).

Resulta que existe una versiéon de este teorema para integrales de linea sobre
ciertos tipos de campos vectoriales, que enunciamos y demostramos a continuacion.

Teorema 4.5 [Teorema fundamental de la integral de linea]

Sea f’) un campo vectorial conservativo sobre la regién D y sea f una funcién
potencial de ? y si C es una curva regular por partes contenida completamente
en D, con punto inicial A y final B. Entonces

/C?-da:f<B>—f<A>,

donde la parametrizacion del arco C esta dada por « (t) con t € [a,b] tal que
aa)=Aya(b) =B.
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Prueba 4.3 Como ? es conservativo, existe f tal que ? = Vf. Ademas, usando la
regla de la cadena y el teorema fundamental del calculo, obtenemos

./c?'da:_/Cvf'do‘:_/abvf(a(t))-o/(t)dt

Por lo tanto, /? - da es independiente de la curva en D.
Jc
|

Condiciones necesarias y suficientes para la existencia de la independencia del
camino

Teorema 4.6

Dado el campo vectorial ? : D c R? — R? cuyas primeras derivadas parciales
son continuas en una region abierta y conexa D, y sea C una curva suave por
partes contenida en D. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ? es conservativo, es decir existe una funcién potencial f definida en D
tal que ? =Vf.

2. Laintegral de linea de /? - da es independiente del la curva en D.
Je

3. Laintegral de linea de ? alrededor de toda curva cerrada regular a trozos
contenida en D, es igual a cero, es decir,

}é?-dazo

Observe que el Teorema 4.6 explica que un campo conservativo se caracteriza
por la existencia de una funcién potencial, o bien, de modo equivalente, por el hecho
de que la integral del campo a lo largo de un camino dependa so6lo de los extremos de
este Ultimo, o bien, por que la integral del campo sobre cualquier camino cerrado sea
cero.
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Ejemplo 4.34

Consideremos el campo vectorial ? (z,y) = (z,zy) y la familia de curvas cerra-
das:
Cr:ay(t) = (rcost,rsent), 0 <t <2m,r>0.

Veamos que la integral de linea de ? alrededor de C, es cero,

Solucioén.

>£ Fodoy= [ B (1)) ol (£)dt
fc,. Jo

27
= 7 (rcost,rsent) - (—rsent,rcost)dt
40

2m
= / (rcost,r?sent.cost) - (—rsent,rcost)dt
0

27
= / (—7‘2 costsent + r° sent cos> t) dt = 0.
0

Sin embargo, de acuerdo al teorema 4.3, el campo vectorial no es conservativo, ya que
para P (z,y) = xy Q (x,y) = xy se tiene que

0 )
fQ:y#OZf

Ox oy’
O

Observacion 10 Debemos percatarnos que no es suficiente que la integral de linea
sea cero para una curva cerrada, si no que adicionalmente, F' debe ser conservativo
sobre la regiéon D.

Ejemplo 4.35

Calcule ?da , donde ? (z,y,2) = (m2 +axy’+ 2y’ Pzt y+ 22)
Je
y la curva C es parametrizada por

a (t) = (cos® tsent,sen®tcost, cost) , t € [0,2n].

Solucioén.
Del campo vectorial se tiene que

P=o’4a2’+2,Q=ys’+1*+2y R=a+y+ 2%
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Calculamos las derivadas parciales requeridas por el teorema 4.4

oP ., 9Q oP | ok 0Q _ _oR
oy V=58 oz Bz oy’

luego, en virtud de (4.19) se concluye que ? es conservativo.
Ademas, notemos que « (0) = (0,0,1) = a/(27), entonces la curva C es cerrada

y en consecuencia
(ﬁ? ~da=0
AC

en razén del numeral 3 del teorema 4.6.

Ejemplo 4.36

ydx — xdy

Calcule el valor de la integral / > 5 donde C es la curva descrita por la
c Tty

funcion vectorial « () = (cos?’.t, sen’t),0 <t < /2.

Solucion.
El campo vectorial es

D= (i) = (PQ).

cuyo dominio es D = R? — {(0,0)} . Ademas

}
Q (a: +y ) x) (2x) B 2 — g2
(x

or

2+y) (22 +y2)*

oP (e +y*) (1) —y2y) 2% —y?
dy @+ (@)’
Sin embargo, como D no es simplemente conexo, no se cumple el teorema 4.3, es
decir, el campo vectorial 7 no es conservativo.
Si elegimos cualquier otra curva, por ejemplo, consideremos el arco

C1: B (t) = (cost,sent) , 0 <t <m/2,

se tiene

/ydx—xdy_/ ydr — xdy /”/2 sent(—sent)—cost(cost)dt
c 24y Jo, 2r+y? cos2t + sen? ¢

/2
=— / dt = —m/2.
40
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d

@ Notemos que los teoremas 4.4 y 4.5 se cumplen solo para una clase especial
de region D, y es aquella que debe ser simplemente conexa.

Calculo de integrales de linea construyendo la funcion potencial

Si un campo vectorial ? es un gradiente en un dominio D, entonces, para calcular
la integral de linea /? - dav, se puede considerar la curva mas conveniente en D que

JC .
una los extremos de C. Otra forma es construir una funcién potencial f , y con ella
sabemos como calcular la integral de linea.

Ejemplo 4.37

Calcule /? -da , donde F (z,y) = (2ye** 4y, €2 + 3zy?) y la curva C es
Je

cualquier curva que va del punto (4, 3) hasta el punto (1, —3).

Solucion. op
Para P = 2ye?® 41 se tiene 50 2¢%% 4342, en tanto que para Q = e%* + 3zy?
Y

0 : I .
se verifica que 99 = 2¢%* 4 3y entonces ? es conservativo. Esto significa que existe
una funcién f(x,y) tal que

%:P:ZyezxwLy?’

af o0

?=Vf<:>(P,Q>=(8j:,8§><:> 5
JZQ:eQZ_i_&ryQ
dy

Integrando la primera relacién, respecto a x, obtenemos

f(z,y) = / (2ye* + y?) dz = ye* + 2y + C (y)

Ahora, derivando respecto a y y usando la segunda relacién,

of _

gy =€ I HC W) =T+ 30y’ = Oy = 0= Cly) = K

Luego f (z,y) = ye** + 2° + K.
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Finalmente

/?oda: /Vfod@’: y62z+xy3+K}
Je Je (43)

=3¢ - 21+ K — (3¢* +4(27) + K)
= —3¢? — 3¢® — 135 ~ —9100. 04.

(1>_3)

Ejemplo 4.38

2
Evalué / (2zlny —yz)dx + <$ = xz) dy — xydz, sobre la curva
JC Y

C:a(t)= <t2, 1+ sen (%t) ,etL%) , tel0,2].

Solucion.
Notemos que « (0) = A(0,1,1) y « (1) = B (4,2,1).

Para
2

P=2xlny—yz, sz——xz y R=—xy,
Y
se cumple que

0Q 22  OP 9P  OR _9Q  0OR

Oy N oy’ 0z Y=z Y 9. 7

En consecuencia, el campo ? es conservativo y, por ende, existe una funcién f(z,y)
tal que ? = Vf, es decir

gzP:ZElny—yz
ox
. (s orasy ) o
?_Vf@(P’Q’R)_<8x’8y’8z>® @*Q*Z—xz
of o
E_R_ Ty

Integrando la primera relacién, respecto de x, obtenemos

flay,z) = /(leny—yZ)dfc =a2’Iny —ayz + C (y,2)
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Enseguida, derivamos f respecto de y, y usamos la segunda relacién, para obtener:

af 22 aC 22

de donde C (y,z) = K (2),y asi f (z,y,2) = 22 Iny — 2yz + K (2).
Luego, derivamos f respecto de z, y usamos la tercera relacion

%(w,y,z)ZO—xy—l—K'(z):R:—xy:>K'(z):0:>K(z):C.

De esta manera tenemos la funcion potencial
flz,y,2) =2*Iny — zyz + C.

Finalmente

(4,2,1)
/de+Qdy+Rdz = /Vf~da: ?Iny —azyz+ C
Je e (0,1,1)

=161n2 — 8 =~ 3.09.

Ejemplo 4.39

Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
il (x,y,2) = (yze™, xze™ — z,™ —y + 3)

para trasladar una particula a lo largo de la curva C cuya parametrizacién es
B:[0,1] — R? definida por

B(t)=(In(¢> —t+1),t* +5t> — 3t> — 2t,3t + sen (> + 3> — 4t))

Solucién.
Sean P = yze™, Q =uxze™ —z, R =¢e"Y —y+ 3entonces
oQ oy oy OP 0P wy  OR0Q oy OR
_— = = — _— = = — —_— = — ]_ = —
ar ¢ +ayze Ay’ Oz ue dr’ 8z ¢ Ay

De lo anterior sigue que ? = (P,Q, R) es un campo vectorial conservativo; por lo
tanto, existe la funcion '

f(zyy,2) =ze™ —yz+32+k

"debe verificar que f es la funcién potencial del campo ?
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tal que

/de+Qdy+Rdz: /1Vf(x,y,z)-dﬂzf(O,l,B)—f(O,O,O) _3
JC 40

O
Ejemplo 4.40
Calcule / (32% + 22 + y?) dz + (2zy + y3) dy , donde C es cualquier curva re-
Je
gular que va de 4 (0,0) a B (1,1).
Solucién. 5 op
Como F (z,9) = (P,Q) = (3 + 20 + 42 22y + %) y afg =2y = &~ enton
Y
ces ? es conservativo, entonces existe f tal que 7 = V f, de donde
2 of of of ,_of
= P = (=L =L pP=L .
@ =1 @) P = (L) o p= =%

Hallamos la funcién potencial f

of _

3 —P=3x2+2x—|—y2:>f(w,y):/(3x2+2x—|—y2)daj=$3+x2+y2x+0(y)
x .

Asi f (x,y) = 23 + 22 + 3%z + C (y). Enseguida derivamos f respecto a y

of yt

gy 0TIt OW=0=2y+y’ =)=y’ >0 =7 +K
Luego
4
f(m,y)=$3+m2+y2x+yz+[(.

Finalmente, como ? = (P,Q) = Vf, entonces

4
/Pda:—i—Qdy: /Vf~da: f(x,y)|f: <x3+x2+y2x+y4+K) \Eéé;
Je Je 7

1 13
=(1+1+1+4+K>—(0+K):4.
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Ejemplo 4.41

Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas ?(m,y,z) =
(2zyz, 2?2, 2y) para trasladar una particula que se mueve a lo largo de la curva

C:alt)= (tQ,sen (%t) ,etz_t) ,0<t <2

Solucioén.
Sean A = a(0) = (0,0,1), B=«a(2) = (4,1,¢%). Como P = 2zyz, Q = z%z,
R = z2y entonces tenemos que

Q_, _OP OR_, 0P OR_ ,_ 0Q

— = — — =2 —_— = =
ox oy’ Oz AN oy * 0z

por lo tanto ? es conservativo, es decir, existe f talque Vf = ? = (P,Q,R) lo
que equivale a

of

—8I—P—2xyz
af 9
@—Q—Z’Z
af 9

integrando respecto de z, en la primera relacién, obtenemos

f(z,y,2) = /nyzdw =2%yz + C (y,2)

Luego derivamos f respecto a y y de la segunda relacién se tiene

of

aC oC

dy
Entonces f (z,y,2) = z?yz + Oy (z). Derivamos f respecto a z y de la tercera
relacion se tiene que 5 (z,y,2) =2%y+C) (2) = 2%y = O} (2) =0 = O (2) = K.
z
Por lo tanto f (,y, 2) = 2yz + K, y finalmente

— 62
W= /?.da: (a2 + K)[52l0) = 16¢2 + K — (04 K) = 16¢2
I 0,
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Ejemplo 4.42

Calcule /?da,donde?(m,y,z) = (®+ 2y’ + 2,y22 + y* + 2,z + y + 2?)
@

y la curva C es parametrizada por a (t) = (cos®¢sent,sen®tcost, cos t), t e
[0, 27].

Solucion.
SeaP=a+ay’+2 Q=yx®>+y>+2 R=x+y+ 2> Como
0P _,. Q9P| _O0R 0Q_, OR
Ay ox’ Oz oxr’ Oz Ay

luego, ? es conservativo, es decir, existe f tal que Vf = ? = (P,Q,R) y como
A=a(0)=(0,0,1) = B = «(27) entonces la curva es cerrada y

9)(? da = f(B) — f (A) = 0.

Ejemplo 4.43

2 .’E3

Si el campo vectorial ? (z,y,2) = (a, byz,y? — ) es conservativo en la
z

22
regién donde z > 0.
1. Determine los valores de las constantes a y b.

2. SeaC larecta desde (1,2, 1) hasta (2,2, 2). Evalle /? -da.
Je

Solucién.
(a) El campo vectorial es conservativo si:
oP 0Q OR 322 > 0P OR Q)
7:0 -, i—iz—a—zi’ 7:2y:by: _—
Ay dx’ Oz 22 22 027 Oy 0z

de dondea=3yb=2.

3
(b) Podemos verificar que la funcion potencial de F es f(x,y,2) = % +y?2+C,
donde C' es una constante, y

/?-dazf(z,z,z)—f@,m):4+8—1_4:7.
4 C
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Ejemplo 4.44

Dado el campo vectorial

?(a: Y,2) = ( 2637 4 axy?®, 2zyed® + 3222, baye 3Z)

1. ¢Paraqué valoresde aybes ? conservativo?.

2. Tomando los valores de a y b de la parte (a) encontrar la funcién potencial
para

3. Calcule el trabajo para trasladar una particula sobre el campo vectorial ?
donde C es la curva cuya parametrizacion es a (t) = (e*,e %, In (1 +t)),
te[0,1]y ? es como arriba con los valores determinados en la parte (a).

Solucion.
(@) Sea P = y?e% + axy?, Q = 2zye®® + 32%y%, R = bxy?e3?. Entonces, ? es
conservativo si

P . )
or = 2ye* + 3axy?® = 2ye** + 6xy? = oQ S a=2,
dy ox
oP 9 3 2,3 OR
_—= z = b z = —_— b =
92 =3y’e ye B & 3
Y OR
a—Q—6xye = 2bxye a—y@b:L’)
Luego

?(x y,z) = (y 2637 4 2043, 20ye® + 3222, 3xy’e dZ)

(b) La funcién potencial es f (x,y, z) = zy?e3* + 223> (verificar).
(c) El trabajo solicitado es

./C?.da— xy2632+xy)](110) Hn2) _

=8+e)—(14+1)=e+6.
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4.3.2. Problemas propuestos

4.27 Calcule | F -da , donde 7 (z,y) = (z* +y,2z + y) y lacurva C es la parabola
Je
y = 22 desde el punto (0,0) hasta el punto (1,1)

4.28 Evalle la integral de linea / F. da del campo vectorial ?(x, y) = (2%, —y)
fc
alo largo de z%(z — 2) = —3y, desde el punto (2, 0) hasta (—1,1).

4.29 Determine /? -da , donde F (z,y,2) = (y* — 2*,2yz, —a*) y la curva C es
Je
parametrizada por a (t) = (¢,¢,¢%),si0 <t < 1.

4.30 Evalle la integral de linea del campo vectorial ?(m,y) = (22%y, —4zy?) a lo
~ ~ ™
largode C' : 5(t) = (cost + tsent)i — (sent — tcost)j con 0 < ¢t < 3

4.31 Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F (z,y,2) = (22,9%, 2?)
para mover una particula a lo largo de la curva

C:{ 2?4+ yP =2z

z =1y

desde el origen hasta el punto (2,2, 4).

4.32 Evalte la integral de linea / ? - da. del campo vectorial
Jc

? x,Y,z2) = y—a?Z,Z—:(/Q,JI—ZQ
(x,9,2)

alolargode C: a(t) = (t,t*,¢) desde el punto (0, 0,0) hasta el punto (1,1,1).

dz +d
4.33 Calcule Séu si C es el cuadrado de vértices A (1,0), B(0,1), C'(—1,0)y

Jelz|+ lyl
D (0,—1), orientada en sentido antihorario.

4.34 Evalle la integral de linea del campo vectorial ?(a:, y,z) = (2,2y,2zx) alolargo
20 — 2y 4+ 2z =2
P42t =4

visto desde el eje X.

del arco C : , en el primer octante, orientado en sentido antihorario

4.35 Evalle /yd:c + zdy + zdz, donde C : a (t) = (¢,¢%, %), t € [0,1]
JC
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4.36 Calcule laintegral de linea / x cos ydx + 2 sen ydy, donde C' es el segmento de

Jo
recta orientado desde (—1,2) hasta (—2,5).

4.37 Evalue / senydz + (3 + x cosy) dy, donde
Je

C:a(t)= <2 sen <7;t) cos (Wt),arcsent) , te0,1].
4.38 Calcule la integral de linea
/C4xy3dm — 2222 dy + xyzdz,
donde C : v (t) = (¢,t%,t3) ;¢ € [0,2].

4.39 Sea f (z,y,2) = 2%y +1° + 222. Calcule /Vf -da, donde C es el segmento de
Je
recta que une los puntos A (0,1,2) y B(2,3,1).

4.40 Calcule la integral de linea

/ e’ cosydr + xzdy — zdz,
Jo
v =a
donde C': 2 2 , , desde el origen hasta el punto (1,1, /2).
T Y- =z

4.41 Calcule la integral de linea /(2xy3 +yz)dz + (322y? + x2)dy + zydz donde C

Je
es un camino cuyo punto inicial es A = (0,0,0) y cuyo punto finales B = (1,1,1) y
a(t)=(tP,t9,2");t € [0,1], p,q,r € N es la parametrizacién de C.

4.42 Para cada una de las curvas C' que se muestra en la figura adjunta, calcule el

trabajo que realiza la fuerza F(z,y,z) = —227 + :cj + yk para mover una particula,
sobre la curva C.

4.43 Calcule el trabajo que realiza la fuerza ? (z,y,2) = (;, g,ln (xy)); xz,y > 0,

al mover una particula a lo largo de la curva

1
C:alt)= (1+t2,t2+t+1 t) €[-1,1].
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(b) C=CuUCUCs

4.44 Calcule el trabajo que realiza la fuerza F(z,y, z) = (22,y? + 22, z) para mover
2
y =

, desde el origen hasta el punto
22y =22 g P

una particula, sobre la curva C' :
(1,1,v2).
4.45 Calcule 357 - da, donde
Jc
?(x,y,z) = (51”2 +ay’ + z,y2” + o7 +Z,$+y+z2)
y la curva C es parametrizada por « (t) = (cos3 tsent,sen®tcost, cos t) ,t €10,2n].

4.46 Para cada una de las curvas C' que se muestra en la figura adjunta, calcule el
trabajo que realiza la fuerza F(x,y) = (v — y%,2? — xy) para mover una particula,
sobre la curva C desde el punto A hasta el puto B.

B(-2,2) ¥

y+2z=-2
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4.47 Calcule vylg?.da, Si
4C
? (z,y,2) = (23@6?’27 2352yey2 + sen? z, y sen 22)

yC: x2+y2+z2:1.
r+y+z=1

4.48 En cada caso, verifique que el campo vectorial dado es conservativo y luego
determine una de sus funciones potenciales.

a) ?(x,y) = (y+4z+43,2—9?%).

Y 6 4
c)?xy, (y +3z272,12yx72,6zx7y+1).
d) ? (z,y,2) = (1 + 62%y,22% + €Y cos 2,2 — e¥sen z) .

4.49 Sea ? (z,y,2) = (azy + 2, z2, bx + 2z) .
a) ¢Para qué valoresde aybes ? conservativo?
b) Usando los valores de a y b de la parte (a), calcule la funcién potencial f.

c¢) Calcular /? -da, donde C es la curva desde (2,0, 1) hasta (0,2,5) la cual es la
c

interseccion (en el primer octante) de el paraboloide z = (x — 1)2 +12,y el plano
z = 25x.

4.50 Use el teorema fundamental de la integal de linea para calcular /? - da, en

cada uno de los casos.

=2
a) ?(x,y,z) = (6y2 +322 —2,12yx — 2,622 —y + 1) donde C : { 32;+ y2
i+ 22 =4
en el primer octante, con orientacion horaria vista desde el eje Y.
7 2 3 y=w
b) F(z,y,2) = (1+6x%y,22%+ €Y cosz,2 — e¥senz) donde C : 4o 42
z=4—-x

en el primer octante, con orientacion anthoraria vista desde el eje X.

4.51 Dado el campo vectorial F (z,y,2) = (azdy?z, 2% + batyz, 3yz* — a'y?) con-
servativo.
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a) Calcule los valores de las constantes a y b.

b) Tomando los valores de a y b de la parte (a) encontrar la funcién potencial para

c¢) Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza ? para mover una particula a
lo largo de la curva C la cual es la interseccion del paraboloide z = (x — 1)2 +12,
con el plano z = 2z.

Y

6 4
4.52 Dada la integral / (x + x4> dx + (1 +Inz — y3> dy donde C es una curva

C
que no intersecta a los ejes coordenados y que va desde el punto (—1, 2) hasta el punto

(—5,3).

a) Demuestre que la integral de linea es independiente de la curva C.

b) Calcule el valor de la integral.
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44 Teorema de Green

El teorema de Green relaciona una integral de linea a lo largo de una curva cerra-
da C en el plano R?, con una integral doble sobre la regién D encerrada por C.
Usaremos la notacion 0D = C para indicar que la frontera de D es la curva C.

Definicion 4.9 [Curva de Jordan]

Una curva de Jordan, es una curva cerrada en el plano que no se corta asi
misma.

Podemos redefinir la nocién de region D simplemente conexa usando curvas de
Jordan.
Definicion 4.10 [Region simplemente conexa]

Una region es simplemente conexa si es conexa y el interior de toda curva de
Jordan C contenida en D esta también contenida en D.

Teorema 4.7 [Teorema de Green]

Sea D una regién simplemente conexa en el plano XY con frontera C suave por
partes y orientada positivamente. Si las componentes P y () del campo vectorial
tienen derivadas parciales continuas sobre la region D. Entonces

35? da_ygpdxﬂgdy_ /[ <6§—8P>dA

Prueba 4.4 Por simplicidad, suponemos que la regién
D={(z,y) eR*:a<ax<bg(x)<y<f(x)},

donde f y g son funciones continuas.
Descomponemos C = C; + C2 + C3 + C4, tal como se ve en la figura 4.24 (b).
Por el teorema de Fubini podemos evaluar la integral doble como una integral
iterada y después usar el teorema fundamental del calculo. Asi demostraremos que

b rf(z)
{ﬁPd:ﬂ+Qdy: / / (ZQZP) dA
4C Ja Jg(x) x Y
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2 | y=em
X i | x
\_/\// a b
(e) ®

Figura 4.24: Teorema de Green

lo que equivale demostrar:

1@ gp b aQ
Pdz = — / / —-dydz 'y %Qdy = / / B 0YaT
>é Ja Jg(x) a e Ja Jg(x) Oz

Probaremos la primera igualdad

,//Daa];df“‘./ab_/g(f:)a];dydw—/:[ (x.f (2) = P (w9 (x))] du

Si escribimos
Ciia(@)=(z,g() y —C3:8(x)=(2,f(x)), a<z<b

entonces tendremos que

>£:?§ de—i—?g Pd:r—&-?g Pda:—i—?é Pdx
4C JCy JCo +C3 JCy

:?gPdmﬂ—?gde— de~|—?éPda:
JC1 Co Cy

—./abP(xg dx+0—/bP ) dz + 0
:_[/bp /bp }
/ OF 14
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donde hemos usado el hecho de que = es constante en Cs y Cy.

Ejemplo 4.45

Calcule
V)ﬁdea: + baydy,
4C

donde C es la frontera de la regién sombreada de la figura 4.25.

Figura 4.25: Region D del ejemplo 4.45

Solucion.

P
ComoP(a:,y):yQyQ(:r,y):Sxyentonces@—a—:5y—2y:3y. Asi
or Oy
%Pda:—&—@dy = // (aQ—aP>dA://3ydA
Je dr Oy M
2 s
= 0do | dr = 3r? | —cosf | )d
[ (32 [Csenvan)ar= [ (302 [-coso ") ar
2 2
/ 2(14+ 1)) dr = 27| =14,
1 1
O
Ejemplo 4.46

Usando el teorema de Green, evalu e la integral de linea

3
>£ arctan (| —— —3y+5)dz+ $2+5x+7+e’”—e(yz+3)+w dy
fe xc+3 7

donde C es la frontera, orientada en sentido antihorario, de la regién D de la
figura 4.26.
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Figura 4.26: Region del ejemplo 4.46

Solucion.
Para
3
P (z,y) = arctan (2+3> F3y+5y Qz,y) =+ 5z + T+ —ev*+3) . 25V
x Y

se tiene, respectivamente,

oQ
7:2 r _— =
e r+5+e’y 3y

3.
Por otro lado, se tiene la representacion analitica de la regién, es decir,
D={:1<y<3A6-—2y<z<10-2y}.

En seguida, modelamos y calculamos la integral de linea.

%deJery = /[ <(89(j — 25) dA = ./13 (/61:% (22 +2+€") dm) dy
D

3 3
- / (0 + 20+ €7) |y, dy = / (72 — 16y + €'07% — 5-2) dy
J1 J1

1 1 5 161
72y — 8y* — —e'07 4 66_2y> =_e®—et+ —
( 2 2 L2 2

Ejemplo 4.47

Aplique el teorema de Green, para calcular el trabajo que realiza el campo de
fuerza

F(2,y) = (Sen (2% +3) — 3y +5, e+ In(Jy|) + 2z + 7)

para trasladar una particula a lo largo de la curva cerrada C, que es la frontera
de la regi6n encerrada por las curvas: x =y + 1, = 3 — 2.
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Solucioén.
Como P = sen (2% +3) —3y+5y Q = ¥ ! +In (|y|) + 2 + 7 entonces
e) oP
ooy =3
oz y oy

Interseccion de las curvas:

r=y+1=3-y=y*+y-2=0=(y+2)(y—1)=0

de donde siguequey = —2o0y = 1.

-1
(1, -2%
) -2

Figura 4.27: Region D

luego D = {(z,y): —2<y <1Ay+1<az<3—y’}yporelteoremade Green

%Pd:mLQdy:.//D (gig— ?91;) olA:./_l2 (_/yilyQ 5d:c) dy

1
=5/2(2—y2—y)dy
1
:5<9>:45.
» 2) =2

1 1

Ejemplo 4.48

Calcule )5? - do , donde F (z,y) = (e¥,z+y) y C es el tridngulo de vértices
fe
A (L 0): B (0) 1) y C (_13 0)

Solucioén.
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P =¢Y, @Q = x+ vy, aplicando el teorema de Green, obtenemos

ﬁé?da:)éjpdx—f—Qdy:.//D (gfg—g]D dA
_ /1 (/1y(1—ey)dy> dx:Q./Ol (./0136(1—611)@) da

1
2/ —eylrdm—Q/ (1-z—e""—=(0-1))dz
0 Jo

22 !
2z —¢l I)dx:2(2x—2+elm>

2{(2—“) (O—O—&—e)} —5—2¢

Otra forma, es calcular

}é?-da_jé?~do¢+5‘é?-da+.c?-da

1

I
o
S,

0

donde Cy :x+y=1,Cy: —x+y =1y C5:y = 0. Ver lafigura 4.18 de este capitulo.
O

Ejemplo 4.49

Aplicando el teorema de Green, calcule la integral de linea

35 (z + 2y + arctan x) dx + (1‘2 + In (y2 4F 3)) dy,
4C

donde
=4 — o2
C: (EQ
= 1 - —
Y 1
Solucion.

0
Como P (z,y) = z+2y+arctanzy Q (v, y) = x>+In (y2 + 3) entonces a—g =2z

y — = 2, respectivamente.
dy
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Luego, aplicando el teorema de Green tenemos

2 4—z?
%PdaerQdy: // <(‘3Q@P) dA:/ / (22 —2)dy | dx
fe Mp\ oz Oy Jo2 \J1-=2
2 2 2
/ (2x—2)<4—x2—1+m)dx:/ (—3x3+3x2+6x—6>dx
J—=2 4 J_2 2 2

2
_ /(3902_6)@:—16
Jo \2

/12

Figura 4.28: Region D

O
Ejemplo 4.50
Usando el teorema de Green, calcule
2 1 1
ﬁé (:v2j—2 - ny4 + 3) dz + <4x4y — cos (y3 +2) —In(e¥ +2) + 8) dy,
donde C es la frontera, orientada en sentido antihorario, de la regién
D:{(:U,y)ERZ:—3§x2—y2§3/\1§acy§4}
de la siguiente figura
Solucién. 9 1 !
_ x 4 _ L4 3
Como P = poas i +3yQ = i y —cos (y* +2) —In(e¥ +2) + 8
entonces
Q opP 0Q 0
——=—wy’, - =ayy o — — =2yt ay’ =wy (¥ + 7).

oz Oy or Oy
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Figura 4.29: Region D

Sea u = 22 — y%, v = xy entonces

Ow,v) _| 3z oy 2 =2 2, 2
J = = x Y == — 2

Luego, aplicando el teorema de Green, obtenemos

v)ﬁde—Iery—//(ax—ay)dA //xyw+y dA

- // F (@ (u,0) g (u,0)) 17 (u,0)| dA

1
// x +y +y)dudv
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4.4.1. Problemas propuestos

4.53 Utilice el teorema de Green, para calcular la integral
>£ (2xy +9% —ze® +1In ‘3 + a:2| — 5y) dx + (w2 —3x+y+ arctany) dy,
fe

donde C es la frontera, en sentido antihorario, de la regién comprendida entre las cur-

vasiy =z, y = x° — .

4.54 Sea C el arco de la curva dada por la ecuacién x = /4 — 42, que va desde el
punto A(v/3,1) hasta el punto B(v/3, —1). Use el Teorema de Green para calcular la
integral de linea

Y
/C arctan (;) dxr +1n (x2 + y2) dy.

4.55 Usando el teorema de Green, calcule>£ (eseny — my)dzx + (e* cosy —m) dy,
Je
donde C : 2% + 4% =22,y > 0.

4.56 Considere C' la curva que es la frontera de la region R limitada por 22 + % = 1,
y=—xyx=uy,paray > 0. Calcule la siguiente integral de linea

/ (—16y + sen () dz + (4¢¥ + 32%) dy.
JC

4.57 Usando el teorema de Green, calcule

z/y z/y
>£ (e + yexy> dr + <xemy — m€2 +e Va4 2:J:y> dy
e ) Y

siendo C la frontera ( orientada positivamente) de la regién comprendida entre las gra-
ficasde y = 22,y = 1.

4.58 Calcule la siguiente integral
134
4/ (zy + 22y) do + <4+x2+x+4y> dy,
Jo

donde la curva C, que es descrita por 72 + 4y? = 4y |z| + |y| = 1, cerrada y orientada
positivamente.

4.59 Sea el rectangulo limitado porx = 0, x = a,y =0,y = b,dondea > 0,b > 0
son tales que ab = 4. Calcule a y b de manera que

%e*ﬁy (1 —22%y) dz + 2 (1 - e*””Qy) dy =1
4C
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4.60 Calcule
/ (2953 - y) de + (2z + y?’ecosy) dy
JC

siendo C' el contorno de la regién entre las curvas x> + 3> = 25 orientada en sentido
antihorario y 2 + 43> = 4 orientada en sentido horario.

4.61 Aplicando el teorema de Green, calcule la integral de linea

{ﬁ\/aﬂ +y2dx +y [wy+ln (x—l— x2+y2>} dy,
fe

donde C es la curva cerrada, que es la frontera de la regién

4.62 Por medio del teorema de Green, calcular / (223 — y3) dz + (z® + y*) dy, don-

Jo
de C es la frontera del anillo circular {(z,y) /1 < 2? +y* <4}

4.63 Usando el teorema de Green, calcule

2 3

Yy Yy 2 yxr
M Y @41 ) de 1+x2+>d
%(\/14-1:2 2 ( )> ( 3 Y

siendo C la frontera (orientada positivamente) de la regién comprendida entre la grafica
de las pardbolas Py : y = 22y Py : & = 3>

4.64 En la figura adjunta se muestra una placa construida
con un material homogéneo de densidad 4, 75 gramos
por centimetro cuadrado, ubicada en un plano carte-
siano cuyas unidades estan en centimetros. si los bor-
des de la placa estan representados por las curvas
a(t) = (cost — cos(2t),sent); t € [0,27]y |z| + |y|,
determine la masa total de la placa.
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4.65 Usando el teorema de Green, calcule el area de la regién acotada por la curva C,
cuya parametrizacion es

. -1 _e 1 .
el segmento que une el origen con el punto A (”%, %) y el eje X.

4.66 Sea C el arco de la curva dada por la ecuacién = = y? — 3y, que va desde el
punto A (0, 3) hasta el punto B (4, —1). Use el Teorema de Green para calcular

/ (2y +y?) dx + (8 + 2yz) dy.
JC

4.67 Use unaintegral de linea para hallar el area de la regién acotada por las graficas
de:y=2r+1ley=4— a2

4.68 Calcule la integral de linea / (—y*+ 6tan? (2z)) do + (22 — 2yx) dy a lo largo
Jo

de la curva C' de orientacién antihoraria, donde C' es la frontera de la region limitada

por las curvas de ecuaciones y = 1 + tan (%) ;y = —2? + 3y o = —1.

4.69 En la imagen adjunta se muestra la regiéon D del
plano XY. SiC es la frontera de la regi6on D orien-
tada positivamente, calcule la integral de linea

<

/ a2y dx — xyey2 dy.
Je

4.70 Calcule la integral de linea / (8y — y*senz) dz + (2* + 2y cosz) dy a lo largo

de la curva C' de orientacién antihoraria, donde C' es la frontera de la region limitada
por las curvas de ecuaciones y = cosx ;x = /1 —y2yy = —1.

4.71 Calcule /ﬁ-dd’, donde
Jc

?(CC,Z,I) = < : yey2 +-T> s

(22 + eyz) — Y (:E2 + eyz)

y C es el borde de la regién comprendida por las curvas 22 —y+1 =0y 22 —2y+6 = 0,
recorrida en sentido antihorario.
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4.72 Sea C el contorno, orientado positivamente, de un tridngulo en el plano XY
Demuestre que el valor de la integral / (267”3;2 + 6) dx+ (62 + 4ye™) dy depende sblo

L ie;
del area de la region triangular encerrada por C'.

4.73 Se define la regién
D={(z,y) eR*/z <3 -2 Ny>0Az >y}

del plano XY ubicada en el primer cuadrante. Si ?(x, y) = (M(x,y); N(z,y)) es un
campo vectorial de clase C'! en todo R? tal que, para todo (x, %) € R?, satisface

or Oy
entonces calcule el trabajo que realiza el campo F' para mover, por Unica vez, una
particula a lo largo de toda la frontera de la regién D.

4.74 Sea C'la curva cerrada mostrada en la figura adjunta.
En cada caso, use el teorema de Green para calcular " B(0.9:1.62)
la siguiente integral de linea

/ (2zy? — 32%y) dz + (y2* — 2°) dy
Jo

4.75 Sean, el campo vectorial
F (z,y) = (—4wy —2,-22% +

y? + 1> ’
definido para todo (z,y) € R?, y la curva C
que va desde el punto .J (0, —6) hasta el punto
A (—3,3).LacurvaC esta formada por la unién
de nueve segmentos de recta con la orientacion
mostrada en la figura adjunta.

Use el teorema de Green para calcular a inte-

gral de linea /F~da.
Jc
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4.76 Sea C'la curva cerrada mostrada en la figura adjunta.
En cada caso, use el teorema de Green para calcular Y .
la siguiente integral de linea P& 1) =

¥ = x?

/ (2zy? — 32%y) dz + (y2* — 2°) dy
Jo

(%]

4.77 Laregion D esta limitado por las curvas y = 0, 22 + y? = 4y 22 4+ ¢ = 2y. Si
(z,y) = (M(z,y); N(x,y)) es un campo vectorial que, para todo (z,y) € R?, es de

clase C' y satisface
ON OM
— = — +1In(y*+27),
ox dy (y )
entonces calcule el trabajo que realiza el campo F' para mover, por Unica vez, una
particula a lo largo de toda la frontera de la regién D.

4.78 Sean u y v dos campos escalares con derivadas parciales primeras y segundas
continuas en un conjunto abierto conexo U del plano. Sea R una region de U limitada
por una curva C. Demostrar que

P d%u

a) ﬁéuvv (dz,dy) = // (uV% + Vu - Vv) dzdy, donde V2 — -~ i -
R

Oou  OJu Jdv  Ov
b) jéuvdx + uvdy = // [v <8x — 83/) +u <3x — ay)} dxdy
R



Integral de Superficie

Una integral de superficie es una generalizacion natural de la integral de linea
en la que la integracién se realiza sobre una superficie en el espacio tridimensional
en lugar de una curva. Estas integrales son importantes cuando se estudian temas
relacionados con medios continuos como los sélidos, fluidos o gases, asi como tépicos
que tratan con campos de fuerza, campos electromagnéticos o campos gravitacionales.

Aunque la mayor parte de nuestro trabajo se dedicara a ver cémo se pueden
calcular y para qué se utilizan, primero queremos indicar brevemente cémo se definen.
La integral superficie de la funcién continua f(x,y, z) sobre la superficie S se denota

por
/[S f (2,9,2)dS,

donde dS puede imaginarse como el area de una porcion infinitesimal de la superficie
S.

Iniciaremos el capitulo con el estudio de los procedimientos destinados a obtener
una parametrizacion de una superficie, de las que sélo nos interesaran las superficies
que son suaves por partes, es decir, aquellas que consisten en un namero finito de
piezas sobre las cuales hay un plano tangente que varia continuamente y que esta
asociado a un vector normal unitario que, a su vez, inducira una orientacion sobre
dicha superficie. Una vez terminado esto, en las secciones siguientes mostraremos el
célculo y las aplicaciones de estas integrales cuando la funcién a integrar sea un campo
escalar o vectorial.
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51 Superficies parametrizadas

Una integral de superficie es similar a una integral de linea, excepto que la integra-
cion se realiza sobre una superficie en lugar de un arco. En este sentido, las integrales
de superficie amplian nuestro estudio de las integrales de linea. Sin embargo, antes de
que podamos plantear y resolver una integral sobre una superficie, debemos considerar
la superficie en si misma.

Recuerde que para calcular una integral de linea de un campo escalar o vecto-
rial sobre el arco C, primero se requiere parametrizar C. Analogamente, para calcular
una integral de superficie sobre la superficie S, necesitamos parametrizar .S. Esto sig-
nifica que necesitamos un concepto funcional de superficie parametrizada o superficie
paramétrica, de la misma manera o de modo semejante al de curva parametrizada.

Definicion 5.1 [Parametrizacion de una superficie]

Una parametrizacién de la superficie S es la funcién continua

7: DCR® — R? .
(u,v) — ?(u,v)::E(u,v)_i>+y(u,v)7+z(u,v)k

La imagen 77 (D) = S, se denomina superficie descrita por 7.

Figura 5.1: Parametrizacion de una superficie
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De esta manera, podemos expresar la superficie en su forma paramétrica

Veamos algunas superficies cuadraticas conocidas con sus respectivas parame-
trizaciones.

@ El cilindro circular recto 22 + % = o

Una parametrizacion para esta superficie esta dada por
7(u,v) = (acosu,asenu,v); donde 0<u<2mw, —oo<v< 400

Pues se satisface 22 + y2 = a2 cos?u + a?sen®u = a?y v € R.
Y

Figura 5.2: Parametrizacion de un cilindro

2 2

En general, si tenemos el cilindro eliptico: — + ‘Z—Q = 1, entonces podemos
a

considerar la parametrizacion

7(u,v) = (acosu,bsenu,v); 0<u<2w, —o0<v<+00

@ La esfera 2 + y? + 22 = a2 con centro en (0,0, 0) y radio a.

Esta superficie tiene una parametrizacion definida por

7 (u,v) = (acosusenv,asenusenv,acosv);con0<wu<2m, 0<v <7
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(u,v)

0 2

]

-

Figura 5.3: Parametrizacion de una esfera

© El paraboloide circular z = 2% + 3.

Una parametrizacién queda definida por

7(u,v) = (vcosu7vsenu7v2) ;para0 < u < 2w, v >0

Como z2 4 y? = v% cos® u + v?sen®u = v? = 2.
oz 2ty . o
Para el paraboloide eliptico — = — + =l podemos utilizar la parametrizacion
C a

7 (u,v) = (au,bv, ¢ (u* +v?)).

) 2 a2 g2
QO El paraboloide hiperbdlico - = — — ..
c a? b2

Una parametrizacion queda definida por

T = au
P:q y=bv
ZZC(U,Q—’UQ)

@ La hoja del cono z = /22 + y2.

Para la hoja superior de un cono cuyo eje es el eje z, una parametrizacion es

7(u,v) = (vcosu,vsenu,v);para0 <u < 2m, v>0

Yaque /22 +y2 = VvZcos?u + v¥senu = Vo2 = v = 2.

En general, sean a, b, c nUmeros reales postivos, la ecuacion del cono eliptico es
2 2 2
Z_= v
2 a2 b2



Integral de Superficie 313

Considerando x = avcosu, y = bvsenu, z = cv, tenemos que

2 2 2

z x Y
—2:1)2:112 (C052u+sen2u) :vzcos2u+vzsen2u:—2+—
c a

B2
Por lo tanto, la parametrizacion es

7 (u,v) = (avcosu,busenu, cv) , 0 <u <21, —o00 < v < +00

O La superficie del plano P : ax + by + z = d.
Esta superficie tiene una parametrizacion definida por
r=1u

P y=vw :para cada (u,v) € R?
z=d—au—bv

@ La superficie de revolucién.

La ecuaciéon de una superficie de revolucién S, obtenida al rotar alrededor al eje
Z una curva que se encuentra en el plano X Z dada por

C:xz=f(z),con z € [a,b],

es dada por S : 22 + 32 = [f (2)]%.
Si z = f(v)cosu, y = f(v)senu, z = v, tenemos que 22 + 2 = [f (2)]%.

Luego una parametrizacién de S es

7 (u,v) = (f (v)cosu, f(v)senu,v); 0<u <21, a<v<b.

Observacion 11 A la funcion vectorial 7 la denominaremos representacion paramé-
trica de la superficie S. Notemos que una superficie puede tener mas de una represen-
tacion paramétrica.

5.1.1. Superficie como la grafica de una funcién de dos variables

La gréfica de una funcién también se le denomina la superficie S : z = f (x,y),
es decir
S =graf (f) = {(x,y,2) eR*: z = [ (2,9), (x,y) € D},

donde la parametrizacion es definida por

T@y) =ai +y] +f @y k., (ny) €D



314 Integral de Superficie

Luego, si
f: DCcR?>—=R
(z,y) = 2= f(z,9)
es una funcién continua en D, la grafica de f es denotada por graf (/) y es denominada
una superficie S, es decir,

S Py =21 +y] +f@y) k. (z.y)eD

superficie

= Fo) s

Figura 5.4: Superficie z = f(z,y)

Podemos cambiar los parametros x e y por u y v respectivamente, asi la superficie
S tiene parametrizacion

7(u,v):u7+v?+f(u,v)?, (u,v) € D

5.1.2. Producto vectorial fundamental area

Suponga que la superficie S C R? tiene una parametrizacion
_>
7 (u,0) =2 (u,0) T +y(w)J +2(w) K (uv) €D

que es uno a uno sobre el dominio D. Asumimos que 7 es continuamente dife-
renciables, es decir, las funciones z (u, v), y (u,v) y z (u, v) tienen derivadas parciales
continuas sobre D.

En el plano uv, podemos formar una cuadricua de rectas paralelas a los ejes coor-
denados. Estas rectas de cuadriculas corresponden, via 7, un sistema de curvas de
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cuadriculas sobre la superficie. Mas precisamente, las rectas verticales y horizontales
que pasan por P = (ug,vg) en el dominio corresponden a las curvas de cuadriculas
7 (u,v9) y 7 (u,v0) que se encuentran en S y se cortan en P.

Consideremos ahora los vectores tangentes a las curvas:
Para 7 (u, o)

T,(P) = 7u(ug,v0) = [Z (uo,v0)

Ox - 0 - 0z —
= G (w0.v0) T+ 57 (o, 00) T+ 5 (g, v0) K
y para 7 (ug,v)
0
T, (P) = 7, (up,v0) = e (u0,v0)
Ox — 0 — 0z —
= %(UOWO) i +%(UO,vo) J +%(UO,vo) k

La parametrizacion 7 se denomina regular en P si el siguiente producto vectorial
es diferente de cero

n (P) =7 (uo,v0) = Tu (o, vo) X 7y (ug, vo) = Ty, (P) x T, (P)

El vector N — N
i J k
_ d d
TuxTy=| % (uv) %(uo) 2 (u0)
ox

d d
v (u’ U) (‘TZ (uv U) 375 (ua v)
también se denomina producto vectorial fundamental de la superficie S, respecto

de la parametrizacion 7.
En particular, si la superficie es descrita por

S= {(:U7y7z) €ER?: 2= f(x,y),para (z,7) GD},

cuya parametrizacion es 7 (z,y) = (z,y, f (z,y)) entonces el producto vectorial
es

T %
0 - 0 - =
PaxTy=| 10 Ry =L enT-F@nT 7
0 1 %(w,y
y
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I

0wy

Figura 5.5: Vector normal

Definicion 5.2 [Vector normal unitario]

Diremos que N es el vector normal unitario a 9, si

Tux T
N=_S Y_ paracada P = 7 (u,v) de S
70 % 7l )
donde7u=@y7v:@.
ou dv

@ En lo que sigue, denotaremos el vector normal unitario por n = W =N.

Representacion geométrica del producto vectorial fundamental

Sea S una superficie regular generada por la funcién
%
7 (u,v) :x(u,v)?—i-y(u,v)?—i—z(u,v) k; (u,v) €D

y consideremos en D, el i-ésimo rectangulo D; de lados Aw; y Aw;.
En cada D; , sea (u;, v;) el punto mas cercano al origen. En el punto

(i Y, zi) = (2 (wiy vi) Y (wi, v:) 5 2 (w4, v3))

T 7T
de la superficie S construimos el plano tangente 7; de lados Auia— y Avia—.
(A (%

_>

El area de la porcién de S, A(S;) = 7 (D;) = AS, se puede aproximar por el
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area del paralelogramo del plano tangente, es decir,

_>
Area (7 (D;)) ~ AS; ~ AT, = HAWW x Avi%—r
v
o a7
= ' % X W Aulsz
Luego el areade S es
ZAS = @ ov H Au;Av;,
ou
es decir
dudv (5.1)

Observacion 12 Tengamos en cuenta que
@ Si S es la gréfica de la funcién f : D C R? — R, es decir,
S={(z,y,2) ER*: 2= f(x,y), con (z,y) € D}
entonces, como sabemos, S puede ser descrita por
T (wy) =27 +y] +f @y K

de donde se tiene

or ov _ of T 7
or oy oz " ay’

en consecuencia

o) = [ |57 07 = [ (20)"+ (32 52

@ Existe otra forma de expresar la formula del area de la superficie S : z = f (x,y).

El vector of of
— - =
—%(fﬂay)l 8y< y) J + k
n(z,y) = (5.3)

G ()

es llamado el vector normal unitario.

_>
Seay = v (z,y) el &ngulo entre n (x,y) y k segun la siguiente figura
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Figura 5.6: Angulo entre los vectores n 'y

Comon (z,y)y k = (0,0,1) son vectores unitarios, entonces por el angulo entre
dos vectores, obtenemos

cosy = M =n(x E
v In (z,9)|| H?H o
of of
(_ax (I,y) , —67 (il%y) ) 1) . (07 0. 1)

ERGR
() ()

De donde obtenemos que
AN
= — — 1
wre (50) 4 () +
Por lo tanto, el area de .S se puede escribir como

A(S) = .//D secydxdy.

© Si S es el conjunto de nivel de la funcién w = F' (z,y, z) correspondiente a un
valor ¢ entonces, suponiendo que F' satisface las condiciones del teorema de la

funcién implicita, existe una funcion f (x,y), talque F' (z,y, f (x,y)) = ¢, ademas
OF

of o, 0 oy

7(m7y):_37§' y 7(1:73/):_87
ox & y &
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En consecuencia, Sjuede ser descrlta mediante la funcién vectorial
_>
?(:c yy=xi +yj +f(z,y) k: y por lo tanto el area de S es

_ (55) +(5) +(%5)’
S) = .[/D ‘ dxdy

‘Bz

donde D = {(:C,y) ER?: F(x,y, f(x,y) = c}.
Ejemplo 5.1
Demuestre que el area de la superficie de la esfera de radio a es igual a 47a?.

Solucion.
La parametrizacion de la esfera es

7(u,v) = (acosusenv,asenusenv,acosv),con 0 <u<2r, 0<v <7

Entonces
o
e (u,v) = (—asenusenv,acosusenv,0)
u
y
o7
o (u,v) = (acosucosv,asenucosv, —asenwv)
v
luego
o7 o7 ) 2

B (u,v) x B (u,v) = (—a” cosusen® v, —a senusen” v, —a” cos vsenv)
u v

= —a®sen v (cos usen v, sen usen v, cos v)

= a%sen v\/0052 wsen? v + sen? usen? v + cos? v

v T
Hau (’LL,’U) X E (U,U)

= a®senvy/sen2 v (cos? u + sen2 v) + cos2 v = a®senw

I 27
dudv = / (/ a® sen vdu> dv
Jo \Jo

= 27ra2 / senvdv = 2ma® (—cosv)| = 2ma® (1 + 1)
Jo

Por lo tanto, el area de S es

= dna?



320 Integral de Superficie

Ejemplo 5.2

Calcule el area del toro, cuya parametrizacion es

x = (a+bcosv)cosu
S:q y=(a+bcosv)senu ,con 0 <u,v <27
z =bsenv

Solucioén.
Sea

7 (u,v) = ((a + beosv) cosu, (a + bcosv) senu, bsen v)

con0<u<2ry0<v <27
Etonces

Qv

e (u, v) = (= (a+ bcosv) senu, (a + bcosv) cosu, 0),
or
r (u,v) = (—bsenwv cos u, —bsen v senu, bcosv),
El producto vectorial de ambos vectores es igual a
or
B (u,v) x B (u,v) = (a+ bcoswv) (bcosucosv,bcosvsenu,bsenv)
u v

y el médulo de este vector, o sea H % (u,v) x %? (u, v)H, sigue de

= (a + beosv) Vb2 cos? ucos? v + b2 cos? usen? v + b2 sen? v

= (a + bcosv) by/cos? u (cos? v + sen?v) + sen2 v

= (a+bcosv)d

Por lo tanto, el area de S es

a—> a—>

2 27
dudv = b / </ (a+ bcosw) du) dv
40 40

= 27rb/ (a + beosv) dv = 27b (av + bsen v) |2 o = 2mb (2ma + 0)
Jo
= 47%ab
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Ejemplo 5.3

Determine el area de la superficie S de ecuaciéon z = z2 + y? que se encuentra
limitada por los planos z =1, 2 = 3, y = x y el plano = = 0.

Solucion. 5 5
Sea z = f (z,y) = ? + y? entonces or = 2z, or = 2y entonces
oz dy

2 2
A(S) = /[ of + of + ldady = // V4x? + 4y? + 1dxdy
MD O dy 4D
0=n/2 pr=V3 V3
= / / VAr? 4 1rdrdd = (g - %) / VAr? + rdr
40 Jr=1 J1

=m/4
—12 (g - %) (13v13 - 5v5) = 37 (13V13 - 5V5).
O
Ejemplo 5.4
Calcule el area de la superficie de la parte del paraboloide hiperbélico z = xy
que se encuentra en el interior del cilindro z2 + 2 = a?.
Solucioén.
La grafica de la porcién del paraboloide hiperbdlico z = xy se aprecia en la figura
5.7. 5 5
Sea S:z = f(z,y) = zy, entonces a—ij =y, 65 =x
Luego

A(S):[[D\/<g£>2+(gg)2+1dxdy:”/[l)\/mdmy
—/%(/amrdr)de—ﬂfam%dr
J0 J0 40

V| = 2 [(®+ 1) ~1]

—r (124 1) 3

3
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Figura 5.7: Grafica de la superficie del ejemplo 5.4

Ejemplo 5.5

Calcule el area de la porcién de la superficie esférica 2 4+ ¢ + 22 =4, 2 > 0
contenida en el cilindro 22 + y? = 2y.

Solucion.
Consideramos la parametrizacion

T = U COoSV
S:< y=wusenv ; 0<u<2senv, 0<v<m
z= (4—u2)1/2
es decir
— — —
?(u,v):ucosvi + usenv j +(4—u2)1/2 k; con 0 <u<2senv, 0<v<m
entonces
— — —
Ty (u,v) = cosv i +senv j S S
(4 —u2)/?
Y — T
Ty (u,v) = —usenv i +ucosvj +0k.
Ademas
or  or ucosv — w?senv — —
— = ux?v: +uk.

u " ov (4 — u2)/? P (4 — u2)'/? J
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Por lo tanto
2senv
du dv—/ / / ——=dudv
2ser1v T 2sen v
/ / /( 2udu)dv:f/ 2(47u2)l/20 dv
40

= -2 / (2cosv —2)dv = —4 (senv — 20)|§ = —4 (0 — 2m)

40
=8r

O

Observacion 13 En relacién al ejemplo 5.5, una forma alternativa de resolver la situa-
cion planteada se basa en considerar la superficie, que es parte de la esfera, descrita
mediante la parametrizacion

2) 1/2 ?

> =
T (ry) =i +yj +(4-2%—y

y dado que esta dentro del cilindro entonces D = {(a:,y) ER?: 2+ (y—1)7° < 1}
es la regién de integracion.
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52 Integral de superficie de campos escalares

Como ya se ha mencionado al inicio de la seccién anterior, las integrales de super-
ficie son similares a las integrales de linea, de modo que, también se estudian dos tipos
de integrales de superficie: integrales de superficie de funciones escalares, que se ana-
lizan en este apartado e integrales de superficie de campos vectoriales, que veremos
posteriormente. La integral de superficie de un campo escalar es una generalizacion
simple de una integral doble.

Definicion 5.3 [Integral de superficie de un campo escalar]

Sea S C R3 una superficie continuamente diferenciable, regular e inyectiva, pa-
rametrizada por

S 7 (u,v) :x(u,v)7+y(u,v)7+z(u,v)?, para (u,v) € D

ysea f: S C R? — R un campo escalar acotado en S. La integral de superficie
de f sobre S, denotada por //_Sde, se define mediante

Lt @vas = [ 1@ o) 7l duas

cuando la integral del segundo miembro existe.

Observacion 14 Tener en cuenta que

@ Como sabemos, la gréfica de z = g (x, y) es una superficie, donde
graf (9) = {(z,y,2) €R*: 2 = g (x,y), (x,y) € D} = 7 (D),
donde 7 (z,y) = (z,y,9 (x,y)), ¥V (z,y) € D, entonces
[ r@nas = [ 1@ @77, s
It g e+ (0 + 104

ya que
7o x Pyl = 1(1,0,65) % (0,1, )] = l(=gz gy, D]
V(g + (9,02 +1
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@ Silaproyeccion D de la superficie S : y = g (, 2), esta en el plano X Z, entonces

//s Jd5 = /[D F @9 (2, 2),2) 4 () + (92)° + 1A,

© Silaproyecciéon D de la superficie S : @ = g (y, z), estd en el plano Y Z, entonces

//s fd5 = //D F(02),9,2) (9)* + (0:)° + 144,

Ejemplo 5.6
Evalle //f(:c,y, z) dS, donde
s
S:?(u,v) = (ucosv,usenv,u) , 0<u<1l,0<v<5

Yf(xvyvz) :Z(x2+y2)'

Solucion.
Por un lado tenemos que
or ( ) o7 ( 0)
— = (COSv,senv — = (—usenv,ucosv .
au ) b y a’U ) b
En el mismo orden de las cosas, ?u X ?U = (—ucosv, —usenv,u) y

170 X Toll = Vu2 cos? v + u2sen? v + u2 = V2u2 = v2u

entonces

[t @aas = [ 1@ o) 7 7 dudo
= .//D f (wcos v, usenv,u) vV2ududv

1 p5
=2 / / u (u2 cos® v + u? sen? v) udvdu
Jo Jo

:ﬁfol <u4/05dv>du:5\/§/01u4du
_ 5 | |
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Ejemplo 5.7

Calcule /[ (xy + 22) dS, donde S es la porcién del triangulo de la figura 5.8.
S

Figura 5.8: Superficie S del ejemplo 5.7

Solucion.
Sean los vectores

— AB = (1,0,2)—(0,0,3) = (1, — AC = (0,4,1)—(0,0,3) = (0,4, —2)
y @ x U =2(2,1,2) entonces
P:l(z,y,2)—(0,0,3)]-(2,1,2) =0&P:2x+y+22=6

Seaz:g(x,y):?)—a:—%y

/L (zy +22)dS = ./Df(<x,y,g(x’y))) ||7$ » 7deA
- //D (v + 29 (2,9) /93 + g3 + 1dA

J oo
_ ;//D(xy—f—6—2x—y)dz4

La region D se encuentra en el plano XY, segun la figura D : {

0<x<1
0<y<4—dx
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Entonces
1 4—dx
//(my—i—Qz)dS:/ (/ (xy+6—2x—y)dy>d:r
Mg 40 \Jo
1 2 o\ |4—4x
Yy )
= —|—6y—2xy—> dx
./0 < 2 2/l
1 B
= / (82° — 162* — 8z + 16) du
40
16 !
= <2x4 — 2% — 42?4 163:)
3 0
2
=3
g
Ejemplo 5.8

Evalle // (x +y + z)dS, donde S es la superficie cuya parametrizacion esta
s
dadapor?(u,v) =2u+v,u—20,u+3v),0<u<1,0<v <2

Solucioén.

Como
or oT
%(Uﬂ]) = (27171) ) E(uﬂv) - (17_273)

TuX Ty =(2,1,1) x (1,-2,3) = (5, -5,-5) = 5(1,—1,—1).

Luego, para f (z,y,2) = x + y + z tenemos que

.//Sf(“’y’@ 5= _[/Dﬂ? (u,0)) [ 70 x 7| dudv
:.//Df(2u+v,u—2v,u+3p)5\/§dudv

= 5%5./01 (/02 (4u+2v)dv> du
= 5\/5/01 (/02 (4uv+02)\§> du

:5\/5/1(8u+4)du:5\/§(8):40\/§
40
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Ejemplo 5.9

Evallue // zdS, donde S esta compuesta por las caras del sélido limitado por
S S

z=1+2x, 2>+ 4> =1yelplano XY que se observa en la figura 5.9.

Figura 5.9: Superficie S del ejemplo 5.9

Solucion.

Del enunciado se tiene el campo escalar f (x,y, z) = z y, dado que la superficie
total del sélido estd compuesto por las porciones de los planos y del cilindro circular
recto, definimos S = S1US,US3, donde S; representa la porcién del cilindro 22 +y2 = 1,
So describe la parte del plano XY, mientras que S35 personifica el pedazo del plano
z=1+z.

Para S : 22 + y? = 1. Usamos 6 y z como parametros y escribimos sus ecuacio-
nes paramétricas como

r=cosf,y=senld, z=z

Iuego?(@,z) = (cosf,send,z),donde 0 <0 <27ry0<z<1+xz=1+cosb.

Entonces

i ik
Tox 7, =| —senf cosf 0 :cosﬁ_i>—|—sen97
0 0 1
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Asi, la integral de superficie es

2T 14cos @
// 2dS = // Z|| 7o x 7| dA = / / 2dzdf
S MD Jo  Jo
27

T 1 1 20
- / Z (14 cos)2df = f/ <1+2C089++COS> do
Jo 2 2/, 2

sen29> 2 3
=_-7

2

1/3
=3 <29+25en9+

Para S, : z = 0. Tenemos que // zdS = // 0dS = 0.
Sa

Para S5. Consideramos la parte del plano z = g (x,y) = 1 + = que se encuentra
en el disco unitario 22 + 32 < 1. Luego

//ngdS—//Df(?(x,y))H?)x><?y|dA—I/Df(l"yag(x’y))\/912:4'954'165/1
://g(m,y)mdAzx/i// (1+2)dA
—f/%/ 1+Tc059)rdrd9—\f/ ( ;cosﬂ)

= \f/% ( cose) do =2 <29+38en9) 7

Finalmente,

//fa:y, )dS = /Slf:z:y, dS—l—/SQfmy, dS—}—/ngxy,
w+0+\fw_( +f>

1

dé
0

= V2,

0

T2

5.2.1. Masa de una lamina

Consideremos el problema del célculo de la masa total de una lamina que adopta
la forma de una porciéon de una superficie S. Supongamos que la lamina es muy del-
gada y que su densidad no es constante, es decir, imaginemos una funcién densidad
p: S — R, definida sobre la superficie, de modo que a cada (x,y, z) € S le asocia el
nimero real positivo p (x, y, z), que proporciona el valor de la densidad de la lamina en
el punto (z,y, z) , medida en unidades de masa por unidad de area. Entonces la masa
total de la lamina se establece en la siguiente definicién.
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Definicion 5.4 [Masa de una lamina]

Sean S una superficie parametrizada por la funcion
7:DcCR?*=R?

y p : S — R una funcién continua y positiva definida sobre la superficie S,
llamada funcién densidad. Si S modela una lamina delgada, entonces la masa
total de la lamina se define como

m(S) = .[/Sp(x,y,z)ds. (5.4)

Ejemplo 5.10

Calcule la masa de la superficie S de la figura mostrada, si su densidad es dada
z + 2

por p (z,y,2) = \/ﬁ

Figura 5.10: Superficie .S del ejemplo 5.10

Solucion.

De la figura tenemos que la superficie es S : z = g (x,y) = 4 — 2°.
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Entonces

5) = /[pmy,z)ds: I s o+ g+ 104
// U)o aa— //1)461/1:4./(]2(/0?@)@

V1 + 422

2
_4/4 dx_2<4x—x—>
Jo 2 2

4 —
donde D : 0 <x <2, Ogyng.

2
=2(8-2)=12
0

Calcule la masa de una lamina que adopta la forma de un hemisferio superior de
la esfera 22 + y? + 22 = a2, sabiendo que la densidad de masa es directamente
proporcional a la distancia del punto P(z,y, z) plano XY

Solucion.
La parametrizacién de la superficie es

— - —
7 (u,v) = acosucosv i +asenucosvj +asenvk

con0<u<2ry0<v < 5

x @

Y

Figura 5.11: Hemisferio superior

Luego
o7
W(u,v) = (—asenucosv,acosucosv,0)
o7
—— (u,v) = (—acosusenv,—asenusenv,acoswv)
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_>

0
y el producto vectorial de ambos, es decir g (u,v) x

5 (u,v), estd dado por

ov
(a® cos ucos® v, a® cos® vsenu, (cos vsenv) a® cos® u + (cosvsenv) a” sen® u)

o7 )
W(u,v) X 6v(u,v)H = a®cosv.

Por otro lado, se sabe que la densidad esta dada por

para el cual

p(z,y,2) =d(P,z=0)=d(P(z,y,2),(z,y,0)) = 2.

Luego, la masa de la lamina discurre de

m(S) —.[/Sp(a:,y,z)ds—'//DP(7(U7”)) HCZ X a@j

= // p (acosucosv, asenucosv,asenv) a? cosvdA
LD

2 w/2 2

sen- v

=q° / / senwvcosvdv | du = 2ma® =———
Jo 4o 2

:7'1'(13

dA

w/2

0

Ejemplo 5.12
Dada la superficie S : 22 + 22 = 1, limitada por los planos y =3 + zy y = 0.
a) Calcule su area.

b) Determine su masa, si S es una lamina delgada, cuya densidad en cada
punto de ella esta dada por

p(z,y,2) =z + 2y + 2°.

Solucién.

La superficie es un cilindro cuyo eje de simetria es el eje Y, y que es cortado por
losplanosy =0y y =3+ z.

Entonces la parametrizacion de S es

7 (u,v) = (cosu,v,senu) ; 0<u <27, 0<v<3+senu.
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o7 o7 orv o7
a) = (—senwu, 0, cosu), By =(0,1,0)y B0 % By = (

Ou
/[ Ha? a?Hd dv—.[/l;dudv—./o27r (./03+scnudv> du

= /0 (3+senw)du = (i’>7uc—cos,u)|(2)7r = 6m

—cosu, 0, —senu)

b) La masa total de la ldmina es

5)= f[Loas= [ o7 o) HW ‘987
[ ([ o) i
./27r (./OHSEM (14 2v) dv> du

27 ) 2 25 1
/ (U—H) ) rsent g = / <2+7senu— 2cos2u> du
Jo

0
0
Jo
25 1 o
= ( u—Tcosu — 4sen(?u))

dudv

— = 25m.
2 0

Ejemplo 5.13

Una lamina delgada S tiene la forma de la parte del cono z = /z2 + 32 que
esta dentro del cilindro 2 + 3% = 2z, con y > 0. Si su densidad en cada punto
(x,y, z) de S es definida por § (z,y, z) = ay.

a) Calcule el area de S

b) Determine la masa de S.

Solucion.

a) Como la superficie S : z = \/22 + 52 entonces el area de la superficie es
Of\? of\? x2 x2
//s\/ +<8x> Jr(@x ,[/D +x2+y2+x2+y2
/2 2cos /2
:\/i// dA:\/i/ </ rdr>d9:2\/§/ cos? 0df
MD Jo 4o 40

~2a(f) -
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b) La masa de la superficie S es

m(S)—.[[S(S(x,y,z)ds—.//[)xy\/l+(gi)QJr(gx>2dA—\/§.[/nydA

/2 2cos /2
= \@/ cosfsend (/ r3dr) df = 4\@/ cos® O sen 6d0
Jo Jo Jo

:4\/§<é> zgx/i
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5.2.2. Problemas propuestos
51 Sea 7 (u,v) = (2u+1,u—v,3u+v)yD = {(u,v) ER?: 0<u<2,0<v <1}
a) Demuestre que 7 parametriza al plano P : 2z —y — 2z = 2.

b) Encuentre el areade S = 7’ (D).

c) Evalue //f (z,y,2)dS, donde f (z,y,2) = yz
HS

5.2 Dada la superficie de ecuacion vectorial 7 (u,v) = (v?,v cosu, vsenu).
a) ldentifique y grafique la superficie S.
b) Calcule el area de la parte de S, cuando 0 < v < 2.
5.3 Calcule el area de la porcién de superficie
7(u,v) = (ucosv,usenv,v); 0 <v <27, 0 <u<l1.
5.4 Evalte // (z — x)dS, donde S es la porcién del grafico de z = = + 32, donde
0<a<y0<y<1

5.5 Determine el &rea de la porcién del plano x+2y+2z = 5 recortada por los cilindros

r=ylyx=2—y>

5.6 Calcule // (2% + 2?) dS, donde S es la parte del paraboloide: y = 1 — 22 — 22
M s

que se proyecta sobre D = {(z,2) : 0 < 2 + 22 < 1}.

5.7 Determine el area de la porcién del plano 2x + 3y 4+ 6z = 60 ubicado en el interior
del cilindro circular z2 + y? = 2x.

ds
5.8 Evalle la integral de superficie /[ —————, donde S es la superficie del
at bt ct
2 2 2
. ., X Y z
elipsoide g + bj + 074 =1.

5.9 Calcule el 4rea de superficie de la porcién del paraboloide z = z2 + 2 definido
sobre el conjunto
D= {(x,y):0§m2+y2§4}.

5.10 Determine el area de la parte
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a) del cono 7 (u,v) = (aucosv,ausenv,au) con 0 < u < b, 0 < v < 27.

b) del plano P : z =+ Y + c - 1,a>0,b>0;c > 0, que se encuentra en el primer
C

b
octante.
c) del paraboloide = = y? 4 2% que esta dentro del cilindro y? + 22 = 9.
d) de la superficie y = 4z + 22 que esta entre los planos t =0,z = 1,2 =0, z = 1.
5.11 Calcule la integral // (x +vy+ z)dS, donde S es la superficie parametrizada
A5

?(u,v)z(u—i—v,u—v,l—i—Qu—i—v); 0<v<1,0<u<2.

5.12 Calcule la siguiente integral de superficie //yzdS, donde S esta parametrizada
por S
r(u,v) = (ucosv;usenv;v)para0 <u <1, 0<wv <.

5.13 Evalue la integral de superficie

// (z'y + y?2* + 22?) dS,
Ms

donde S es toda la superficie de la esfera 2 4 y% + 22 = 1.

5.14 Calcule la siguiente integral de superficie

//#ds,
Mgrx+y+1

donde S es una porcién del plano = + y + z = 5 ubicada en el primer octante.

5.15 Sea S la porcién de la grafica z = 4 — 222 — 3y? que se encuentra sobre el plano
XY y delimitada porx = 0,y = 0y  +y = 1. Si al modelar la interal de superficie

// (a:2 +y2 + z) dS como una integral doble iterada se obtiene
SIS

b rg(x)
// (x2+y2+z) ds = / / h(z,y) v cx? + dy? + ldydx
SIS Ja Ja
b pd
entonces el valor de / / h(z,y) dydz es.
5.16 Calcule la siguiente integral de superficie // (xy + z) dS,donde S es la porcién
Ms

superior de la superficie conica 22 = 2% + y? , recortada por la superficie de ecuacién
2 +9? = 4a.
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5.17 Calcule laintegral // xdS, donde S es la gréfica de la funcién z = 2%+ definida
A s

sobre el conjunto
D={(z,y):0<x<1, —1<y<1}.

5.18 Calcule la integral de superficie // (zy2?) dS, donde S es la porcion del cilindro
s

y = 222 + 1, en el primer octante , limitado por los planos z =0,z =2, 2 =4y z = 8.

5.19 Calcule la integral // xdS, donde S es el tridngulo, en el primer octante, cuyos
SIS
vértices son (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

5.20 Dada la superficie S que es la parte del plano P : = + y + z = 3 que esta
contenida en el cilindro 22 + y?> = 25. Si S es una lamina delgada, con densidad
5 (z,y, z) = 2% + y2. Calcule la masa de dicha lamina.

5.21 Unalamina metélica muy delgada adopta la forma de la superficie z = /22 + y2,

definida para 0 < 22 + 3? < 4. Si la densidad de esta lamina, medida de gramos por
centimetro clbico, esta dada por la funcién p(z,y,z) = 2%z determine la masa de
dicha lamina.

5.22 Determine la masa total de la superficie dada por la parte del plano z = 5+y, que
se encuentra dentro del cilindro 22 4 y? = 16, si la densidad superficial de la misma,
esta dada por la funcién p (z,y, 2) = 2% + y? + 2%

5.23 Una lamina metdlica muy delgada adopta la forma de la porcién del paraboloide
z = 22 +y?, definido para 0 < z < 4. Si la densidad de esta lamina, medida de gramos

por centimetro clbico, estd dada por la funcién p (x, y, z) determine

ERICED)
la masa de dicha lamina.

5.24 Una placa metalica adopta la forma de la porciéon de una superficie S modelada
por
7(u,v) = (ucosv,usenv,v); 0 <v <27, 0 <u<l1.

Si la densidad, medida de gramos por centimetro cubico, en cada punto P (z,y, z) de
S es numéricamente igual al doble de la distancia de P al eje Z, determine la masa de
dicha lamina.
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53 Integral de superficie de campos vectoriales

Una motivacion bastante intuitiva para definir integrales de superficie de campos
vectoriales es la inquietud de querer entender cémo encontrar la masa de un fluido que
pasa a través de una superficie en una cierta direccion y por cada unidad de tiempo,
por ejemplo la cantidad de agua que atraviesa una red de pesca. Si F' es el campo de
fuerza que esta relacionado con la velocidad y la densidad del fluido que fluye a través
de la superficie, entonces una medida del flujo total o flujo a través de la superficie
viene dada por la integral de superficie de dicho campo.

5.3.1. Superficie orientable

Una superficie en R? es orientable si se puede definir un campo de vectores nor-
males unitarios (en direccion perpendicular a la superficie) de forma continua en toda
la superficie.

Asi por ejemplo, la superficie de una esfera es orientable porque se puede definir
una normal que apunte hacia afuera (o hacia adentro) de manera continua en todos
sus puntos.

Por supuesto, existen superficies que no son orientables, por ejemplo la botella
de Klein y la banda de Md&bius son superficies no orientables.

(a) Botella de Klein (b) Banda de Mobius

Figura 5.12: Superficies que no son orientables



Integral de Superficie 339

Definicion 5.5 [Superficie orientable]

Diremos que S es una superficie orientable, si en todo punto de .S que no sea un
punto frontera puede hallarse un vector normal unitario N de manera tal que los
vectores normales varian continuamente sobre la superficie S.

Si la superficie S es suave y orientable cuya parametrizacién es dada por
— — —
T (uy0) =z (u,v) 7 +y(u,v) j +2u0)k,

los vectores unitarios normales a S son definidos por

o Pux Ty

En este caso, dichos vectores apuntan hacia arriba de S.

Una superficie orientable S tiene dos caras. Asi, cuando se orienta una superficie,
se elige uno de los dos vectores unitarios normales posibles. Si S es una superficie
cerrada, como por ejemplo una esfera, se acostumbra escoger como vector unitario
normal N, el que apunta hacia fuera de la esfera.

Las superficies mas comunes, como esferas, paraboloides, elipses y planos, etc.
son orientables. En una superficie orientable, el vector gradiente proporciona una ma-
nera adecuada de hallar un vector unitario normal. Es decir, en una superficie orientable
S dada por

Z:g(‘ray)

se hace G (x,y,2) = z — g (x,y). Entonces, S puede orientarse, ya sea por el vector

unitario normal
- =
7 k

-
VG(JL‘/(%Z) _ "9 (xmy) L =Gy (.T,y) +

VG (z,y,2) [g2+ g2 +1

que es el vector normal unitario hacia arriba tal como se visualiza e la figura 5.13.

N
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\ \ \ 1

Yy

Figura 5.13: Orientacién de S hacia arriba

o por el vector normal unitario

— - =
VG (z,y,2)  gu(z,y) i +gy(2,y) j — Kk

que representa al vector normal unitario hacia abajo como se muestra en la figura 5.14.

N

Figura 5.14: Orientacioén de S hacia abajo

5.3.2. Integrales de superficie de un campo vectorial

Con la idea de superficies orientables implementada, ahora estamos listos para
definir una integral de superficie de un campo vectorial. La definicion es anéaloga a la
definicion del flujo de un campo vectorial a lo largo de una curva plana. Asimismo, mos-
traremos un procedimiento para integrar campos vectoriales a lo largo de superficies.
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Definicion 5.6 [Integral de superficie de un campo vectorial]

Sea S contenido en R? una superficie suave cuya parametrizacién es descrita
por la funcion 7 : D c R2 — R3, donde D es una region acotada en el plano, y
sea F' un campo vectorial continuo cuyo dominio incluye a S = 7(D). Entonces
la integral de superficie del campo vectorial a lo largo de S, denotada por

//s? -dS, es definida por
.//S?-dS:.[/D?(7(u,v)).7ux7v s s

Al igual que con las integrales de linea, se recomienda tener cuidado con la no-
tacion de integrales de superficie. En la integral de superficie vectorial / ? -ds, el
termino diferencial debe considerarse una cantidad vectorial, mientras oif;égen la inte-
gral de superficie escalar fdS, el termino diferencial es una cantidad escalar (es
decir, el diferencial de area dg superficie).

Como es el caso de las integrales de linea de campos vectoriales y escalares,
existe una conexion entre las integrales de superficie de campos vectoriales y escala-
res.

Supongamos que 7 :DCR2 - R3esuna parametrizacién suave de la superfi-
ciey F escontinuaen S =7 (D). Sea N = 74 X T, el vector normal y sea

N (u,v) TuX Ty
IN (u,0)l| 170 x 7l

7 (u,v) =
Es decir, 77 es el vector unitario que apunta en la misma direccién que N.

Observemos que si S es dado por una funcién vectorial 7 (u,v), entonces de la
definicion 5.6 tenemos

./S?'dS - //?W(u,v))-mxmdudv
- //7 (,0) [ 7 x 7 o]) dudv
//D (7 (w,0)) - 7 (w,0) | 1170 % 7| dud,

//?.dsz //?-ﬁds (5.6)

Como 1 es un vector unitario, la cantidad ? es precisamente la componente
de ? en la direccién de 77. En otras palabras, la formula (5.6) nos dice que la integral

Es decir

_>
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de superficie vectorial de ? alo largo de S es la integral de superficie escalar de la
componente de ' normal a S = 7 (D).

Ejemplo 5.14

Calcule ? - 7dS, donde ? (z,9,2) = (y,2,0), S es la superficie cuya para-
Js
metrizacion es definida por
7(u,v): (u2—2v,u+v,v2—u) 0<u<1,0<v<2

y 7 es la normal exterior a S.

Solucion.
Como 7, = (2u,1,-1), 7y = (—=2,1,20) y
Tu X To=(20+1,2 — 4uv,2u +2).
Entonces

.//s? s = //D F (7 (w0) - Py x 7y dudo

= // ?(UZ—Q’U,U—F’U,UQ—U)-(2U+1,2—4u1},2u—|—2) dudv
4D

2 pl
/ / (u+v,v2—u,0)-(20+1,2—4uv,2u+2) dudv
JO 40

2 sl
= / / (4u2v — duv® + 2uv — u + 4% + v) dudv
0 0

) 10 . 1 25
= 4+ v — 203 — = ) dv ="
./O<v+3v v 2)1} 3

Ejemplo 5.15

2 2 2

Calcule /[? -dS, donde F= (x,y,2)y S es la elipsoide Z—Z I a—
sg

b2 2

Solucion.
La parametrizacion del elipsoide es

?(u,v) = (asenucosv,bsenusenv,ccosu),donde 0 <u <7, 0<v<2rw
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Entonces

Tu X Ty= (acosucosv,bcosusenv, —csenu) X (—asenusenv,bsenwucosv,0)

= (besen® ucos v, acsen® usen v, absen u cos u)

Por lo tanto
.//s? 5= _[/ﬁ@ (1,0)) - T o x 7 ydudv.

El producto escalar de los vectores involucrados en la integral de superficie se calcula
como sigue

(a senu cos v, bsen usen v, CCOS ’LL) . (bcsen2 U Cos v, ac Sel’l2 usenwv, absen u cos u)

3

= sen3 u C082 v+ sen” u Sen2 v+ senu cos2 U.

Asi la integral queda como
/[ F.ds = // dudv
LS 4D
27 T
= abc / / (sen3 wcos® v + sen® usen? v + sen u cos’ u) dudv
Jo Jo

27 T
= abc / / (sen3 u + sen u cos’ u) dudv
Jo Jo

27 T
abc/ (/ sen udu) dv
Jo 40

= 2mwabe (/ sen udu) = 4mabe
40
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Teorema 5.1

Sea S una superficie dada por z = g (z,y) y sea D su proyeccidn sobre el plano

XY. Entonces

.//S?.ds:.ﬂ9?~ndsz.[é?(x,y,g(x7y)).(?mX?y)dA

= .//D 7 (9,9 (x,y)) - (—9a» —gy, 1) dA

si los vectores normales apuntan hacia afuera. Ademas

../[s? 5= /[D F (2,9.9(2.)) - (9295, ~1) dA

si los vectores normales apuntan hacia el interior de S.

En la primera integral, la superficie esta orientada hacia arriba, y en la segunda

integral, la superficie esta orientada hacia abajo.

Prueba 5.1 Como sabemos la gréfica de z = g (x, y) es la superficie S, cuya parame-

trizacion candénica esta dada por

7 (2,y) = (x,9,9(z,y)) , (z,y) € D.

De lo anterior sigue que 7, = (1,0, 9.), 7y = (0,1, gy) y?,x?y =

Luego, si F' = (P,(Q, R) entonces obtenemos

.[/s?'dsz // F (7 (2.y) - 7o x 7y dA

/ (P.Q.R) - (—gas gy, 1) dA

// —02) + Q (—gy) + R| dzdy.

@ SiS:z=g(x,y) < S:G(x,y,z) = 0entonces

.[/S?~ﬁ>d52.[/D?(x,y,z)

06 96 96
Ox’ Oy’ Oz

GdA

donde VG = (

(_g;ta —3Jy; 1)
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En forma analoga, tenemos el siguiente resultado

Teorema 5.2

a) Sila proyeccion D de la superficie S : y = g (z, z), estéd en el plano X Z,
entonces

F.dS = ﬁ(?(x,z)).7xx7sz
Js o
//D [ (gx) )+ R (gz)] dzdz,

donde 7 (z,2) = (2,9 (%,2),2), "o = (1,94,0), 7> = (0,9,,1) y
71 X ?z = (gzv _1792)-

b) Sila proyeccion D de la superficie S : @ = g (y, z), estd en el plano Y Z,

entonces
'//S?-dS:.[/D?(g(y,z)vyvz).7y <7 dA

Ejemplo 5.16

Calcule ? - 71dS, donde ? (z,y,2) = (dw2,y23,22) y S : 22 + y? + 22 =4,
SIS
paral < z<2yx,y > 0.

Solucion.

De la ecuacién de S definimos G (z,y,2) = 2> + y> + 22 — 4 = 0 para la cual
VG = (2x,2y,2z2)

”//S?.st— ”//D?(x,y&)
N //D (42,y2% 2) - (2,7, 2) dA

= // (42® +y* (4 —2° —y?) +4 — 2 — y*) dA.
Mp

2y,2
/[ (42 L yzS, 22 e 23/7 Z)dA
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X

Figura 5.15: Porcion de esfera del ejemplo 5.16

Al expresar la integral doble en coordenadas polares se tiene
/2 V3
// ? -THdS = / / (47“2 cos? 0 + r?sen® 6 (4 — 7“2) +4 — 7‘2) rdrdf
Ms doJo

/2 pV3
= / / (47’3 cos? 0 + (4r3 — r5) sen? + 4r — 7"3) drdf
Jo Jo
71'/2 1
:/ (9(:0529+gsen29+5)d0
40 4 4
9 sen 260 9 sen 260 15
HEE Sl

= —T

4

w/2

0

Ejemplo 5.17
Sea S la parte de la superficie = = 22 + 3 abajo del disco unitario, y sea

F (z,y,2) = (x,y, z). Calcule //S? - dS

Solucién.
La parametrizacion de la superficie S : z = g (x,%y) = 2 + 3 esta dada por

i <x7y> = (:E,y,g (m,y)) = (I,y,$2 + 92) .
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Ademés, F (z,y,2) = (¢,9,2) = (P,Q.R)y D = {(x,y) : 2? + y? < 1}.
Por lo tanto

//? d5 = //? S = // —g2) + Q (—g,) + R] dudy

_// —22) +y (—2y) + 2* +y]dacdy——/[ (2% +y?) dady

2 r4 1
/ / rdrd@ = 27 <Z>

0

Evalle //? -7 dS, donde F (z,y,2) = (y,z,2),y S es la frontera de la region

solida E'encerrada por el paraboloide z = 1 — 22 — 32 y el plano z = 0.

Solucioén.
La superficie S = S1 U Ss se visualiza en la siguiente figura

Figura 5.16: Porcion del paraboloide S

Sobre S; : 2z = g (z,y) = 1—22 —y? entonces g, (v,y) = —2z y g, (z,y) = —2y.
Luego
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/51? s = // —z) + Q (—gy) + R dA

:.//D [y (22) + 2 (2y) + 1 — 2% — y*] dA
:.//D[y(2x)+:r(2y)+1—m2—y2]dA
:.//[)(1+4zy7z27y2)d14

27 1
= / / (1 + 4r?senf cos f — r2) rdrdf

271'. 1
= / ( —i—senﬂcos@) do
0 4

1
:4(277)—!—0—

:L M\ﬂ

—
— k , entonces

”/S?.ﬁdsz.[sﬁ.(_ dS //Syacz (0,0,—1) dS = // 2)dA = 0.

Finalmente
//?-ﬁdsz/ ?~ﬁd$+/ F.das="40=".
Ms s s, 2 2

Sobre Sy : z = 0, el vector normal unitario es

5.3.3. Integrales de flujo

Una de las aplicaciones principales que emplean la forma vectorial de una integral
de superficie se refiere al flujo de un fluido a través de una superficie S.

Supdngase que una superficie orientada S se sumerge en un fluido que tiene
un campo de velocidad continua ? Sea AS el area de una pequefia porcion de la
superficie S sobre la cual ? es casi constante. Entonces la cantidad de fluido que
atraviesa esta region por unidad de tiempo se aproxima mediante el volumen de la
columna de altura F' - N, que se muestra en la figura siguiente. Es decir,

AV = (altura) (4rea de la base) (? N) AS.

Por consiguiente, el volumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de
tiempo, llamada el flujo de ? a través de S, estd dado por la integral de superficie de
la definicién siguiente.
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Y

Figura 5.17: Direccion de flujo del fluido dado por el campo de velocidad

Definicion 5.7 [Integral de flujo]

Sea F (x,y,2) = (P,Q, R), donde P, Qy R tienen primeras derivadas parciales
continuas sobre la superficie S orientada mediante un vector unitario normal V.
La integral de flujo de ? a través de S esta dada por

| //S F . NdS. (5.7)

Geométricamente, una integral de flujo es la integral de superficie sobre S de la
componente normal de 7 Si p (z,y, 2) es la densidad del fluido en (z, y, 2), la integral

de flujo //? - NdS representa la masa del fluido que fluye a través de .S por unidad
4 S
de tiempo.
Otra forma equivalente es decir que la razén de flujo a través de una superficie,
para un fluido con velocidad el campo vectorial v es:

La razdn de flujo a través de S = //pv -ndS
LIPS

medido en unidades de volumen por unidad de tiempo que se interpreta fisicamente
como la razén de flujo a través de S.
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Sij

X

Figura 5.18: Razon de fluido

Ejemplo 5.19

Encuentre el flujo del campo vectorial ? (x,y,2) = (z,y,x) que cruza la esfera
unitaria 22 + y? + 22 = 1.

Solucioén.
Usamos la parametrizacién de la esfera

7 (u,v) = (senucosv,senusenv,cosu) , 0 <u<m,0<v<2r.

Entonces
F (7 (u,v)) = F (senwu cosv,senusenv, cosu) = (COS U, Sen U Sen v, Sen u cos v)

7u X ?v = (sen2 U COSs v,sen2 usen v, sen u cos U) .

Figura 5.19: Esfera unitaria
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Por lo tanto
7 as = | F o) 7ux 7 dua

2 ™
( 2 2
COS U, Sen u sen v, sen u cos ’U) . (Sel’l U COS vV, Sen” u sen v, sen u cos u) dudv
JO 40

2 ™
/ / (senQ U COS U COSV + sen5 u sen2 v+ Sel’l2 U COS U COS 1}) dudv
JO 40

2T s
/ / (2 sen? u cos u cos v + sen® u sen? ’U) dudv
Jo Jo

by 27 T . 2
= / 2 sen? u cos udu / cosvdv + / sen® udu / sen? vdv
40 Jo Jo Jo

T 27
1-— 2
:O+/ (1—0032u)senudu/ L
Jo Jo 2
_477
3
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5.3.4. Problemas propuestos

5.25 Si S representa el disco 22 + y? < 25 que localizado en el plano z = 12, calcule
. — - —
la integral // (m T +yjJ —|—zk>dS.
45

5.26 Calcule ? - 7 dS, donde ? (z,y,2) = (v, 2,0), S es la superficie cuya pa-

s
rametrizacién es definida por 7 (u,v) = (u? — 2v,u+v,v* —u), para 0 < u < 1,
0 < v <2y eslanormal exteriora S.

5.27 Calcule la integral // ? - 7 dS, donde ? (x,y,2) = (2z,2y,1) y S estd com-
JLS

puesta por el paraboloide z = 1 — z2 — 42 y el plano z = 0. Ademas, 7/ es el vector
normal unitario que apunta hacia afuera.

5.28 Calcule /[ ? -7 dS, donde n es la normal exterior a S, ? (x,y,2) = (y,2,2) ¥y
Mg
Seslapartedelplano3z —4y+2=1,0<x<1;0<y < 1.

5.29 Calcule la integral // ? - 71dS, donde ? (x,y,2) = (y,—z, 2), S tiene orienta-

RAK
cion hacia abajo y esta parametrizada por
7(u,v) = (2u,2@,57u2 71)2) cu? 4+ 0? <1
5.30 Calcule la integral de superficie // ?.ﬁds, donde
A

1
—F—\Y, Y,z
\/x2+y2( )

yS:z=1-—2?—y?>para0 < z < 1 esta orientada con el vector normal hacia adentro.

?(ZU’ Y, Z) =

5.31 Evalue la integral de superficie // ? - 7dS para el campo vectorial
M s

F (2,9,%) = (s, ~32¢™, y)
y la superficie S orientada hacia arriba y parametrizada por
T (u,0)=(u+v,u—v,1+2u+0v); 0<u<2 0<v<1.

5.32 Calcule la integral de superficie // ? - T dS, donde ?(a:,y, 2) = (y,z,2%), S

JIS
esté parametrizada por r(u,v) = (ucosv,usenv,v)para0 < u <1,0<v <271y
esta orientada con el vector normal hacia arriba.
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5.33 Calcular el flujo del campo vectorial ¥ (z,9,2) = (—y,x,32) sobre el hemisferio
z = /16 — 22 — y2 orientado con el vector normal apuntando hacia afuera.

5.34 Considere el campo vectorial F . R3 - R3 definido por F (,y,2) = (2y,yz, 2x).
Calcule el flujo de F a través de la porcion del paraboloide z = 4 — 22 — 32, que se
encuentra situado encima del cuadrado [0,1] x [0, 1] y tiene orientacién dada por la
normal exterior.

. . = — -
5.35 Calcular el flujo del campo vectorial F (x,y,2) =x i +yJj + 2k sobre la parte
del cilindro 22 + 32 = 4 que se encuentra entre los planos z = 0y z = 2 con el vector
normal apuntando hacia afuera desde el origen de coordenadas.

5.36 Calcule el flujo del campo vectorial F LR R3, definido por

%

?(x7y7z) :$2j’

a través de la superficie S : y = 1 + 22 + 2%, para 1 < y < 5, que esta orientada con
vectores normales que apunten en la direccién negativa del eje Y.

5.37 Calcular el flujo del campo vectorial ? (x,y,2) = (zy,yz, zx) sobre la parte del
paraboloide z = 4 — 22 — 4/ limitado inferiormente por el plano z = 0 orientado con el
vector normal apuntando hacia afuera.

5.38 Calcule /[ ? -7 dS, donde n es la normal exterior a S, ? (x,y,2) = (x,y,2) ¥y
Ms

2 2 2
. Y z
Slael de -+ 5+ —= =1
a elipsoi ea2+b2+c2

5.39 Calcule // ?%)dS, donde 77 es la normal exterior a S, ? (r,y,2) =(0,0,z+1)
S8

y S es el disco unitario 2 + y? < 1 sobre el plano XY.
5.40 Evalue //7 .7 dS, donde ? (z,y,2z) = (0,0,2) y S es la parte del elipsoide
Hs

42® +9y> + 22 =36, donde z>3, >0, y > 0.

Indicacion: Use la parametrizacion 7 (u,v) = <3u cos v, 2usenv, 6v'1 — u2)

5.41 Calcule ?.ﬁds, donde 77 es la normal exterior a S, ? (z,y,2) =(0,0,z + 1)

Ms
y S es la porcion del plano z = 2 + y que se encuentra en el interior del cilindro
2?2 +y? =1
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5.42 Calcule la integral de superficie // ? - NdS, donde F' es el campo vectorial
As

?(x,y,z) = (xe™, —3ze™, 12)

y S es la porcién del plano con ecuaciones paramétricas * = u + v, y = u — v,
z=142u+v;0<u<1ly0<v <2

5.43 Calcule ? . 71dS, donde 77 es la normal exterior a S, ? (z,9,2) = (y,2,2)
Mg
y S eslaporciondelplano 3z —4dy+z2=1con0 <z <1y0<y<1.

5.44 Considere el campo vectorial ?(:p, y,2) = (x+y,yz, zz). Calcule el flujo de F a
través de la porcién del paraboloide z = 1 — 22 — 2, que se encuentra situado encima
del cuadrado [0, 1] x [0, 1] y tiene orientacién dada por la normal exterior.

5.45 Calcule ¥ 7 dsS, donde 77 es la normal exterior a S, F (z,y,2) = (2,9, 2)
S
y S eslaesferaz? +y%+ 22 =1.

. . — —= .
5.46 Calcule el flujo del campo vectorial ?(:r, y,2) = j —y*i,através de la super-
ficie S : y = 222 + 22, para 1 < y < 4. Oriente S con vectores normales que apunten
en la direccién positiva del eje Y.

5.47 Calcule el flujo del campo vectorial ?(a:,y,z) = (xy, 422 yz), a través de la
superficie S : z = xe¥, con 0 <z < 1y 0 <y < 1, que esta orientada con el vector
normal hacia arriba.

5.48 Calcule la integral de superficie /[? - NdS donde ?(x,y,z) = (y,z,22) y S
estd parametrizada por r(u;v) = (ucéév;usenv;v) para0 < u <1ly0<wv<my

orientada con el vector normal hacia arriba.

5.49 Calcule el flujo del campo vectorial ?(x, y,2) = (z,y, z%), a través de la superfi-
cie conica z = /22 + 32 limitada por el plano z = 1, que esta orientada con el vector
normal hacia afuera.

5.50 Calcule la integral de superficie //? - NdS donde ?(x,y, z)=(y,—y,2) y S
S

esta orientada con el vector normal hacia adentro y cuya ecuaciénes S : z = 2—z2—y?
para 0 < z < 2.
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54 Teorema de Stokes

El teorema de Stokes establece la relacién entre una integral de superficie sobre
una superficie orientada S y una integral de linea a lo largo de una curva cerrada C
en el espacio que forma la frontera o el borde de S, como se muestra en la figura del
lado izquierdo. La direccién positiva a lo largo de C es la direccién en sentido contrario
a las manecillas del reloj con respecto al vector normal N. Es decir, si se imagina que
se toma el vector normal N con la mano derecha, con el dedo pulgar apuntando en
la direccién de N, los demds dedos apuntaran en la direccién positiva de C, como se
muestra en la figura del lado derecho

N

.s— - -!Z /

Figura 5.20: Teorema de Stokes

Teorema 5.3 [Teorema de Stokes]

Sea S una superficie orientada con vector normal N, acotada por una curva ce-
rrada simple C, suave a trozos con orientacion positiva que es la frontera de S. Si

un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas
sobre una regién abierta que contiene a S'y a C, entonces

)é?-da—.[/srot?-NdS. (5.8)

Mas explicitamente, se tiene

}é?.da_“//Srot?.NdS—.[/Drot?.(_f%_fy’l)dA, (5.9)

donde S : z = f(x,y).
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Figura 5.21: Teorema de Stokes de S : z = f(z,y)

El teorema de Stokes afirma que la medida colectiva de esta tendencia rotacional
considerada sobre toda la superficie .S, o sea la integral de superficiem es igual a la
tendencia de un fluido a circular alrededor de la frontera C, es decir la integral de linea.

Ejemplo 5.20

EvaIUe{ﬁ?-d?, donde F (z,y,2) = (—y* z,2%) y C eslacurva de interseccion
Je

del plano y + z = 2y el cilindro 22 + y? = 1 considerando la orientacién de C es
contraria al movimiento de las agujas del reloj cuando es vista desde arriba.

Solucién.
La curva C es la elipse mostrada en la figura, utilizamos el teorema de Stokes,

primero calculamos

i j ok
rot F = 2 & L 1=001+2)
fy2 x 22

Aunque hay tres superficies con frontera C, la opcion mas conveniente es la region
eliptica S en el plano y + z = 2 que esté limitado por C. Si nos orientamos hacia arriba,

entonces tiene la orientacion positiva inducida.
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X Y
Figura 5.22: Superficie S del ejemplo 5.20
La proyeccién de S : z = g (z,y) = 2 — y sobre el plano XY es el disco
D:{(x,y):as2—|—y2§1}:{(r,0):0§r§1/\0§9§27r},
por tanto
{ﬁ? dd = // rot F - 7dS = // rot F - (=92, —gy,1)dA
Je Mg LD
= // (0,0,1+2y)-(0,1,1)dA = // (1+2y)dA
D JD
2 pl 2 /02 9 1
= / / (14 2rsen®)rdrdd = / <— + Zr¥sen 9) de
Jo Jo Jo 2 3 0
L2 1
|

Ejemplo 5.21

Use el teorema de Stokes para calcular la integral // rotfZ - 7dS, donde
LS

F (z,y,2) = (x2,yz,7y), S es la parte de la esfera 2% + 3> + 22 = 4, que

se encuentra dentro del cilindro 2 + y? = 1y arriba del plano XY

Solucion.
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Para encontrar la curva frontera C resolvemos la ecuaciéon

. S B S S
] 2P+t =1

restando, conseguimos z2 = 3y como z > 0 entonces z = /3.
Por lo que C es el circulo dado por las ecuaciones

c. 2 +yt=1
: i /3

Una parametrizaciéon de C es

at) = (cost,sent, \/§> , 0<t < 2.

Asi, o (t) = (—sent,cost,0) y ¥ (a(t)) = (V3cost,v/3sent, costsent).

Figura 5.23: Superficie S del ejemplo 5.21

Por lo tanto, por el teorema de Stokes,
2w
/[ rot?.ﬁd5:¢?.da — | Fla@) o @)dt
JES fc 40
2w
= / (\/gcos t, ﬂsent,costsent) - (—sent,cost,0)dt
40

2m 2m
= / (—\/gcostsent—l—\/gsentcost) dt = / 0dt = 0.
Jo Jo
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Ejemplo 5.22

Use el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea
(ﬁ —3dx + 23dy — 23dz,
Jc

donde C es la interseccion del cilindro 2 + y> = lyelplanoz +y +2z =1,y
la orientacién de C corresponde al movimiento en sentido contrario al que giran
las manecillas del reloj, en el plano XY'.

Solucioén.
Sea I (z,y,2) = (3,23, —2%) = (P,Q, R), entonces

rot F = (0,0,322 + 342

yS:iz=f(zy)=l-a—y=fo=-1f =1
Luego

.[/Srot?-ﬁdb’—.[/jj (070’3x2+3y2)'<_faja_fy,1)dA

= // (0,0,32% + 3y%) - (1,1,1) dA
SED

27 1
:3//(:r2+y2)dA:3/ /rQ'rdrdG
JID Jo 4o

2 )t 3 3
= —_— dO:f 2 — —T.
3‘/0 <4 4( ) 57

0
Otra forma, es utilizando la curva

2242 =1 X = cost
C: vy = & C:Q y=sent ,0<t<2m
r+y+z=1
z=1—cost —sent
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F.da = >£de+Qdy+Rdz:47£fy3d$+x3dyfz3dz
fc 4C 4C
27
= / —sen3f - (—senh)df + cos> 6 - cos Od
40
27
—/ (1 —cosf —send)® (send — cos 0) df
4o
27
= / (sen49+cos4 9) do —
40

27
/ (1 —cosf —send)® (send — cos 0) do
40

2 o 2 2
_ / l(l 00529) +<1+C0829) ]d@
o 2 2

4|27
(1 — cosf — sen )
4
0
1 2
= f/ (2 +2cos®20) df — 0
4 /o
1 {77 (1 +cos4f

1 27
= 7+ 1 (0 + sen 46)

0

1 3
= 7T—|—Z(27T—|-0):§7T.

Ejemplo 5.23

Calcule // rot? -7 dS, donde ? (z,9,2) = (3z,5x,—2y), S es la parte del
S4s

paraboloide z = 22 + 32, que se encuentra debajo del plano z = 4y 7 es el
vector normal unitario exterior a .S.

Solucién.

Tanto la grafica de la superficie como la de su proyeccion sobre el plano XY se
ponen a disposicion en la figura 5.24.

Por otro lado, se tiene que rot F = (—=2,3,5),sea S : z = f(x,y) = 2® +y* para
la cual f; = 2=z, f, = 2y, también

— (_fmaiflﬁl) o (_21'7_23/71)

"= —
[f2+ f2+1 VAr? +4y? + 1
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(a) (b)

Figura 5.24: Superficie S del ejemplo 5.23

Por lo tanto

_[/Smt?'ﬁds:‘//Dmt?'(_fx,—fy,l)dA
N //D (=2,3,5) - (=22, -2y, 1) dA = //D (4x — 6y +5) dA

2 p2
= / / (4r cos @ — 6rsend + 5) rdrdf
40 W0

2T
= / <ilr3 cos — 2r® sen § + §r2>
40 3 2
27 32
:/ <§c080—16sen9~|—10> df
40

2w
= 207
0

2
do
0

= <3—32 senf + 16 cos 0 + 100>

Otra forma de resolver el problema surge de considerar la frontera de S, es decir, la
curva

xr = 2cosb
C: y=2senf ,0<60< 27,
z=4
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entonces
2
/[ rot B - 7 dS = ¢?da — | F(al0) o' (0)do
MS Je Jo
21
= F (2cosf,2senf,4) - (—2senf,2cosb,0)dd
Jo
21
= / (12,10 cos 0, —4 senB) - (—2sen b, 2 cosd,0) df
Jo

27
— / (—24 sen 0 + 20 cos? 9) do
40

2w
:/ (—24senf 4 10 (1 + cos 26)) d
Jo

2m

2
= 24 cosf + 10 (9—1— Sen 0)

2

0
=0+ 207 = 207
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5.4.1. Problemas propuestos

5.51 Use el teorema de Stokes para calcular la integral / ? - da, donde
Je

?(w,yaz)=(m2+y)7+(:ﬂ2+2y)7+2z3?ycz{ o

5.52 Calcule la integral // rot ? -7 dS, donde la superficie S esta definida por las
SFS

ecuaciones 2z = 22 + 42 y 0 < z < 2, en tanto que el campo vectorial F : R? — R3
tiene regla de correspondencia F'(x,y,z) = 2z + y,x — yz, 2y).

5.53 Use el teorema de Stokes para evaluar la integral / —y2dr+23dy—23dz, donde
c

es la interseccién del cilindro 22 + 3> = lyelplanoz +y + z = 1.

5.54 Calcule la integral de linea /? - da donde ?(m,y,z) = (22z,2y%,2%) y C es
fe

la curva de interseccién entre el plano = + y + z = 1y el cilindro 22 4+ > = 9 con
orientacidon antihoraria vista desde arriba.

5.55 Sean S la superficie definida como la gréfica de la funciéon z = 4 — 422 — y2, con
z > 0, orientada hacia arriba y

?(m,y,z) = (x—y,m—i—y,zewy).

Calcule //rot?-ﬁdS.
JIS

5.56 Considere el campo vectorial ?(a:, y,2) = (2zy*z, 22%yz, x?y? — 6x). Calcule la
integral de superficie // rot ? - 7dS donde S es la porcion del plano z = y que se
A5

encuentra ubicada dentro del cilindro de ecuacién =2 + y? = 1.
5.57 Aplique el teorema de Stokes para calcular la integral
/ (v* + 2%) dz + (y* + 2°) dy + (2® + 2%) d=
e

a lo largo del borde C del rectangulo cuyos vértices son (0,0,0), (2,0,0), (2,1,0) y
(0,1,0) orientado en sentido antihorario.

5.58 Aplique el teorema de Stokes para evaluar la integral

/ yidr + zydy + xz2dz,
JC

$2+y2:2y

donde C : {
z =2y
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5.59 Sean el campo vectorial
y
?(1" Y, Z) = <_y3$ + 221'27 Z; \/gZ - 22’2-/E> ’

la superficie S de ecuacion x + y = 4, con vector normal apuntando hacia afuera
visto desde el origen de coordenadas y la curva C = C; U Cy U C3, donde C; es la
interseccién de las superficies S con x? + 22 = 4, C, resulta de intersectar S con el
cilindro 2 + (z — 1)2 = 1y Cs3 se origina de la interseccién de S con el plano z = 0.

Calcule la integral de linea /? - da.
e

5.60 Evalie la integral /? - da donde
Je

?(m, y,z) = —y37 + 1;37 — z3?
y C resulta de intersectar el cilindro 22 + y?> = 1 conelplano z +y + z = 1.
5.61 Sean B el sélido ubicado en el primer octante y limitado por las superficies
2?4+ 2% =4, y+rx=2;2=4;,y=0y =0

y el campo vectorial ?(:c, y,z) = (222,y**,z + y) . Determine el flujo saliente del cam-

po rotacional de ? a través de la superficie que limita lateral e inferiormente al sélido
B.

5.62 Calcule || rot £'- NdS donde S es la semiesfera 22 + y? + 2% = 16 situada por

SIS
encima del plano XY, orientada con vector normal que apunta hacia arriba, y

?(«’anv z) = (ff2 +y—4,3zy, 222 + 22) .
5.63 Calcule la integral de linea / ? - da, donde
Je

- = —
?(deywz):yi +xj +a’zk

y la curva C se define como la unién de los arcos Ci, Co y C3 que se originan como
sigue: C; es la interseccion de las superficies z = sen (xy) con y = x; C, resulta de
. ™

intersectar z = sen (zy) con x = 5 y C3 es el segmento de recta que va desde el punto

(%,0,0) hasta el origen de coordenadas.

5.64 Evalue (b F - da, donde F (x,y,2) = (sen (2?) e¥’ + 22,222 + z4> yCesel
Je
triangulo de vértices (3,0,0), (0,2,0) y (0,0, 1), en sentido antihorario.
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5.65 Calcule // rot 7. 7 dS, donde ¥ (,y,2) = (—y,x +y+ 22,2+ 2y), S es la
s s

porcion del plano z = y acotada por el cilindro z? 4 y? = 2y arriba del plano XY y es
la normal exterior a S.

5.66 Halle el trabajo realizado por la fuerza Kl (2,y,2) = (sen (z?) — 2, eV’ x4 z4)
sobre la curva

c- 2?4yt 22 =4
| z4+2y+2=0

recorrida en sentido antihorario; vista desde el eje positivo z hacia el origen.

5.67 Usando el teorema de Stokes, calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza
¥ (z,y,2) = (2" + arctanz + 2%, y¥ + arccosy + x%, 2° + arcsec z + y?)

cuando una particula se mueve bajo la influencia alrededor de la orilla de la parte de la
esfera 22 + 42 + 22 = 9 que esta en el primer octante, y que esta orientada en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, vista desde el eje positivo z.

5.68 Use el teorema de Stokes para evaluar // rot ? . WdS, donde
Hs

? (r,y,2) = (x2y3z, sen (zyz) ,xyz)

y S es la parte del cono y? = 22 + 22 que se encuentra entre los planosy =0 e y = 3,
orientado en la direccion de la eje Y positivo.

5.69 Use el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea /? - da, donde
e

? (z,y,2) = (7", e, e*) y C es el borde de la parte del plano 2z + y + 2z = 2 en el
primer octante, y esta orientado en sentido antihorario visto desde arriba.

5.70 Sea la curva C, que es la interseccién del cilindro 22 + 2 = 1, z > 0, con el
cono z2 = z2 + (y — 1)%. Use el teorema de Stokes, para evaluar la integral de linea

/? - da, donde ? (x,y,2) = ($22’, xy,yz) .
JC

5.71 Calcule // rot ? - 7 dS, donde ? (z,y,2) = (yQZ,xy,m2y2), S es la porcion
SIS

del paraboloide z = 2% + y? acotado por el cilindro 2 + 32> = 1 con vector normal
exterior a S.
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5.72 Use el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea
/ (y +senz)dr + (22 + cosy) dy + 23dz
Je
donde C es la curva parametrizada por « (t) = (sent, cost,sen(2t)), t € [0, 2] .

5.73 Calcule /[ rot F - 7dS, donde F (z,y,2) = (wy,e*,zy?), S consta de los
WS

cuatro lados de la pirdmide cuyos vértices son (0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1) y
(0,1,0) con vector normal que apunta en la direccién positiva del eje Y.

5.74 Calcule // rot F - 7dS, donde Fal (z,y,2) = (2%,22,2%), S es la porcion del
A s

plano XY delimitada por el interior de la elipse 422 + y?> = 4 con vector normal que
apunta hacia arriba.
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55 Teorema de la divergencia de Gauss

Dentro del calculo vectorial, el teorema de la divergencia se erige como uno de los
mas importantes, ya sea por que se utiliza para resolver muchas integrales dificiles asi
como por sus aplicaciones en el campo de las ecuaciones diferenciales parciales que
permiten modelar ecuaciones relacionadas con el flujo de calor y la conservacion de
masa. En resumen, este teorema relaciona la integral de superficie con la integral de
volumen, es decir, establece que la integral de superficie de la componente normal de
un campo vectorial ? sobre una superficie cerrada S es igual a la integral de volumen
de la divergencia calculada sobre el volumen V' encerrado por la superficie S.

Forma vectorial del teorema de Green

Sea C una curva cerrada, simple y suave del plano XY, denotada por

C:(z,y) = (x(s),y(s)),

y parametrizada por su longitud de arco, entonces el vector tangente unitario es dado

dx dy N dy dzx
orT = —,— el vector normal 0’ = | —, ——
P (ds’ ds) y " (ds ds
Observe que los vectores tangente y nornal satisfacen 7" - w =0.
Si F = (P, Q) es un campo vectorial, entonces usando el teorema de Green

obtenemos

)é?~ﬁ>d5:*j£(P,Q)-<§;,—z>d8
Sé(de Qdx) = // (6P 8Q> dA
_.//DV~?dA_”/[Ddiv?dA.

El resultado anterior es, muchas veces, llamado el teorema de la divergencia
de Gauss en el plano.
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Teorema 5.4 Teorema de la divergencia

Sea F una region sélida acotada por una superficie cerrada .S, orientada por
vectores normales unitarios dirigidos hacia el exterior de E. Si F' es un campo
vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en

E, entonces
.[/S?-ﬁdS:./]./Ediv?dV. (5.10)

En el caso particular, en que S = S;1 U S, U Sy y

E = {(I7y7z> GR?) : (xvy) GD/\fl (x,y) <z< fQ(x>y)}

entonces
¥ fZ(xvy)
/[?-ﬁdsz /// div FdV = // / div Fdz | dA.
SIS MIE A DA\ fi(zy)
= f1($: y)
z = faf
X Y
Figura 5.25: Region solida E acotada por una superficie cerrada S
Ejemplo 5.24

Calcule el flujo del campo vectorial F (z,y,2) = (2%y,222,yz%) através de la
superficie que es la frontera de la regiéon E de la siguiente figura.

Solucioén.
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(1, 2 0) v

Figura 5.26: Sélido

Como

. _ 0 9 0 2 _ 2
le?_ax (z y)+8y (2532)—1—62 (yz®) = 22y + 0 + 3yz° = 22y + 3yz

Y delcubotenemosque: 0 <z <1, 0<y<2,0<2<3.
Luego, aplicamos el teorema de la divergencia

// F.7ds = /// div FdV = / / / 2wy + 3y22) dzdyda

/ / (6zy + 27y) dyd:n—/ (12x + 54) dx
0

=6+54=060

Ejemplo 5.25

Evalle //? . 7dS, donde ? (z,y,2) = (my,y2 + e sen (:Ey)) y S esla
S

superfic'i'e de la regién E acotada por cilindro parabélico z = 1 — 22 y los planos
z=0,y=0yy+2z=2.

Solucion.

Es dificil evaluar directamente la integral de superficie directamente, dado que S
consta de 4 partes, segun la siguiente figura.

Por eso utilizamos el teorema de la divergencia para transformar la integral de
superficie en una integral triple.



370 Integral de Superficie

Figura 5.27: Solido E del ejemplo 5.25

Como
0 0 0
diV? =5 (zy) + ay (y2 +e”2) + e (senzy) =y+2y+0=3y
Para evaluar la integral triple, expresamos
E:{(x,y,z)eR3 —1<2<1,0<z2<1-—2? 0<y<2-2z}.

Por lo tanto, tenemos que

//? T dS = ///dw?dv ///3de—3/ /M/szdydzda:
Sof [T g [ 25|

1
:_5./_1[(@’ +1) S}d:c:—%./_l[w6+3x4+3x2—7]d56

dx

! 7 3 !
:—/ [w6—|—3x4+3m2—7]dx:—(7+—x5+x3—7m>
40

5
184
357

0
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Ejemplo 5.26

Un fluido con densidad igual a 300 fluye con una velocidad
U = (zy,y® +1n (2 + 22%) ,arctan (2° + ¢°)) .

Determine la razon de fluido a través de la superficie S de la regién E acotada
por el cilindro parabélico z = 1 — 22, y los planos 2 = 0, y = 0, y + z = 2.

Solucién.
Tenemos que

F = 3007 = 300 (:vy, ¥+ e" sen (xy)) ,

y div F = 300 (y + 2y) = 900y.
Luego, aplicando el teorema de la divergencia

. 1 pl—a? p2—2
/[ ? LTdS = /j] 900ydV = 900/ / / ydydzdx
S ME J-1Jo 4o
1—22

1 1—z2 1 3
—2
= 450 / / (2 — 2)2 dzdz = 450 / (z=2) dx
J—-1J40 . 3 0

-1

1 1
:150/ [(1+2)7 +38] dx:150/ (« + 32* + 322 + 9) dr
40 40

1
376 11280
=150 ( ) = —.
0

35 7

73
=150 (J;+5x5+:r3+9x>

Ejemplo 5.27

Un fluido con densidad igual a 250 fluye con una velocidad

5133 3 23
_ vtz Y 215 (3 3 ¢ 2 3
v = 5 te ,3+z+n(:c+xz),:c—y+—3+arcan(x +v°) ).

Determine la razén de fluido a través de la superficie S, que es la frontera de la
region solida E de la siguiente figura 5.28 .

Solucion.
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Figura 5.28: Sélido E del ejemplo 5.27

1
Observe que la esfera pasa por el origen, su centro estaen el punto (0, 0, 2) y

su representacién en coordenadas esféricas
2 2 2 _ 2 2 _ _ —
r+y' +2 =z p " =p°=pcos¢p & p=00p=cos¢g >0.
La ecuacién del cono z = /z2 + 32, en coordenadas esféricas es

pcosd = \/p?sen? ¢ cos? 0 + p? sen? gsen? O = /p? sen? ¢ (cos? 0 + sen? 6)

de donde sigue que
pcosp =psengp S tang =1 ¢ = %
Por lo tanto, la descripcién del sélido E en coordenadas esféricas es
E={(p,0,0):0<0<2m,0<¢<m/4,0<p< cosg}
Ademas

Fle,y,2) = 2507

3 3
= 250 <a:;) +ey+z> g (y?) +22+1In (3x+mz3)) 7

3
%
+ 250 <m—y+ % + arctan (z? —|—y3)> k,

entonces
3 3
divF = 250 [5'893 (mg + ey+z> + Efy (y3 + 2% +1In (3z + x23)>] +
250 g T—y+ 2—3 + arctan (932 + y3)
0z 3

= 250 (2% +y* + 2%).
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El flujo de ? a través del sélido E' es

”/[q?~ﬁds—./]]édiv?dV—250./f/E (2 +y? + 22) av

2 pr/4  pcos¢
= 250 / / / p% - p? sen ¢dpdedd
Jo Joo o

w/4 P5 cos ¢
:mw/ P
Jo 5o

/4 6
= 1007 / cos® ¢ sen ¢pdp = 100w <—COZ (b)
40

1/8 1 1007 (7
= 100w <_6 + 6) =5 <8)
175

= —T.

12

) sen ¢do

w/4

0

Ejemplo 5.28

Un fluido con densidad igual a 200 fluye con una velocidad
7 = (aj3 —+ ey+2’ y3 + 2'2 4 In (313 +$Z3) T — y+arctan (xQ —|—y3)) '

Determine la razén de fluido a través de la superficie S, que es la frontera de la
region del sélido
E: (2> +y*+ 22)2 =2z (2% + %)

Solucién.
Tenemos que

F (z,1,2) = 2000
=200 (x3 +e¥ 3422+ n (3:U + a:zS) , * — 1y + arctan (x2 + y?’))

entonces div F (2,7, 2) = 200 (322 + 3y + 0) = 600 (22 + y?)
Escribimos la ecuacion de la superficie en coordenadas esfericas

p* = 2pcos o (p2 sen’ ¢ cos? 0 + p® sen? ¢ sen? 9) =2pcos ¢ - p?sen? ¢
& EBip= 2sen? ¢ cos ¢

y como p > 0 = sen? ¢ cos ¢ > 0 de donde

S:0<60<2m, 0§¢§g, OSpSQSenzgzbcosqb
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El flujo de ? atraves de F es

”/[S?‘ﬁdS—./]]édideV—GOO.//](szryQ)dV

21 pm/2  p2sen® gcos ¢
= 600 / / / p? sen’ ¢ - p? sen ¢pdpdpdd
JO 40 40
/2 5 12sen? ¢ cos ¢
= 12007 / (”
Jo 5

w/2
= 2407 (32) / sen'3 ¢ cos® pdg = 2407 (16) £(7,3)
40

= 3840r (W) = 3840r (6'9'2'>

) sen® pdo

0

320
= —
21

donde hemos usado la funcién beta con m =7y n = 3:

/2
B(m,n) =2 / sen®™ 1 ¢ cos® ! pdo
o
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5.5.1. Problemas propuestos

5.75 Evalue la integral // F. 7 dS, donde
Ms

F(z,y,2) = (22 +sen (y2)) 7 + (y —we™*) 7 + 22K

y S es la superficie de la regién del espacio acotada por 22 + 3> = 4 y los planos z = 0
yz+z=2.

5.76 Calcule la integral de superficie // ? - 71 dS, donde ? es el campo vectorial
A S

?(1:731,,2) = (3xy2,mez,23)

y S es la superficie que limita al sélido acotado por el cilindro y? + 22 = 1y los planos
x = —1yx = 2. Considere que la superficie S esta orientada con la normal interior.

5.77 Evalie la integral // ? -7 dS, donde
SIS

- S -
F o,y 2) =ay? i +2%7 +yk

y S es la superficie de la regién cilindrica 22 + y? = 1 delimitada por los planos z = 1
yz=—1.

5.78 Considere el campo vectorial F . R3  R? definido por
F(a,9,2) = 20 +y,2 - 9,52 + )

y la superficie del cubo S en el primer octante limitado por los planos z = 1, y = 1,
z = 1y los planos coordenados. Calcule el flujo de F' hacia afuera a través de la
superficie S.

5.79 Use el teorema de divergencia para evaluar // ? . ﬁdS, donde
Ms

3
? (z,y,2) = (zzx, % + tan z, 2%z + y2)

donde S y S es la mitad superior de la esfera 22 + y? + 22 = 1 orientado hacia arriba.

5.80 Evalle la integral de superficie // F.7dSsi ?(m, y,2) = (2za, —zy, —2%), S
Hs

es la frontera del sélido B limitado por 2 =0, 2 =0,y = 0, 42> + > = 16y 2z + y = 4,
y 7 es el vector normal exterior.
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5.81 Evalue la integral de superficie // ? - TdS para el campo vectorial
SIS

F(2,y,2) = (22,97, 2%),
donde S es la superficie del sélido
B:{(x7y7z):0§z§ 1—192, O§m§2}
con vector normal apuntando hacia afuera.

5.82 Sea S superficie con vector normal exterior que limita al sélido acotado por la
porcién de la esfera 22 + y% + (2 — 1)2 = 9, comprendida entre los planos z = 1y

z = 4. Calcule // ? - 1dS, si ?(m, y,z) = (z,y,2—1).
SIS
5.83 Sean el campo vectorial

4
?(% Y, 2) = (—ygl’ + 2222, yz, V3z — 22:23:) .

Determine el flujo saliente del campo vectorial ? a través de la superficie S que
encierra al sélido limitado pory = 0, 2 =0, 2 +y = 4, 22 + 22 =4y 22 + 22 = 22.

5.84 Calcule // 7. dsS, si ?(:p,y,z) = (x,2y,—z), S es la frontera del sélido B

limitado por zg":sur;2 +y2yz=a2+y% y 7 es el vector normal exterior.

5.85 Sean B el sélido ubicado en el primer octante y limitado por las superficies
422 =4 y+2x=22=4y=0y z=0

y el campo vectorial ?(m,y,z) = (2%z,y%*,z +y) . Determine el flujo entrante del
campo vectorial ? a través de la superficie S que limita al sélido B.

5.86 Calcule // ? -7 dS si 7 es el vector normal exterior a la superficie S que es la
IS

frontera del sélido B limitado por la esfera 2% + y? 4+ 22 = 2y el cono 22 = 22 + 4%,y
52
?(m, Y, 2) = <xz, x arctan (zz), 2) .
5.87 Determine el flujo saliente del campo vectorial
- = —
Fla,y,2)=yi +27 +a%k
a través de la superficie S que limita al sélido acotado por la superficie z = sen (xy) y
s

los planos z = 0, y:xya::g.
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5.88 Calcule el flujo de ¥ (z,y,2) = (2y® +senz,2yz + Inz 2?2 + €¥), que pasa a
través del sélido E que se encuentra entre los cilindros 22 + y? = 1, 22 + y> = 2;y
entre los planos z = 1, z = 3.

5.89 Sea S la superficie del solido que esta entre los cilindros 22 +y% = 1y 22 +y? = 4,

entre los planos z = 1 y z = 3. Calcule el flujo de F (z,y,2) = (zy? yz, 2%2) que

pasa a traves del solido.

5.90 Use el teorema de la divergencia de Gauss para evaluar //? - ndS, donde
A

F (z,y,2) = (22, 2y, 2), S es la porcion del paraboloide z = 4 — 22 — 3 y el plano XY’

orientada con vector normal unitario exterior a S.

5.91 Un fluido con densidad igual a 800 fluye con una velocidad " = (y, 1, z). Deter-
mine la razén de fluido hacia arriba a través del paraboloide

1
z:9—Z(x2+y2),si 2% + 42 < 36.

5.92 Calcule el flujo del campo F (z,y,2) = (2223, 22y23, 2*) a través de S que
es es la superficie de la caja con vértices (+1,+2, +3) orientada con vector normal
unitario exterior.

5.93 Use el teorema de la divergencia de Gauss para evaluar // ? -ndS, donde
Ms

5
?(x,y,z) = (SxB—i—ln (8+3y2+z4) ,§y3+x3+z,x—2y+32>,

S es la porcion del cono z = /22 + y2 comprendida dentro del cilindro z2 + y? = 2z,
y 77 es el vector normal unitario exterior a S.

5.94 Sea F el solido ubicado en el primer octante y limitado por el planoz+y+z =1
y los tres planos coordenados, orientado con vector unitario normal exterior. Calcule

//?~ﬁ>d5, donde?(x,y,z) =(x+y+z—lLzyx+y+2).

SIS

5.95 Sea E el sélido limitado por las semiesferas
z=\4d—a?—y?, z=2—2%—y?

y el plano XY Calcule //f2 . 77dS, donde ? (z,y,2) = (ln <y2 + % + 2) , Ty 22> y
S S

7 es el vector unitario normal exterior a la superficie S que es la frontera de F.
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b) 0.285u?.
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d) =’ 3 3
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Capitulo 2
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27
21 2L 2.9 0.
4
4
2.3 a) 18. 211 &) -
b) 1. 1
) b) —.
c)e—e -1 24
d) 8. c) %* %COS8
36 8v2
e) = +2In2 ~ 8.586 3. Ve
) = d -
15 1
) o (e? —e) ~17.515. e) 3 (2—3sen3+2cos3).
2.5 2212.67. f) 12.
1
27 — L
24 9 96

3 V922 p3—2 3 p/9—-y2 p3—z
2.13 / / / xyzdrdydz 'y / / / xyzdzdzdy.
J0 40 40 JO S0 40

215 a=3,0=0,9(y

—VI—y?yh(z,y) =3 —u=x.

3 p3—z pV3 3 pV3 p3—y
2.17/ / / 2x2y23dxdydz,/ / / 222y dzdady y

2.19

2.21

3—x2 3—z
/ / / 222y 3 dydzdx + / / / 222y dydzd.
3—x2

=1
b) B = {(r 0,2) :
c) B={(r,0,2):
d B= {(r,@,z)
e) B={(r0,z)
243
a) —

(r,0,2):0<r<3;,0<60<2m 0<2<5}.

03r§2;0§9§§; r2§z§4}.

0<r<1;0<60<2m 1—r?<z<4}.

:OSTSQ;OSQSZW;TSZS\/SfT‘Q}.

0<r<2,0<0<2m 1+r*<2<9—r?}.
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3.1

3.3

3.5

a) Dom () : |1, +o0].

b) a(2) =

a) Dom (f)
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(0,1,10).

1-{3}-

(1,16 sen? (0,25)

a) Dom (f) :]0,+o0].

=
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b) lim f(¢) = (1,0,0).
t—0
L. ’ / i
3.7 lafuncién a no es regular, pues o’ (0) = o/ (27) = 0.

3.9 13~7.

310 7L e
y=3+t

343 Lr:P=(1,1,1)+ A(1,-2,1); A€ R.

3145 Lp: P = (ﬂ 1 e’T/G) +)\<—%,§,e”/6);)\ER.

20
r=t+1

3.17 L : y=2 , teR.
z=3-—2t

349 17/ ()] = /22,

r=—1+4+2cost
321 a)C:q y=—-1+2sent , t€[0,2n].
z=5—4(cost+sent)

b) L:P=(1,—1,1)+A(0,1,-2); A € R.

c) La curva C esta contenida en el plano 2z + 2y + z = 1, al igual que sus
rectas tangentes. No obstante, el plano no pasa por el origen, entonces no
existe tal punto.

323 a) By=o(l)=(n2,v2,1).
" _ 1
b) a”(1) = (O’ﬁ’ 1).
325 a)t=+2.
b) (V2,v2,0).
c) La trayectoria descrita por la particula corresponde a una parabola en el
plano y = x.
3.27 a) t=5;(10,15,100).
b) t=0;t=10;v=+113 cm/s.
c) t=5;v=+v13cm/s.

Lt +2, Ae5/2

3.29 a(t) = (33 +1, 5 , 1 t5/2).
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3.31 Su velocidad esta dada por ¥ (t) = (2t + 1,3t — 1,t + 1) y su posicién es

r(t)= 3B+t —t, 52 +1).

Problemas propuestos 3.2.1 <~ pagina 228

— 3+ 3cost
333 C:{ T 0T o0, 2q].
y=2+3sent

3.35 La curva es un arco cerrado, porque el punto inicial coincide con el punto final.

s

(=1}
=

Punto inicial coincide
con el punto final

= 3¢2
3.37 c:{ T teR
y =2t

(y—1* (-2
3.39 = 1.
16 9

3.41 2 (z —1)2 =2t

3.43 «(t) = (cost,2sent — 1,cos?t + 4sent — 2) ; t € [0,27] .

3.45 La curva C tiene 2 puntos multiples. El primero en t; = —w y to = 7, para los

cuales a (—7m) = a(m) = (—3,0) y el segundo en t3 = —— y ty =

cwosa () <o (7) = (1)

3.47 a(t):(cost—l sent — 1,3 —sent); ¢ € [0,27].
(5 = 0.1
3.49 o (t,\f VE T ) telo,1].

o

6

5 para los
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r=t
851 C:q y=4t—-1 ,0<t<2
z=4— 0,5t
Capitulo 4

Problemas propuestos 4.1.2 <> pagina 253

y % (24572 4.15 2.
4.3 7.327. AT
4 8 4.19 6.163 m?2.
4.5 g\/§+ 3 "
4.21 a) 13.57 cm?.
4.7 V3/2. b) 141.45 cm.
4.9 2. 4.23 7.64 u.

4.11 = 2.995 gramos. 425 a) 43.611 om2.

4.13 2V/2. b) 11.945 cm.

Problemas propuestos 4.3.2 <~ pagina 291

4.27 5/2. 4.43 In(3).

4.29 1/35. 4.45 0.
80
3

4.33 0. 449 a) a=2b=1.

89
4.35 50" b) f(z,y,2)=2?y+az+22+C.

3 C) 22.
4.37 571' — 2.

4.31 4.47 0.

451 @) a—=—4 b= —2.
b) f(x,y,2) = —aty?z+yz3+C.

4.39 256.

4.41 2.
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Problemas propuestos 4.4.1 <>~ pagina 304

16
453 — 465 1/2.
53 15
4.5 mn /2. 4.67 32/3.
4.69 —5.7485 x 10°.
4.57 8/5. »
471 ==,
459 a =8 b=1/2. 3
4.73 0.95.
1
4.61 —5ab37r.
16 4.75 —273.35.
57
4.63 —.
530 4.77 1.213J.
Capitulo 5

Problemas propuestos 5.2.2 <~ pagina 335

51 b) 46. 513 41.
32 15
b) ==/6.
) 3 ve 5.15 —28300.
) 2+1n (1 2)) ~ 2.2967.
53 m(V2an(l+v2))~2200m g, V6— Y2 = 1.978.
5.5 4.
V6
7 Vo
5.7 671 5.19 3
5.9 36.177. 5.21 9.05g.

511 11\/14. 5.23 3.270g.
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Problemas propuestos 5.3.4 <> pagina 352

5.25 3007.
5.27 2.
5.29 —18r.
5.31 4.
5.33 128m.

5.35 167.
713

537 —.
180

5.39 7.

5.41 37.
5.43 —4.
5.45 4.

547 1 —e.

1
5.49 —.
6

Problemas propuestos 5.4.1 <>~ pagina 363

5.51 —4m.

5,53 —.

5.55 4.

5.57 2.

559 —.

5.61 0.

5.63 0,738
5.65 3m.
5.67 36.
5.69 2e¢ —4.
5.71 7.

5.73 0.

Problemas propuestos 5.5.1 <~ pagina 375

5.75 20m.

5.77 .
137
579 —.
20

8
5.81 27 + 3 ~ 8.949.

5.83 7.419.
012

5.85 3

5.87 0,921

5.89 27m.

5.91 129 6007.

224
593 —.
)

5.95 127.
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Formulas de derivacion

En la siguiente tabla de derivadas, C es una constante arbitraria.

Funcion f Dominio de f Derivada

a) f(x)=C z€R f(x)=0

b) f(z)=2";neN reR f'(x) = na™1

c) flx)=Cx zeR fl(z)=C

d) f(z)=e" reR fl(z)=¢€"

e) f(z)=a% zeR f(z)=a"Ina
a>0,a#1

f)  flz)=Inz x €10, 400] fl(z) = é

9 J@)=logz  welotool  fl) =
a>0,a#1

h) f(z) =senz zeR f(xz) =cosx

i) f(x) =cosz zeR f(z) = —senz

) flz)=tanx T # g + k; f'(z) =sec’z

keZ
k) f(z) =cotx x#kmkeZ f'(x) = —csc?x
) f(z) =secx x# g—i—kw; f'(z) =secxtanx
kekZ

m) f(z) =cscx r#km kel f'(x) = —cscaxcotx

n) f(z) =arcsenz xz e [-1,1] f(z) = \/11_7

o) f(x)=arccosz z €[-1,1] fl(z) = —\{m

p) f(zx) =arctanz zeR fl(z)=——
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Férmulas de integracion inmediata

En las férmulas considere w = u () una funcién diferenciable, y C denota una

constante arbitraria.

a)/ du=u+ C.
1 1
b) { wPdx = uwPt + C
. p+1
donde p # —1.

c) /%zln|u|+c.
J o

d) /a”du = ia“ + C.
. Ina

donde a > 0,a # 1.
e) /e“du:eu—i—C.
f) /senudu:—cosu+C.

g) /cosudu =senu + C.
h) /sec2 udu = tanu + C.
i) /CS(32 udu = —cotu + C.

) /secutanudu =secu + C.

k) /cscucotudu = —cscu + C.

) /tanudu = —In|cosu|+ C
. = In|secu| + C.

m) /cot udu = In |senu| + C.

n) /Secudu = In|secu + tanu| + C.

0) /csc udu = In|cscu — cotu| + C.

du 1 U
p) / m = g arctan (a) —+ C

du 1 u—+a
q)_/a2—u2_%ln a—u +C

donde u # a # 0.

= arcsin (E> +C
a

donde a > 0.

du
" / va? —u?

s) /diu—larcsec (E)—i—C
Jwer—a? a a '

donde a > 0.

du
t 7=1n’u+\/u2ia2’+c.
)./ Vu? £+ a?
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