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Prdélogo

El presente libro, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias para Ciencias, tiene como base los con-
tenidos mas importantes que se dictan en los cursos de Calculo Avanzado Il y de Ecuaciones
Diferenciales en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Agraria La Molina, asi mismo,
serd de gran utilidad para los alumnos que lleven el curso de Andlisis Matematico IV en la Facultad
de Industrias Alimentarias y en general resultarad muy practico y provechoso para estudiantes que
cursen las diversas carreras de ciencia e ingenieria.

Este trabajo, ha sido realizado con el objetivo de guiar a los estudiantes en el proceso de apren-
dizaje hacia las ecuaciones diferenciales considerando los aspectos formales como definiciones
y teoremas donde nos centramos en la parte practica y aplicativa dando una diversidad de ejem-
plos desde casos inmediatos hasta casos que requieren de un analisis mas detallado, realizamos
algunas demostraciones basicas pero no profundizamos en las demostraciones que requieren de
mas herramientas matematicas por ahora no es nuestra prioridad.

Preocupados que los estudiantes se pregunten en donde aplicar lo aprendido, en este texto
les presentamos una diversidad de problemas que son modelados a través de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias considerando el contexto en el que se presentan con la finalidad que usted
amigo lector pueda dar respuesta a algunos problemas reales en el cual esta trabajando o en caso
contrario que sea este libro un punto de partida para generarle mayor inquietud y dnimos de seguir
investigando.

Los Autores







Introduccion

Una ecuacién diferencial ordinaria es una igualdad de expresiones matematicas que relacio-
nan una funcién que depende de una variable independiente, con sus respectivas derivadas. Se
presentan con frecuencia en casi cualquier rama de la matematica aplicada, sirven para modelar
y resolver problemas en fisica, ingenieria, economia, biologia, entre otras areas. La construccién
de estos modelos tienen entre sus objetivos predecir comportamientos futuros.

Esta obra ha sido desarrollada en siete capitulos con el fin de lograr un aprendizaje adecua-
do de una introduccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias. En el capitulo 1 se introducen
los conceptos tedricos basicos. En el capitulo 2 se presentan algunos modelos de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden. En el capitulo 3 estudiamos las ecuaciones diferenciales de primer
orden, sus métodos de solucién y presentamos varios ejemplos. En el capitulo 4 se desarrollan las
ecuaciones diferenciales de segundo orden y de orden superior asi como sus métodos resolutivos
y ejemplos. En el capitulo 5 se estudia la transformada de Laplace como un nuevo método para
resolver ecuaciones diferenciales. El capitulo 6 estd dedicado al estudio de los sistemas lineales
de ecuaciones diferenciales y en el capitulo 7 se da una introduccién a la teoria de la estabilidad.
Destacamos que cada capitulo consta de ejemplos y aplicaciones, una seccién de ejercicios re-
sueltos y ejercicios propuestos.

Desarrollados los contenidos matematicos, presentamos algunas referencias bibliogréficas
que esperamos sean Utiles para los lectores interesados en profundizar en el estudio de las ecua-
ciones diferenciales o de conocer otras aplicaciones.

Al finalizar, para dar respuesta a la pregunta ;como saber si la ecuacion diferencial ordinaria
esta bien resuelta? en el apéndice A se brindan los cédigos necesarios para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en el programa Python
que es de acceso libre y el estudiante podra comprobar sus soluciones utilizando la tecnologia.







Capitulo

Conceptos Basicos

Recordemos que en el estudio del célculo diferencial de funciones en una variable, dada una funcién
f derivable en X nos preguntamos ;quien es f’(Xq)?. Por ejemplo, si f(x) = x2 entonces f’(1) = 2
geométricamente representa la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién f en el punto (1, 1)
y si el punto a evaluar es cualquier x € R se tiene f/(x) = 2x. Ahora si intentamos seguir el camino inverso,
una pregunta natural surge al respecto. ¢ Cudl es la funcién y = f(x) que cumpla % = 2x7? sinlugar aduda
este hecho nos lleva a entender las ecuaciones diferenciales.

En este capitulo presentamos los tépicos introductorios necesarios para el estudio de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

DEjill(ei[e]s MM Ecuacion Diferencial

Una ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables dependientes respecto a una o mas
variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (ED). En este caso las variables
dependientes vendrian a ser las incognitas de la ecuacion.

= Si consideramos una variable independiente x y una variable dependiente y = f (x) son ecuaciones
diferenciales:

a) Z—§=2x
d?y

b) m+sen(x)
d

c) F=x2

= Siconsideramos dos variables independientes X, y y una variable dependiente z = f (X, y) son ecua-
ciones diferenciales.

02z | 3%z _
a) m"‘m—o

2
b) 2% +sen(xy)

2
c) £(—azy + cos (xy)
d) 5 =xy

Para saber el tipo de ecuaciones diferenciales a desarrollar veamos su clasificacion:

1.1. Clasificacion de las Ecuaciones diferenciales

CLASIFICACION POR TIPO
Si una ecuacién contiene las derivadas de una o més variables dependientes respecto a una sola variable
independiente se dice que es una ecuacioén diferencial ordinaria (EDO).

dy d’y dy dy dx
—+5y=e* , ———+6y=0 —+ —=2x+
x Y ax? ax Y T 4

son ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una ecuacion que involucra derivadas parciales de una o més variables dependientes respecto de dos
0 mas variables independientes se llama ecuacién diferencial parcial (EDP).




1.1. Clasificacioén de las Ecuaciones diferenciales

a2u  d%u 0 au v
— 4+ —— = _—— —
ax2  ay? d ay X

son ecuaciones diferenciales parciales.

CLASIFICACION POR ORDEN
El orden de una ecuacién diferencial (ya sea EDO o EDP) es el orden de la derivada de mayor orden en la
ecuacion.

es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden.

Simbdlicamente por lo general podemos expresar una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
con una variable dependiente y de la forma

FOO Y, Y, . y™M =0, (1.1)

donde F es una funcién real de n+ 2 variables: x, y, y’, . .., y{™. Por razones tanto practicas como tedricas,
de ahora en adelante supondremos que de la ecuacion (1.1) es posible despejar la mayor derivada y(") en
términos de las n + 1 variables restantes, es decir podemos reescribir la ecuacion (1.1) en la forma

dn

y _
W=f(xfyry,:"‘:y(n 1)) (12)

donde f es una funcién con n + 1 variables independientes, la ecuacién (1.2) se conoce como la forma
normal de la ecuacion (1.1). Asi, cuando sea adecuado para nuestros propdsitos, usaremos las formas nor-
males

Y=fy) vy =fxyy)

para representar en general las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo orden.
Por ejemplo, la forma normal de la ecuacién de primer orden

Axy’+y=x
esy’ = (X4XY), la forma normal de la ecuacion de segundo orden
y’"—y'+6y=0
es

"o
y" =y —6y.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden algunas veces son escritas en su forma diferencial

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0.

Ejemplo 1.4

Si suponemos que y = y(x) denota la variable dependiente en la ecuacion
(y—x)dx + 4xdy =0,

entonces su forma alterna es
4xy’+y =x

_ dy
donde y’ = -.

10



1.1. Clasificacion de las Ecuaciones diferenciales

CLASIFICACION POR LINEALIDAD

Una ecuacidn diferencial ordinaria de n-ésimo orden como (1.1) se dice que es lineal si F es lineal en las
variables y, y’,-- -, y{"). Esto significa que una EDO de n-ésimo orden es lineal si tiene la forma

- ( )dn_ly ( )dy (x)y—=90)=0
+ap-1(X)—— +---+a1(x)— + ao(X)y —g(x) =
n—1X) hm1 1)+ do y—9

an(x) dx"

donde cada coeficiente a;(x) sélo depende de la variable independiente x (puede tomar valor constante).
Note que en una EDO lineal la variable dependiente y sus derivadas sélo aparecen elevadas a la potencia
uno sin componerse con otra funcion.

d3y dy
dxy’+y=x, y’'-2y'+y=0 'y ——+Xx——5y=¢X
dx3  dx
son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.
Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales son
d?y dy
Q—y)y' +2y=e* , —+sen(y)=0 y —+y?=0
dx2 dx4

Solucién de una EDO

La solucién de una EDO es cualquier funcién y = ¢(x), definida en un intervalo abierto I =]a, b[
que tiene al menos n derivadas en I, las cuales al sustituirse en la ecuacién (1.1) satisfacen dicha
ecuacion, es decir

F(x, $(x), ¢’ (x), ..., 9 (x)) = 0 (1.3)

para toda x en I en tal caso decimos que ¢ satisface la ecuacion diferencial en el intervalo I.

Para nuestros propésitos suponemos que la solucién ¢ es una funcién real de variable real. Por otro
lado no podemos pensar en la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria sin simultdneamente pensar
en un intervalo que forma parte del dominio de la solucién.

DLWl INTERVALO DE DEFINICION

Al mayor de los intervalos I que pueda ser dominio de la solucién de una EDO también se le conoce
como intervalo de definicion, intervalo de existencia, intervalo de validez, o dominio de la solucion
y puede ser un intervalo abierto ]a, b[, un intervalo cerrado [a, b], un intervalo ilimitado ]a, oo,
etcétera.

Ejemplo 1.6
Notemos que la funcién ¢ definida por ¢ (x) = €%1%* g5 una solucién de la ecuacién Z—;’ = 0,2xy

en el intervalo ]—oo, + o[, pues Vx € R ¢’ (x) = g—f = 0,2xe%1%* ademas como ¢ (x) = e% ¥
se tiene
de

Ix =0,2x¢ (x),

. . o ody
es decir ¢ satisface la ecuacion g = 0,2xy.

Por lo general denotaremos una solucién de (1.1) como y(x).
La solucion de una EDO, puede ser dada en forma explicita o implicita como se define a continuacién

1



1.2. Problema de Cauchy o de valor inicial.

Solucién Explicita de una EDO

Una solucion explicita de la ecuacién (1.1) es una funcién y = ¢ (x) que satisface (1.1) donde ¢ es
explicitamente descrita en términos de x.

DIl Solucion Implicita de una EDO

Se dice que una funcidn ¢ es una solucién implicita de la ecuacion diferencial (1.1) en un intervalo I,
si satisface la relacién (1.1) para todo x € I'y su regla de correspondencia no puede ser expresada de
forma explicita en funcién de la variable independiente.

Ejemplo 1.7

1
La ecuacion diferencial xy’ = ——— tiene como solucion implicita a la curva:
1+ cosy

y +seny = [n(Cx).
donde y = y(x), pues al derivar implicitamente y + seny = [n(Cx) respecto a X, se tiene que

y' + cos(y)y’ = X de donde (1 + cos(y))y’ = X es decir y(x) satisface la ecuacion diferencial.

Condiciones iniciales para una EDO

Las condiciones iniciales son un conjunto de n datos conocidos yo, y1, -, ¥n—1 € R que acompa-
flan a una ecuacion diferencial ordinaria de orden n, se espera que la funcién incégnita y junto con
sus derivadas tomen estos valores en un punto x = Xq, es decir

y(x0) =Yo, ¥’ (X0) =y1, -+, Y D(x0) = yn-1

1.2. Problema de Cauchy o de valor inicial.

Se entiende por problema de valor inicial a una ecuacién diferencial ordinaria de una variable depen-
diente y de orden n, es decir

F v,y ,....y™M =0,
que ademas satisfaga, las siguientes n condiciones iniciales
yxo)=yo, ¥ (xo)=y1, -,y (x0) = yn-1,

para algun xo € I donde yq, y1, ..., ¥n—1 son constantes dadas. La terminologia de condiciones ini-
ciales provienen de la fisica, mds especificamente de la mecanica.

Ejemplo 1.8

El problema de valor inicial

y"” +y”+y’ +y=senx
y(0)=0

y'(0)=-1

y"(0)=1

(P)=

donde

177

FOooy, Yy, y")=y" +y" +y +y—senx,

con datos iniciales xo = 0,y0 =0,y1 =—1y y, = 1, tiene por solucién:

Xsenx Xcosx

4 4

0 3 03
X)=—€ — —COSX —
/ 4 4

12



1.3. Ejercicios Resueltos

se deja para el lector comprobar que y(x) satisface (P), mas adelante veremos como hallar esa so-
lucién.

D[ s Ml Solucion general de la ecuacion diferencial

La solucién general de la EDO (1.1) de orden n, es una funcién que depende de n constantes arbitrarias
las cuales al tomar cualquier valor real siguen generando soluciones de la EDO (1.1), podemos decir
que este tipo de soluciones corresponden a toda una familia de funciones.

" + y" +y’ + y = senx tiene por solucion general a:

La ecuacién diferencial y
3 Xsenx Xcosx
y(x)=ce X+cz<:osx+<:3senx—T— 2

donde c1, ¢, €3 son constantes arbitrarias.

DIill(eile s MM Solucion particular de la ecuacién diferencial

Una solucién particular de la ecuacion diferencial ordinaria (1.1) de orden n, es la que se obtiene a
través de informacién adicional que permita asignar valores especificos a las n constantes arbitrarias
que aparecen en la solucién general.

B 3 3 XSenx Xcosx
En el caso del PVI (P) su solucién y(x) = Ze‘x — Zcosx =
de la ecuacién y’”’ + y”’ + y’ + y = senx ya que las constantes c1, C2 y €3 toman los valores particulares

c1=3/4,cp=—3/4yc3=0.

Solucién singular de la EDO

Una solucién singular es una solucién que no puede extraerse de la solucién general, es decir no
puede obtenerse asignandole valores a las constantes arbitrarias de la solucién general.

Ejemplo 1.9
Dada la EDO y’ = (y — 3)? se tiene:

Solucion General y(x) = 3 — & donde C es una constante arbitraria.
Solucion Singular y(x) = 3

es una solucion particular

1.3. Ejercicios Resueltos

3
1. Dada la ecuacion dlferenC|aI L y2 (d—y) + % = tan (x) establezca su orden y determine si la
ecuacion es lineal o no Ilneal.
Solucién:
El orden es 3 debido al termino W y la ecuacion no es lineal ya que dx2 aparece elevado a la potencia

tres, para ser lineal deberia de tener de potencia uno o cero.

2. Dada la ecuacién diferencial < dt4 + 3tdt2 + Cos(t) Gf t oy = e3! establezca su orden y determine
si la ecuacion es lineal o no lineal.
Solucién:

El orden es 4 debido al termino Z?, ademas la ecuacion es lineal pues la incégnita y = y(x) y sus

derivadas aparecen elevadas a la potencia uno.

3. Compruebe que la funcién definida por y (x) =1 + %(x2 + C)z, VC > 0 es solucién de la ecuacion

d
diferencial d—i =2xyy—1.

13



1.3. Ejercicios Resueltos

Solucion:
Al derivar la funcién y con respecto a x tenemos que
dy (x2+C)(2x)

= =x(x%+C),
™ > x(x?+C)

d
por otro lado 2x4y/y—1 = 2X\/[1 +3(x2+0C) ] 1= 2x ( C) consecuentemente é =

2x4/y — 1 entonces y(x) satisface la ecuacion diferencial dada.

=(x+y+3)

4. Compruebe que lafuncién definida por y (x) = tan (x)—x—3 es solucién del PVI { (0)=—3

Solucién:

Al derivar la funcién y con respecto a x tenemos
dy
— =sec?(x)—1=tan?(x),
dx

d
por otro lado (x + y + 3)2 =x+[tan(xX)—x—3]+ 3)2 = tan?(x) = % consecuentemente

d
hid = 2x+/y — 1 entonces y satisface la ecuacién diferencial dada, ademas y (0) = tan(0)—0—

ax
3=-3.
Por lo tanto y satisface el PVI.
=2 55 & - y
5. Compruebe que la funcién definida por y (x) = 0 4 = 5 es solucion del PVI ( )
X < =

Solucion:
Al derivar la funcién y con respecto a x tenemos que

dy _ ( (x—2)? -2
= Six > 2 enonces ax = Vi -
= SiX < 2 enonces & dy =0, por otro lado /y = 0.

m Six=2 anallzamos las derivadas laterales
(2+h=2)2
, — . et g 2
Y (2)= lim Y& -y 0 = im =0
+ h—0+ h—0+ h—0+

.y @)= lim wz lim %% =0
- h—0— h—0+

luego ¥ (2) = 0, por otro lado /y (2) = 0, consecuentemente

dy (x) s

dx
paratodo x € Re y (0) = 0. Por lo tanto, y (x) es solucién del PVI dado.

6. Sea la ecuacién diferencial: 3y2y’ =2x — 2.
a) Clasififique la EDO .

b) ¢Es la funcién definida por y(x) = ¥/x2 = 2x + ¢ solucién de la EDO ? ¢ es una constante
arbitraria.

Solucién:

a) La ecuacién diferencial 3y2y’ = 2x — 2 es:
De primer orden, pues la maxima derivada que aparece es la primera derivada, no lineal, ya que
la variable dependiente y = y(x) esté elevado al cuadrado, ademas como el segundo miembro
de laigualdad f(x) = x — 2 # 0 es no homogénea.
Por lo tanto, la EDO es una ecuacién de primer orden, no lineal y no homogénea.
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1.3. Ejercicios Resueltos

. . . 3 . .
b) Siendo ¢ una constante arbitraria, y(x) = ¥x2—2x+ ¢ si es una solucién, en efecto, al
derivar respecto de x se tiene

y = E(x2—2x+ c)_2/3(2x—2)=£—3 ! (2x—2)
3 3(Vx2—2x+¢)?
2x—2

Luego, 3y2y’ = 2x — 2.
7. Verifique si la funcion definida por
y(x) = c1cos(x) + casen(x) + cze X + c4e* —x

es solucion de la ecuacién diferencial y(*) — y = x.

Solucién:
Al derivar y(x) cuatro veces respecto de x se tiene

y = c1cos(x)+ casen(x)+ cze X+ cae*¥—x
y’ —c1sen(x) + cacos(x)—c3e ™ + cge*—1
y’ —c1c05(x)— casen(x) + cse X + c4e*
" ci15en(x)—cacos(x) — cze ™ + cze*
y®) = cicos(x) + casen(x) + cze™ + c4eX

y

Luego,

y®—y = (cicos(x)+ casen(x)+ c3e ™ + cqeX)—
(c1cos(x) + c2sen(x) + cze™ + ca€* —x)
= x

Por lo tanto, y(x) = c1c0s(x) + c2sen(x) + cse X + cae* — x si es solucién de la EDO.
8. Verifique si la funcién definida por
y(x) =—3x+ e~ + 32X
es solucion del problema de valor inicial y”/ — 4y = 12x, y(0) = 4, y’(0) = 1.
Solucién:
Notemos que

y(x)=—3x+e 2+ 3> — y(0)=-3(0)+e 20 +3e2(0 =4,
Y (x)=—3-2e%+6e* — y(0)=—3-2e2 4620 =1

es decir la solucion dada cumple con las condiciones iniciales y(0) = 4, y’(0) = 1. Ademads, y”/(x) =
4e~2X + 12e%¥ y al reemplazar en la EDO y simplificando términos semejantes, se tiene:

y'—4y=4e %+ 122X —4(—3x+ e ¥ +3e?) = 12x
Luego, y(x) = —3x + e~ X + 3e?X satisface el PVI dado.

9. Verifique si la familia de curvas 3x2 + 4y? = c donde 0 < ¢, es solucién implicita de la EDO
4yy’ = —3x.

Solucién:

Para verificar si la familia de curvas 3x2 + 4y? = c es solucién de EDO derivemos implicitamente
considerando y = y(x), asi tenemos:
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1.4. Ejercicios Propuestos

dx d

3x2+4y2=c—>6x—+8y—y =0
dx dx
6x+8yy’ = 0

de la dltima igualdad se tiene, 4yy’ = —3Xx.
Por lo tanto, 3x2 + 4y?2 = c es una familia de soluciones implicitas de la EDO 4yy’ = —3x.

1. Establezca el orden de la ecuacién diferencial ordinaria, luego determine si la ecuacion es lineal o no
lineal.

a) (L—y)y” —4xy’+ 5y = cos(x)
a3 dy\4
b) xg5— () +y=0

c) toy@® —t3y” 6y =0

2
d) %+%+u=cos(r+u)

e) Ly~ 1+(d—y)2

axZ — dx
d?R _ _ k
f) 42 =&

g) (senB)y’”’ —(cosB)y’ =2
h x—(1-%)x+x=0
2. Compruebe que la funcién dada es una solucién de la ecuacién diferencial .
a) 2y’ +y=0;y=eX?2
b) ¥+ 20y=24;y="5_28¢g20t
dt ’ 575
¢) y”’—6y’+ 13y =0;y = e3*cos(2x)
d) y” +y=tan(x); y =—(cos(x)) n(secx + tanx)

3. Sea la ecuacién diferencial: x2y’”’ — 2y = 0.

a) Clasifique la EDO.

2
b) ¢Es la funcion definida por y(x) = c1x? + — solucién de la EDO ? ¢1 y ¢z constantes arbitra-
X
rias.

4. Compruebe que la funcién definida por

—x2 six<0
x2  six=0

y(x) ={

es una solucién de la ecuacion diferencial xy’ — 2y = 0 en ] — oo, +oo[.
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Capitulo

Modelos Matematicos

Con frecuencia, es necesario expresar matematicamente el comportamiento de diversos sistemas o
fendmenos de la vida real, los cuales se manifiestan en tiempo continuo. Estos fendmenos pueden abarcar
desde situaciones fisicas hasta aspectos sociolégicos o econémicos, entre otros. La descripciéon mate-
matica de un sistema o fenémeno se conoce como modelo matematico y su construccién se realiza con
objetivos especificos.

Dentro de las herramientas matematicas utilizadas para describir situaciones reales, se encuentran las
ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales modelan problemas de razones de cambio en tiempo conti-
nuo. Los cientificos a menudo recurren a ellas para representar cambios en distintos fendmenos, buscando
que sus modelos se aproximen de manera precisa a la realidad.

Los pasos recomendados para la construccion de estos modelos son los siguientes:

1. Identificacion del problema a resolver.

2. Comenzar con un modelo simple, estableciendo un conjunto de suposiciones razonables o hipotesis
sobre el sistema que se esta describiendo. Estas hipdtesis incluyen las leyes empiricas aplicables al
sistema y se centran en aspectos especificos del fendmeno a modelar.

3. Identificacién de variables y constantes importantes, asi como determinacion de sus relaciones.

4. Determinacién de una ecuacién que exprese las relaciones entre las variables y constantes identifi-
cadas en el paso anterior.

5. Verificacion y perfeccionamiento del modelo.

En caso de que las predicciones obtenidas sean deficientes, se tiene la opcién de modificar las hipotesis
con el fin de obtener un modelo que refleje de manera mds exacta la realidad observada en el fenémeno a
describir.

Si y(t) denota una cantidad fisica, entonces y’(t) = % denota la razén de cambio de y respecto
a la variable t . Esta razén de cambio determina que tan rapido o lento cambia y con respecto a la
variable t . Mas precisamente dada la funcién derivable f la razén o rapidez de cambio instantdnea
con respecto a la variable t cuando t = tp se obtiene calculando

df(to)
— = f"(to).
ot f'(to)
df (t df (t
Si % > 0 diremos que cuando t = tg la funcién f aumenta o crece a unarazén de % .
_df(to) : L . )
S 7 < 0 diremos que cuando t = tg la funcién f disminuye o decrece a una razén de
df(to)
dt |’

2.1. Dinamica Poblacional

Modelo maltusiano: Uno de los primeros intentos para modelar el crecimiento de la poblacién humana
por medio de las matematicas fue realizado en 1798 por el economista inglés Thomas Malthus. Basica-
mente la idea detras del modelo de Malthus es la suposicién de que la razén con la que la poblacion de
un pais cambia en un cierto tiempo es proporcional a la poblacién total del pais en ese tiempo. En otras
palabras, entre mds personas estén presentes al tiempo t, habrd mds personas en el futuro. En términos
matematicos, si P(t) denota la poblacion en el tiempo t, entonces esta suposicién se puede expresar como




2.2. Dindmica de crecimiento restringido de un individuo:

P/(t) = kP

donde k es una constante de proporcionalidad. En condiciones ideales este modelo se ajusta, al menos
durante cortos periodos de tiempo, al estudio de algunas poblaciones.
Modelo logistico: El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacion tiene carencias importantes ya
que no tiene en cuenta los posibles factores limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que la tasa
de crecimiento intrinseca (k) es constante; lo usual es que dicha tasa no sea constante y dependa de la
poblacién y de las condiciones ambientales. Es razonable esperar que el habitat tenga una capacidad de
alojamiento, M, que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar. Inicialmente, cuando
hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacién tendréd un crecimiento exponencial que se ird amor-
tiguando hasta llegar a M, y por encima de dicho valor decrecera. La siguiente ecuacién, propuesta por el
matematico y bidlogo belga P. F. Verhulst hacia 1840, tiene en cuenta estas observaciones.

P(t) = Pt(l P(t))
(t)=rpP(t) v )

Esta ecuacion diferencial se conoce como ecuacion logistica. Observe que para valores pequefios de la
poblacion P(t) se tiene que P’(t) = rP(t), ademas para 0 < P(t) < M se tiene que P’(t) > 0, lo que indica
que la poblacion crece, y para P(t) > M se tiene que P’(t) < O lo que indica que la poblacién decrece. Se
ha comprobado que la ecuacién logistica predice con bastante exactitud el crecimiento de ciertos tipos de
bacterias, protozoarios, pulgas de agua y moscas de la fruta.

2.2. Dinamica de crecimiento restringido de un individuo:

Se trata de un modelo de crecimiento individual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue
propuesto por el bidlogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972). Sea L(t) la longitud de un pez de edad t,
y A la talla maxima de su especie. En este modelo se supone que la tasa de crecimiento es proporcional a
la diferencia entre la longitud actual y la longitud maxima.

L'(t) = k(A—L(b))

siendo k > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie. La velocidad de crecimiento es
siempre positiva pero disminuye también con el tiempo. Curiosamente, este modelo tiene la misma es-
tructura que la ley de enfriamiento/calentamiento de Newton, que dice que la rapidez con la que cambia la
temperatura, T, de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura
ambiente T4. Es decir,

T' () =r(T(t)—Ta)

Esta ley, fue determinada experimentalmente por Isaac Newton.

2.3. Leyde Mezclas

En los problemas de mezclas se desea calcular
la cantidad de sustancia x(t) que hay en un recipien-
te en cualquier instante t. La tasa de cambio de la
sustancia presente en la mezcla satisface la relacion

dXRR
gi - fi—Re

Donde
R1 = Tasa de entrada de la sustancia.
R> = Tasa de salida de la sustancia.

*

Figura 2.1: Mezcla de sustancias en un tanque.
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2.4. Un cuerpo cayendo verticalmente

Estas cantidades se definen por R1 = q1¢1y R2 = g2¢2 donde
= g1 = velocidad del flujo entrante

= c1 = Concentracion de la sustancia en la entrada.

= gy = velocidad del flujo saliente.

= Cp = Concentracion de la mezcla que sale y esta dado por % donde V = V/(t) es el volumen total de
la mezcla en el tiempo t

Un tanque que tiene capacidad para 4000 L, contiene inicialmente 1 000 L de agua con 5 kg de sal
disuelta. Se bombea salmuera al tanque a razén de 20 L/min y la solucién uniformemente mezclada
se bombea hacia afuera a razén de 12 L/min. Considerando que la concentracién de la solucién que
entra es de 0.02 kg/L, determinar el PVI que permite calcular la cantidad de sal que hay en el tanque
después de t minutos.

Solucion: Sea Q(t) la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante t, entonces

d
EO(t) =(rapidez con que entra la sal) - (rapidez con que sale la sal)

= Larapidez del flujo entrante es 20L/min entonces q1 = 20L/min.

= La concentracion de sal que entra es 0,02kg/L entonces c1 = 0,02kg/L.

= Larapidez con que sale la solucion del tanque es 12L/min entonces q> = 12L/min.
Ya que entra solucion a razén de 20L/min y sale solucién a razén de 12L/min, entonces quedan
en el tanque 8L de solucion en cada minuto que transcurre. Después de t minutos habran quedado
almacenados en el tanque 8t L de solucidn, los cuales se sumaran alos 1000L de solucion iniciales.

Es decir, después de t minutos habrd en el tanque (1000 + 8t) L de solucién en los que estaran
Q(t)

1000 + 8t
kg/L entonces la tasa de cambio de la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante t es

Q(t)
1000 + 8t

disueltos Q(t) kg de sal, por lo cual la concentracién de salida de sal c3 en la solucién es

d
—Q(t) =(20)(0,02) — 12
dt

Ademads, por dato del problema inicialmente (t=0) se tiene 5Kg de sal, es decir

Q(0)=5

Las dos ultimas expresiones constituyen un PVI que permite calcular la cantidad de sal en el tanque
en el instante t.

_dO_04 12
(Pvi){ g = 04120
0(0)=5

2.4. Un cuerpo cayendo verticalmente

Consideremos un objeto de masa m que cae de una altura Hy sea v la velocidad del objeto, si las Unicas
fuerzas que actdan sobre el cuerpo son la gravedad g y la resistencia del aire f, la fuerza total F sobre la
masa m, de acuerdo a la segunda ley de Newton es F = m.a, donde a es la aceleracién del objeto, entonces

dv
F=m.—
dt

pues %es la aceleracién del objeto en caida libre.
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2.4. Un cuerpo cayendo verticalmente

Figura 2.2: Cuerpo en caida libre.

Por otro lado, la resistencia del aire en contra del objeto f, es proporcional a la velocidad del objeto, es
decir

fr=—kv,

donde k es una constante positiva ( el signo menos es porque la resistencia actia en sentido contrario a
la direccion del movimiento) entonces la fuerza total F a considerar sobre el objeto es

F=mg—kv,

por lo que
mv’ =gm—kv

reescribiendo esta ecuacion obtenemos la ecuacion diferencial de primer orden

, kv
vi=g——
m

donde la incdgnita es la velocidad v del objeto cayendo.

Una pequena gota de aceite de 0,2g de masa cae en el aire desde el reposo. La resistencia del aire
es proporcional a la velocidad instantanea y es de 160 dinas (din) cuando la gota cae a 40 cm/s.
Determine el PVI que permita calcular la velocidad de la gota en el instante t.

Solucién:

Para resolver este problema , recordemos que

ldina =1gr-cm/s® y g=9,8m/s2=980cm/s>
Luego ya que la gota cae con una fuerza de resistencia del aire f proporcional a la velocidad instan-
tanea tenemos que
fr=kv y V’=g_l:n_v

Ademds, dado que f, = 160dinas cuando v = 40cm/s tendremos que kK = 4, entonces la EDO
generada para poder calcular la velocidad de la gota sera

, 4v
v =980— —
0,2

y dado que la gota parte del reposo tenemos la condicion inicial v (0) = 0. Consecuentemente, el
PVI que nos permite calcular la velocidad de la gota en el instante t viene dado por

v/ =980—20v

v(0)=0
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2.5. Un Modelo de Ajuste de Precios

2.5. Un Modelo de Ajuste de Precios

Sea S(p) el nimero de unidades de un cierto producto suministrado al mercado a un precio de p délares por
unidad y sea D(p) el numero correspondiente de unidades demandadas por el mercado al mismo precio.
Definiremos

» Escasez: cuando la cantidad demandada es mayor que la cantidad ofrecida, es decir
D(p)—S(p) >0
= Excedente: cuando la cantidad demandada es menor que la cantidad ofrecida, es decir

D(p)—S(p) <O

En circunstancias estéticas, el equilibrio del mercado ocurre en el precio donde la demanda iguala la ofer-
ta. Sin embargo, ciertos modelos econémicos consideran un tipo de economia mas dinamica en la que se
supone que el precio de un bien puede variar segun los excesos de oferta y demanda (escasez, excedente).

Notemos que cuanto mayor sea la escasez o el excedente en el mercado, mayor sera la respuesta en el
cambio de precio y viceversa. Por ejemplo, si la D(p) es mucho mayor que S(p), entonces definitivamen-
te el precio aumentara rapidamente y serd en direccion ascendente, y si S(p) es mucho mayor que D(p),
entonces en este caso el precio caerd bruscamente. Es decir, los ajustes de precios son directamente pro-
porcionales al exceso de demanda. Consecuentemente, deducimos que la tasa de cambio del precio del
producto con respecto al tiempo, es directamente proporcional a la disparidad entre S(p) y D(p) lo que
sera expresado a través de la ecuacion

dp k(D-5)

dt (

donde k es una constante positiva. Este modelo es llamado Modelo de ajustes de precios de Evans.

Supongamos que el precio p(t) de fresas por kg. varia de tal manera que su tasa de cambio con
respecto al tiempo es proporcional a la escasez D — S, donde D(p) y S(p) son las funciones de

2
demanday oferta lineales D = % + ((;2) — ‘2—7 yS= % + g. Determine el PVI que permita calcular el

precio del bien en cualquier instante t, si el precio inicial por kilo es de $1.
Solucion:
Tenemos que

dp
— =k(D—-S
ot ( )
luego
dp 1 (1-t?% p (1 p)
— =kt ————=—=+=
dt 2 (1+¢?) 2 \2 2
asi el PVl es

dp _ [ (1=t)?
#=(t5-)
p(0)=1
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2.6. Un modelo de crecimiento econémico - Modelo basico de Solow

El modelo que examinaremos se denomina “Modelo de Solow”, en honor al economista y premio nobel
Robert Solow, que lo cre6 en 1956. El modelo de Solow es un marco teérico en economia que explora los
determinantes del crecimiento econémico a largo plazo de una economia y se centra en la cantidad de ca-
pital fisico que tiene cada trabajador. Este modelo se relaciona con las ecuaciones diferenciales a través de
su enfoque dindmico para analizar el crecimiento econdémico a lo largo del tiempo.

El crecimiento econdmico se refiere al aumento a largo plazo en la produccién de bienes y servicios de
una economia. Se puede medir de varias formas, pero cominmente se utiliza el Producto Bruto Interno (PBI)
real per capita como indicador de crecimiento econémico que es una medida que ajusta el PBI nominal por
inflacion y lo divide por la poblacion total. Esto permite comparar el nivel de produccién de una economia
en diferentes periodos de tiempo, teniendo en cuenta los cambios en los precios y la poblacién. La férmula
para calcular el PIB real per cépita es la siguiente:

PBI real

PBI real percapita = ———
Poblacion

Donde:
= PBlreal es el valor total de la produccién de bienes y servicios de una economia ajustado por inflacién.
= Poblacién es el nimero total de habitantes en la economia.

El modelo de crecimiento econémico de Solow intenta prever la tendencia del producto potencial en el
largo plazo, analizandolo mediante la relacién entre la acumulacién de capital, el ahorro, la fuerza de trabajo
y el crecimiento. Para su mejor comprension, se definen las variables con las cuales se trabaja:

= Tiempo (variable continua): t

= Fuerza de trabajo: L

= Producto total: Q

= Producto per capita: g = Q/L

= Acumulacién de capital: K

» Capital per cdpita: kK = K/L

= Inversion: |

= Ahorro: S

= Propensién marginal al ahorro: s

Todas las variables definidas son funciones del tiempo t, aunque ello sera omitido en la notacién, por
razones de simplicidad. A seguir se construird el modelo Solow basico (usando ecuaciones diferenciales)
que permita describir como cambian las variables econémica claves, como el capital K, la produccion Qy la
inversion I, en funcion del tiempo t para esto tendremos en cuenta los siguientes supuestos (simplificados):

1. La existencia de un equilibrio dindmico, o sea no existe desequilibrio y ni desempleo.
2. El punto de partida es la funcién de produccién Q definida por
Q=F(K,L)

Con una funcién de produccién F que nos dice como se transforman el trabajo L y el capital K en
produccion.

3. Lapoblaciény la fuerza de trabajo L son iguales. Hay una relacién constante entre tasa de crecimiento
y fuerza de trabajo, es decir: L’(t) = nL(t) . Se la supone independiente de otras variables del modelo,
y determinada por factores biolégicos y otros factores exégenos.
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2.6. Un modelo de crecimiento econédmico - Modelo basico de Solow

4. La funcioén de produccién Q tiene rendimientos constantes a escala. Esto significa que la funcion de
produccion global es homogénea de grado uno, es decir:

Q=F(K,L)=LF(K/L, 1) = Lf(Kk).

Asi se tiene que
q=f(k),

donde valores crecientes de k deben producir valores crecientes de q, pero a una tasa decreciente.

5. La economia es cerrada al comercio con otros paises, y no existe sector publico. Asi, en condiciones
de equilibrio, la inversién interna I sera igual al ahorro nacional S

I=5.

6. La variacion del stock de capital K es la diferencia entre la cantidad de inversion (I) y la cantidad de
depreciacion (D), es decir

oK 1(t)— D(t)
dt
A su vez, suponemos que se ahorra S una parte constante de la produccién entonces
I(t) = 5(t) = sQ(1),

también suponemos que en cada periodo se deprecia una porcién constante del stock de capital
entonces D(t) = 6K(t). Combinando las tres ecuaciones anteriores, podemos formular una ecuacién
que represente la evolucion del capital :

dK— t 6K (t
I—SO( )_ ()

puesto que Q = F (K, L) entonces obtenemos
dK
— =5sSF(K,L)—K
dt

ahora vamos a obtener la relacion entre las variables en términos per capita dividiento la anterior
ecuacién entre L:

K’ sQ 6K
L~ L L
K’L—KL’
yaque k/ = L—ztenemos que
g K’ KL K
= —— = ——KnNn
L LL L

4
luego k” + kn = T = 5q — 6k, consecuentemente se obtiene

k' =sf(k)—(n+ &)k

Esta es la ecuacion fundamental de la acumulacion de capital, es una ecuacién diferencial de primer
orden de incognita k, cuya solucién k(t) describe la trayectoria temporal del capital per capita. Notese
que finalmente la solucién de esta EDO dependera de la funcién de produccion global F que se use.

Ejemplo 2.4

Investigaciones efectuadas por un equipo de analistas permiten admitir que la funcién de produccién
Q de una economia esta dada por Q = K3/4L.1/4 donde K es la acumulacién de capital y L la fuerza
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2.7. Modelo de concentracién de farmacos de un compartimento

de trabajo . La tasa de crecimento de la fuerza laboral es n =0.05; la propensioén al ahorroes s = 0,2
y la depreciacion de capital es § =0.03. Utilizando el modelo de crecimiento de Solow modele el PVI
que permita hallar la trayectoria temporal de acumulaciéon de capital per capita k si inicialmente la
acumulacién de capital per capita es ko = 25, ademas clasifique la EDO obtenida segtn su linealidad.
Solucién:

Usando el modelo de crecimiento de Solow tenemos que

k’ = 0,2f(k)— 0,08k

F(K, L K3/41.1/4 K L 1/4
fo="EB = (—) (—) — kYA = g
L L L)\K

la EDO queda en la forma k’ = 0,2k3/4— 0,08k y dado que el capital inicial percapita es 25 tenemos
que el PVI correspondiente tiene la forma

Ademas

k’ = 0,2k34— 0,08k
k(0) =25

Observamos que la EDO obtenida es una EDO de primer orden no lineal.

2.7. Modelo de concentracion de farmacos de un compartimento

La farmacodindmica engloba la relacién entre la concentracién del farmaco en el punto de accién y el con-
siguiente efecto, abarcando tanto la duracion como la intensidad de los efectos terapéuticos y adversos.
Esta relacion estd influenciada por diversas variables, entre las cuales se destaca la duracién, entendida
como el lapso durante el cual el fa&rmaco permanece en el sitio receptor, determinando asi la persistencia
de su efecto. Asimismo, la tolerancia juega un papel crucial al indicar que una concentracién creciente con
el tiempo en el receptor puede conllevar a una disminucién en la eficacia del farmaco.

Por otro lado, la ciencia médica nos revela que los organismos humanos experimentan un aumento en
su metabolismo, lo que conlleva a una eliminacién mas rapida del farmaco y por ende, a una reduccién en
su permanencia en el organismo. Ademas, la manera en que los farmacos son metabolizados por el cuerpo
varia segun el tipo y el modo de accién de cada uno.

Con este entendimiento de la farmacodindmica, se nos abre la posibilidad de analizar sistemas matema-
ticos que permitan predecir la concentracién de farmacos en la sangre y los tejidos en cualquier momento
dado, asi como determinar su tasa de eliminacion. Esto se logra a través de modelos de compartimentos .
Los compartimentos en un modelo matematico representan los lugares donde el farmaco viaja por todo el
cuerpo, por ejemplo, el torrente sanguineo, los tejidos de los érganos o la orina. La forma mas simple sera
el modelo de un compartimento, en este caso, el farmaco se administra en el compartimento es decir entra
en el plasma (torrente sanguineo) y luego se elimina de este.

Dosis k

—Jcompa rtimento |,

b(t)

Figura 2.3: Concentracion de una farmaco.

La eliminacion de muchos farmacos del cuerpo sigue una cinética de primer orden ideal, lo que significa
que su tasa de eliminacién es proporcional a su la cantidad actual, por lo que consideramos la ecuacién

db

—=—kb
dt

donde

24



2.8. Modelo de Plaga de Insectos

= k es latasa de decrecimiento (k > 0),
= b es la cantidad actual del farmaco en el torrente sanguineo, y
= db/dt es la tasa de cambio de la concentracion de farmaco respecto al tiempo.

Utilizando este modelo, podemos determinar la cantidad del farmaco en la sangre en cualquier momen-
to dado cuando el farmaco pasa un compartimento(torrente sanguineo). En este caso, se espera que el
farmaco se elimine por completo del torrente sanguineo.

Por otro lado, multiples inyecciones del farmaco pueden ser modeladas a lo largo del tiempo utilizando
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). En estos casos, un paciente recibiria dosis de farmaco a inter-
valos regulares y entre cada inyeccion, el farmaco seria metabolizado. Esto crea un modelo en el que una
funcién discreta es parte de una funcién continua . Es decir consideramos la ecuacién,

db— t)—kb(t
Ze=IO—kb()

donde

f(t) = patrén de dosificacion de inyecciones en el tiempo t (Este es un valor discreto ya que las dosis
permaneceran constantes)

Es interesante destacar que en ausencia de otra inyeccion, es decir f(t) = 0, el modelo funcionara de
la misma manera que el modelo anterior. Sin embargo, si f(t) # 0 las inyecciones constantes hacen que la
concentracion del farmaco vuelva a aumentar hasta el valor inicial b(0) = bo y el ciclo de decaimiento se
reinicia.

2.8. Modelo de Plaga de Insectos

Considera una plaga de insectos, que esta sujeta a la depredacién por parte de aves. Es un hecho muy
conocido y bien documentado que es posible observar los llamados brotes de la poblacién de insectos,
cuando el nimero de insectos aumenta desde casi indetectable hasta extremadamente alto. Es posible
sugerir un modelo matematico minimalista en forma de una EDO de primer orden, que exhiba este fenémeno
definiendo N(t) como la poblaciéon de insectos en el instante t, vamos a suponer que la dindmica de la
poblacion de insectos esta gobernada por la EDO de la forma

N _ rwy—pv
P (N)—P(N)

donde F(N) es la tasa de crecimiento de la poblacién en ausencia de depredadores y P(N) describe la muer-
te de los insectos debido al efecto de las aves. Somos libres de elegir cualquier forma funcional razonable
para F(N) y P(N). Dado que estamos buscando un modelo lo mds simple posible, tomemos la ecuacion
logistica para F(N), es decir

FIN)=rN|1 N
()—f(—E)

donde r > 0 es la tasa de crecimiento per capita cuando N estd cerca de cero y K es la capacidad de carga

poblacional. Sabemos que si no hay depredadores, entonces limN(t) = K para cualquier condicién inicial.
t—+00

Por otro lado, los bidlogos tienen ciertos argumentos sobre la forma de P(N) que es una funcién no
lineal de N pues no es solo que cuanto mas insectos hay, mas rapido son asesinados por las aves, las aves
suelen tener un comportamiento un poco mas complicadas que eso. Es decir, si N es un nimero pequefio las
aves estan volando buscando comida y les es dificil encontrar insectos. Es como si los insectos estuvieran
pasando desapercibidos. Asi que simplemente las aves deciden, bueno, voy a comer algo més y lo hacen.
Entonces, la depredacion no es muy alta. Pero luego, una vez que aumenta el nimero de insectos, van alli y
comienzan a comer. Y entonces, una vez que hay una cierta densidad critica de insectos, que se traduciria
en esta imagen en este nimero A, entonces comienzan a ir tras ellos.
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2.9. Ejercicios Resueltos

Pil)

Figura 2.4: Funcion P(N) no lineal.

Asi la tasa de mortalidad aumenta, cuanto mas insectos hay morirdn mas rapido hasta que en algin
momento los pajaros estdn comiendo tan rdpido como pueden que se saturan en alguin nivel que vamos a
llamar B.

Notemos que si alalizamos la grafica de P(N) versus N, tiene esta forma no lineal interesante, que co-
mienza siendo muy pequefio y permanece muy pequefio hasta llegar a un nimero tipico, al que llamaremos
A, donde se enciende bruscamente. Después de eso, en algun punto, se satura y alcanza un nivel que lla-
maremos B. Luego, hay varias funciones que tienen este tipo de forma, pero por conveniencia algebraica,
lo escribiremos asi,

p(V) BN?
A2 NZ

Se puede ver que P(N) tiene las propiedades que mencionamos. Por lo tanto, el modelo que describe el
comportamiento de crecimiento de insectos estara dado por

dnN N BN?
_=rN(1__)__.
dt K) A2+4N2

2.9. Ejercicios Resueltos

1. Un tanque inicialmente contine 200 litros de agua con 6 kg de sal. Una mezcla de agua conteniendo
sal entra al tanque con una concentracion de 0,2t + 0,4sen (4t) kg/ly una velocidad de 10//min
y la mezcla sale del tanque a la misma velocidad, considerando Q (t) la cantidad de sal en el tanque
en el instante t. Modele el PVI que permita calcular Q (t).

Solucion:

Siendo Q (t) la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante ¢, se tiene
do
— =R1—Ry,
at 1 2

donde
R1 : rapidez con que entra la sal.

R> : rapidez con que sale la sal.

Ademads, note que la velocidad del fluido que entra es la misma con la que sale el fluido, consecuen-
temente el volumen de la mezcla en el tanque permanece constante en cada instante de tiempo t.
Asi

R1= (0,2t +0,4sen(4t))10 =2t + 4sen(4t) y Ro=10-%0 =20
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2.9. Ejercicios Resueltos

Ademas, por condicién del problema inicialmente hay 6kg de sal luego Q (0) = 6. Luego el PVI que
nos permite calcular la cantidad de sal en el tanque en el instante t estara dado por:

d t
—O= 2t + 4sen(4t) — &
dt 20

Q(0)=6

. Un tanque contiene 120L de aguay 260gr de sal. El agua conteniendo una concentracion de 2 +
etcos (5t) gr/L fluye al tanque a una razén de 5L/min, la solucién uniformemente mezclada en el
tanque fluye hacia afuera a la misma razén. Modele el PVI para encontrar la cantidad de sal Q (t) en
el tanque en instante t.

Solucién:

La razén de cambio de la cantidad de sal en el tanque en el instante t, es
dQ R R
—=R1—R2
dt

donde

R1 : rapidez con que entra la sal.

R> : rapidez con que sale la sal.

Asi

Q)

120°

ademas por dato del problema en el instante t = 0, Q(0) = 160. Luego el PVI que hay que resolver
para encontrar Q (t) es

Q' (t)=5(2+etcos(5t))—5

Q' (t)=5(2+ etcos(5t))— %
Q(0)=260
. Un cuerpo que pesa 8 kg cae desde el reposo, suponiendo que la resistencia del aire es numéricamen-

te igual a 2 v (t), donde v (t) es la velocidad instantdanea en m/s. Modele el PVI que permite calcular
la velocidad del cuerpo en cualquier instante. Considere g = 9,8m/s?.

Solucién:

Por dato del problema la resistencia del aire es fr = 2V, luego la fuerza total F a considerar sobre el
objeto es F = mg — f luego
mv' =gm-—2v

al reemplazar m =8y g = 9,8 tenemos
8v/ =(9,8)(8)—2v
Asi, v/ =9,8— (%) v. Por lo tanto, el PVI que nos permite calcular la velocidad v esta dado por
v/ =9,8— (%) v
v(0)=0

. Eldrea de la superficie de un globo aumenta a una razén inversamente proporcional a la raiz cuadrada
del volumen del globo. Modele el PVI que permita calcular el radio del globo en cualquier instante, si
se sabe que a los 5 segundos de comenzar a inflarse el radio del globo es de 7cm.

Solucion:

Sean A : area superficial del globo y V : el volumen del globo, entonces por condicién del problema

Al =

A~
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3
si r es el radio del globo entonces A = 4nr2y V = ‘”;r , luego al derivar A con respecto del tiempo

t, obtenemos A’ = 8mrr’ entonces

k k3

/

[ = —
[ 4mr3 164/mr>3/2
3

8nrr’ =

entonces el PVl es

r/_ kv/3
~ 164mr52
r(5)=7

. Un gran tanque estd parcialmente lleno con 100gal de agua en los cuales hay 10(b de sal disuel-
ta, luego una salmuera que contiene %lb de sal por galén se bombea al tanque con una rapidez de
6gal/min, la solucion uniformemente mezclada se bombea hacia afuera del tanque con una rapidez
de 4gal/min. Modele el PVI que permita calcular la cantidad de sal(en libras) en cualquier instante
de tiempo t.

Solucién:

Sea A(t): la cantidad de libras de sal que hay en el tanque en el instante t, luego

dAR R
gr 1T R2

donde
R1 : rapidez con que entra la sal.

R> : rapidez con que sale la sal.

Asi
2 (oo ()
dt ~ \2 (6)—=( 100 + 2t

Por dato del problema en el instante inicial hay 10 Ib de sal disuelta, es decir A(0) = 10, por tanto
tenemos un PVI

dA __ 4A
dt T 100+ 2t
A(0)=10

. Ana deposita 20 000 soles en una cuenta en la que se acumula interés a una tasa de 4% anual,
capitalizado continuamente. Plantee el problema de valor inicial que permite determinar el saldo S(t)
de la cuenta t afios después del depésito inicial.

Solucién:

Para determinar el saldo S(t), seguimos el principio financiero que, el ritmo de crecimiento del capital
es directamente proporcional al capital existente en cada momento. Asi S’(t) = rS(t).
Luego el PVI estd dado por

S’(t)=0,04S
5(0) =20000

. El precio de cierta mercancia es actualmente de 4 soles por unidad. Se estima que dentro de t se-
manas, el precio p(t) estard aumentando a razén de 0, 06p(t) + €% 1t soles por semana. Plantee el
problema de valor inicial que permite obtener el precio de la mercancia en cualquier semana.

Solucién:

Por la condicién dada de la razén de cambio del precio se tiene que el problema de valor inicial a

resolver es:
p’(t) =0, 06p(t) + e 1t
p(0)=4
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2.10. Ejercicios Propuestos

. Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y regresa al apartado campus de su univer-
sidad de 1000 estudiantes. Determine la ecuacién diferencial para el nimero de personas x(t) que
contraeran la gripe si la razén con la que la enfermedad se propaga es proporcional al nimero de
interacciones entre el nimero de estudiantes que tiene gripe y el nimero de estudiantes que aln no
se han expuesto a ella.

. En la teoria del aprendizaje, se supone que la rapidez con que se memoriza un tema es proporcional
a la cantidad que queda por memorizar. Suponga que M denota la cantidad total de un tema que se
debe memorizary que A(t) es la cantidad memorizada al tiempo t. Determine la ecuacion diferencial
que permita determinar la cantidad A(t).

. El nimero de ratones de campo en una pastura esta dado por la funcién 200 — 10t, donde el tiempo
t se mide en afios. Determine una ecuacion diferencial que gobierne una poblacién de buhos que se
alimentan de ratones si la razén a la que la poblacién de buhos crece es proporcional a la diferencia
entre el nimero de buhos al tiempo t y el nimero de ratones al mismo tiempo t.

. Para un movimiento de gran rapidez en el aire, como el de un paracaidista que esta cayendo con una
velocidad instantanea v(t), antes de que se abra el paracaidas, la resistencia del aire es proporcional
al cuadrado de la velocidad instantanea. Determine la ecuacion diferencial para la velocidad v(t) de
un cuerpo de 80kg de masa (constante de proporcionalidad 10). Considere g = 9, 8m/s2.

Rpta. v/ + %2 =9,8

. Suponga que un tanque grande contiene inicialmente 300 galones de agua en los que se disolvieron
50 libras de sal. Entra agua pura a una razén de 3 gal/min y cuando la solucién estd bien revuelta, sale
ala misma razén. Determine una ecuacion diferencial que exprese la cantidad A(t) de sal que hay en
el tanque al tiempo t.
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Capitulo

Ecuaciones diferenciales Ordina-
rias de primer Orden.

En aplicaciones de la matematica a la fisica se define la velocidad de un objeto como la variacion ins-
tanténea de la posicién x con respecto al tiempo es decir v(t) = %, ahora es natural preguntarnos ¢ Cudl
es la posicion del mévil en un instante dado si conocemos tal variacién? , esto nos lleva al estudio de las
ecuaciones diferenciales de primer orden.

Una EDO de primer orden se puede expresar como sigue:

Forma implicita G(x,y,y’)=0
Forma explicita y' =F(x,y)

donde y = y(x) es la funcién incégnita y x es la variable independiente.

a) La soluciéon general o familia de soluciones de una EDO de primer orden es una solucion que
depende de un parametro. Fijando los valores del parametro en la solucion general, se obtiene
una solucion particular de la ecuacién, la solucién general de una EDO puede expresarse de
forma explicita o implicita. Cuando existe alguna solucién que no pertenece a dicha familia,
esta recibe el nombre de solucién singular.

b) Sila expresion F(x, y) dada en la forma explicita no depende de x entonces la EDO se llama
auténoma y escribimos

Curva Integral

La gréfica de la solucién de una EDO se denomina curva integral.

Ejemplo 3.1

Hallar las curvas integrales de la ecuacién dife-
rencial yy’ = —x.

Solucién:

Las soluciones de esta ecuacién son dadas de
forma implicita por la ecuacién

x2+y?=K : Q/y

donde K es una constante arbitraria; algunas cur-
vas integrales (K=1,4,9,16) se presentan en la si-
guiente figura .

y' =F(y)

3.1. Problema de valor Inicial (PVI)

En el caso de EDOs de primer orden, un (PVI) presenta una sola condicién inicial y lo podemos expresar
de la siguiente manera

{y' =F(x,y) (3)

y(xo) =yo




3.1. Problema de valor Inicial (PVI)

Resulta importante saber cuando un (PVI) tiene solucidn y también si ésta es Unica, aunque no podamos
conseguir explicitamente la solucion.

Solucién de un PVI

Una funcién y = ¢ (x) es llamada una solucién del PVI (3.1) si existe un intervalo abierto alrededor
del punto xo, es decirI =]xo — 6, xo + 6[ tal que

d(x0)=yo Yy ¢ (xX)=F(x, ¢(x)), paratodox €l

El intervalo I es llamado el dominio de la solucién del PVI.

1. EIPVIY’ =—y,y(0) =2
tiene por solucién a y(x) = 2e™* donde x €] — oo, +co[
2. EIPVIY =1+ y?,y(0)=0
tiene por solucién y = tan(x) pero su dominio es solol =] — % g[

A continuaciodn se presenta un teorema que garantiza la existencia y unicidad de una solucién para una
EDO de primer orden con una condicién inicial.

LEENEENIN Teorema Picard (de existencia y unicidad local)

Sea el problema de valor inicial ,
y'=F(x,y)
y(xo) =Yo
donde (xo, yo) € ]a, b[ x 1c, d[ . Sila funcién F y la derivada parcial de F respecto de y, son funciones
continuas en [a, b] x [ ¢, d] entonces existe un intervalo abierto I con centro en xg contenido en el
intervalo 1a, b[ y una Unica funcién ¢ definida en I que satisface el problema (PVI).

(PVI) { (3.2)

= Observacion

En el teorema anterior si F fuese continua y Fy, no, entonces solo se garantizaria la existencia (y no la
unicidad) de solucion en un intervalo abierto I.

En el caso del PVI

y/ — 2Xy2

y(0)=1
La funcién F definida por F (X, y) = 2xy? es continua en R x R, por lo tanto continua en cualquier
rectangulo que contenga el punto (0, 1) lo que garantiza la existencia de la solucién del PVI, por

ejemplo
1

1—x2

y=

es una solucién del PVI con dominio ]1—1, 1.

Luego también notamos que Fy (X, y) = 4xy es una funcion continua en R x R, por tanto continua
en cualquier rectangulo que contenga el punto (0, 1) lo que garantiza la unicidad de solucién del PVI
luego por el Teorema de Picard considerando el rectdangulo [—1, 1] x [0, 2] donde el dominio de la
soluciénesI=]—1, 1[ (I c [—1, 1]).

Ejemplo 3.4
En el caso del PVI
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{y’ =y5
y(0)=0

2
La funcién F definida por F (X, y) = y3 es continua en R x R, por lo tanto continua en cualquier
rectangulo que contenga el punto (0, 0) lo que garantiza la existencia de solucién del PVI.

1
Ademas, Fy (x, y) = %y‘§ es decir, Fy no es continua en cualquier rectangulo que contenga el punto
(0, 0). Luego el Teorema de Picard no garantiza que la solucién sea Unica, por ejemplo se puede

verificarquey =0ey = % son dos soluciones del PVI dado.

Sabemos que no siempre es posible encontrar una solucién de forma explicita, sin embargo un teorema
que permite garantizar la existencia de una solucién de forma explicita es el siguiente

Considere la ecuacion f (x, y) = 0 y supongamos que f es continua, con derivadas parciales continuas

o af (xo0, Yo) ,
respecto de (X, y), si existe el par (Xo, yo) tal que f (X0, yo) =0y Y # 0, entonces existe el

intervalo abierto I = ]xo — 6, Xo + 6[ y una funcién continua y : I — R tal que f (X, y (x)) = 0 para
todo x €.

Dado el PVI 1
/

xy'= ——
1+ cosy
y(l)= 0

la solucion implicita y + seny = [nx satisface el PVI. Considerando
f(x,y)=y+seny—lnx,

tal solucién satisface la ecuacion f(x, y) = 0, ademas tenemos que %f(l, 0) = 2 # 0, entonces
existe una funcion y = y(x) en un intervalo abierto alrededor de x = 1 tal que f (X, y(x)) = 0.

3.2. Resolucion de EDOs de primer Orden

3.2.1. Ecuaciones de variables separables

Una ecuacién diferencial ordinaria

d
d—y =f(xy) (3.3)
X

es de variables separables si f(X, y) se puede expresar como el producto de dos funciones en la que
una depende solamente de la variable x y la otra depende solo de y. De esta manera la ecuacion diferencial
se puede expresar como

dy
proie p(Aa(y) (3.4)
X

Ejemplo 3.6

dy ) dy
" Tx = yxe?X*tY es una ecuacion separable, pues Ix =xeZXyeY = p(x)q(y)

dy ]
" Ix = y+ cosx es una ecuacién no separable, pues no se puede expresar de la forma p(x)q(y)
X
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3.3. Solucién de ecuaciones de variable separable

3.3. Solucidon de ecuaciones de variable separable

La ecuacidn separable (3.4) puede ser expresada como

Ldy = p(x)dx,
qy)

Integrando

f h(y)dy = f p(x)dx

donde h(y) = ﬁ entonces

H(ly)=Px)+C

donde H y P son las antiderivadas de h y p respectivamente y C es una constante arbitraria.

Ejemplo 3.7

d
Resolver F=1+x+y?+xy?
Solucién:
Factorizando obtenemos

dy_ 2
a_(1+x)(1+y)

= (1 + x) dx, al integrar

dy
fl+y2 —J(1+x)dx

2
se tiene arctan (y) = x + "7 + C donde C es una constante arbitraria, luego

| dy
uego
g 1+y?

X2
y=tan(x+?+C)

Ejemplo 3.8
Resolver ysenx.eXdx +y—ldy =0
Solucion:

Note que la EDO se puede escribir como
y~ldy = —ysen (x) e dx

de donde ¥ = —sen (x) <25 dx integrando obtenemos

¥z
d
f —}2/ = —J sen (x) ecesXgx
y

entonces —)l/ = st 4 C,

Por lo tanto, la solucion es
1

y= _ecos(x) + C'

Ejemplo 3.9

dy 2 2 m
Resolver el PVI Ix = cos” (x)cos* (2y)cony (0) = ¢
Solucién:
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Note que la EDO se puede escribir como

dy
cos? (2y)
integrando ambos lados de la igualdad

dy _ 5
f m —fCOS (X)dX

= cos? (x) dx

se obtiene
5 1+ cos(2x)
sec” (2y)dy = fdx
luego
tan(2y) 1 [ sen(2x)]
—=—|x+——|[+C
2 2 2
donde C es una constante arbitraria, luego la solucion general de la EDO es
sen(2x)
tan(Qy)=x+ —
sen(0)

Usando la condicion inicial tenemos que tan (7) = 0 + >3- + C entonces 1 = C. Por lo tanto, la
solucién del PVl es

sen(2x)
tan(2y) =x + T+
3.3.1. Ecuaciones Reducibles a Separables
La ecuacion diferencial
dy
—=f(ax+ by +c) (3.5)
dx

se reduce a una ecuacion diferencial de variables separables si hacemos el cambio de variable
z=ax+by+c

pues, derivando respecto a x se tiene

dz y
—=q ,
dx d.
de donde, resulta la EDO de variable separable
O arbf2)
—=a+ bf(z
dx
luego de resolver
dz
——— =dXx
bf(2)+a

se debe retornar a la variable original.

Ejemplo 3.10

dy _
Resolver = =x+y—3.

Solucién:
Aplicando el cambio de variable z = x + y — 3, y derivando con respecto a x obtenemos
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dz dy
=] + —
ax dx
entonces
dz
—=1+2z
ax

Observamos que esta EDO es separable, luego % = dx integrando

dz
f =de
1+2z

obtenemos (n|1+ z| = x + C, luego 1 + z = Ke* (K # 0), siendo K y C constantes arbitrarias la
solucién general de la EDO es

y=KeX—x+ 2.

Resolver % =(8x+2y+ 1)?

Solucion:

Haremos el cambio de variable z = 8x + 2y + 1, luego derivando con respecto a x obtenemos

dz dy
= _g+22
ax dx
entonces % = 8 + 2[2?]. Observamos que esta EDO es separable, luego 411222 =2dx
seguidamente integramos indefinidamente

dz
—— = | 2dx
4+ 722

1 z
—arctan (—) =2x+C,
2 2

y obtenemos

luego

8x+2y+1

arctan (f) =4x+C

es una solucién general de la EDO dada.

3.3.2. EDOs lineales reducibles a variable separable

Ciertas ecuaciones diferenciales de primer orden no son separables, pero se pueden llevar a esa forma
por medio de un sencillo cambio de variable; esto se cumple para la ecuacion de la forma

Z—i =f(xy) =9(§)

(3.6)
la cual sugiere se haga el cambio de variable

Uu=—<y=ux,
X
derivando respecto a x

dx dx
y reemplazando en (3.6) se obtiene
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3.3. Solucién de ecuaciones de variable separable

du du
u+x—=gu)e=x—=9g(u)—u
ax dx

luego
du dx

gw—u x
como se observa, esta Ultima expresion es una ecuacion diferencial de variables separables, asi que se
integra, y a continuacion se obtendra la solucién general retornando a la variable original.

oy Y
Resolyler gx = Eex+ %
Solucién:
Aplicando el cambio de variable z = % se tiene zx = y, derivando con respecto a x obtenemos

dz dy
—X+z=—
dx dx
consecuentemente
dz ,
—X+z=€e’+2Z
ax
dz
—x =€
dx
la cual es una EDO separable, para resolver aplicamos la integral indefinida
_ dax
e fdz=| —
X
y obtenemos —e~4 = [n|x| + C, es decir
1 y
—_—— = ex
In|x|+ C

es una solucion general de la EDO.

Ejemplo 3.13

Resolver x% =y++yx2+y2cony(1)=0yx>0

Solucion:

Aplicando el cambio de variable z = % se tiene zx = y, derivando con respecto a x obtenemos
dz dy
—X+z=—
dx dx

consecuentemente x (%x + z) = x% = zx + VX2 + z2x2 entonces

dz
x2d—+xz=zx+><\/1+z2
X

luego x2 % = x+/1 + z2, observamos que esta Ultima ecuacién es de variable separable, integrando

f dz J dx
V1+ 22 X
obtenemos

ln‘x/22+1+z‘=lnlx|+C

volviendo a las variables originales, obtenemos la solucién general
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3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

2
n y—2+1+Z =In|x|+C
X X

Usando la condicién inicial y(1) = 0 tenemos que (n ‘1/ % + 1+ %‘ =I(n|1|+ C, entonces C = 0.

Luego la solucion del PVI dado es
2
n y—2+1+}—/ =In|x]|.
X X

3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

Antes de ver este tipo de ecuaciones, definiremos lo que es una funcién homogénea.

La funcién f : Q € R2 — R es denominada homogénea de grado p si

f(tx, ty) = tPf(x, y), paratodo (x, y) € Q,t > 0

donde p es un numero real.

Definicion

La EDO de primer orden

dy _
&—f(x,y)

es llamada homogénea si la funcién f es homogénea de grado cero, equivalentemente este tipo de
EDO puede reescribirse en la forma

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

donde las funciones P y Q son funciones homogéneas del mismo grado.

Si la ecuacion diferencial % = f(x, y) es homogénea, entonces el cambio de variable y = ux la
transforma en una ecuacion diferencial de variables separables.

Ejemplo 3.14
X+y

ay _
Resolygr = x
Solucién:

Note que f (x, y) = *¥ es tal que f (tx, ty) = 22 = X2 = f(x, y), luego f es homogénea de
grado cero. Asi,
d
Y _1,.Y
dax X
se resuelve haciendo y = ux y derivando con respecto a x tenemos
dy du
—=Xx—+uU
ax dx
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3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

luego se tiene x% + u =1+ udedonde % = % integrando obtenemos u = [n|x| + C, al regresar
a las variables originales la solucién es

)—/=1n|x|+C.
X

= Observacion

En el caso que la funcién f(x, y) se pueda escribir como g(
génea de grado cero.

’)—f) decimos que f es una funcién homo-

3.4.1. EDOs Reducibles a Homogéneas

Entre las ecuaciones diferenciales que no son homogéneas, pero si reducibles a homogéneas, se en-
cuentran las ecuaciones diferenciales de la forma:
dy ( ax + by + c)
dx mx+ny+p
Para resolver una EDO de la forma 3.7 distinguimos dos casos seglin como son las expresiones

3.7)

ax+by+c y mx+ny+p

= Primer caso:
SilasrectasL; : mx+ny+p=0yL;:ax+ by + c =0 son paralelas, es decir, % = %, entonces
es posible transformar la EDO (3.7) en una EDO homogénea en las variables z y x con la sustitucion:

zZ=mx+ny o z=ax+by

= Segundo Caso:
Silasrectas L1 : mx+ny+p=0yLy:ax+ by+ c =0 seintersectan en un Unico punto (xo, yo),
es posible transformar la EDO (3.7) en una EDO homogénea considerando las nuevas variables zy w
con las sustituciones:

Z=X—Xp
w=y—Yyo
de donde:
X=Z+Xp
y=w+yo
Ejemplo 3.15
i dy 1-—3x—3y
Resolver la ecuacion diferencial: — = ———
ax l+x+y

Solucién:

Note quelasrectas L1 : 1—3x—3y =0yL>: 1+ x+ y = 0 son paralelas, entonces para resolver
la EDO aplicamos el cambio de variable z = x + y luego

dz dy 1-3z 2-2z
—=1+—=1+ =
dx dx 1+2z 1+z

la cual es una EDO separable, para resolverla la integraremos indefinidamente
(1+2) _
[ dz = [ 2dx

entonces

—z—2ln|1—2z|=2x+C.
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3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

Por lo tanto,
—X—y—2ln|l—x—y|=2x+C

es la solucion general de la EDO donde C es una constante arbitraria.

Ejemplo 3.16

Resolver la ecuacién diferencial:

(2x+3y—1)dx+ (4x—6y—5)dy =0

Solucién:

Note que lasrectas L1 : 2x+ 3y—1 =0y Ly : 4x — 6y — 5 = 0 no son paralelas, entonces para
resolver la EDO debemos encontrar la interseccion de estas dos rectas, esta interseccion se da en
X0 = % yYyo= —%. Luego aplicamos el cambio de variable

z=x—%=>x=z+%=>dx=dz

1

w=y+%=>y=w—z=>dy=dw

Al reemplazar las nuevas variables en la EDO original se tiene

7 1 7 1
(2[z+—]+3[w——}—1)dz+(4[z+—]—6[w——}—5)dw=0
8 4 8 4
simplificando obtenemos

(2z+3w)dz+ (4z—6W)dw =0

esta Ultima ecuacion es una EDO que se resuelve haciendo un nuevo cambio de variable u = g =
w = uz de donde dw = udz + zdu y hace que la ultima EDO se transforme en una EDO de variable
separable

(2z+ 3uz)dz+ (4z— 6uz) (udz+ zdu) = 0

factorizando du y dz obtenemos
(2z+ 7uz—6u?z)dz + (4z%> — 6uz?)du =0

reescribiendo la EDO
du  z(2+7u—6u?)

daz 2 (4—6u)
luego integrando
4—6u 1
————du=—| —dz
2+ 7u—6u? z
obtenemos e
12u—+/97-7
In|6u?—7u—2| ln)—125+m_7‘ nlsl+ C
- =—In|z| +
2 2497
luego reescribimos la igualdad en funcién a las variables wy z
W2 ow n 12%-/97-7
’”|6(?) —77—2| B EE ] G 2|+ C
2 2/97 5

volviendo a las variables iniciales x e y, la solucién general de la EDO esta dada por

1
12.7*)_ 57 4

7
12 (y+7) n (Xff)
nl6(28) -7 X512 (G2
_7 (x—%) 12 (X_%)+ 97-7 l 7'+C
=—In|x——
2 2497 8
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

lo que es equivalente a

24(4y+1)_m_7
4y+1)2 (4y+1) &1
n 24 (557) - 14- (8x—7)‘2' i oo ol lhc
— =—In|x—=|+
2 2497 8'

3.5. EDOs de primer orden Exactas
Recuerde que

Si z = f(x, y) es una funcién de dos variables con primeras derivadas parciales continuas en una regién R
del plano xy, entonces su diferencial es

dz=—dx+ —d 3.8
i o y (3.8)

En el caso particular que f (x, y) = ¢, donde ¢ es una constante, se tiene que

0 0
—fdx + —fdy =0
ax ay

Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de la forma

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 (3.9)
es exacta en una regién R C R?, si existe una funcién f : R € R? — R tal que

Vf (x, y) = (P(x, ¥), Q(x, ¥))
paratodo (X, y) € R en cuyo caso la solucién de la EDO esta dada de forma implicita por f (x, y) = C.

Si las primeras derivadas parciales de P y Q son continuas en un rectangulo

R={(x,y)eR?:a<x<b,c<y<d}cR?

Entonces la ecuacion (3.9) es una EDO exacta en R, si y s6lo si,

20 oP
—(x,y) = —(x, y), paratodo (x,y) € R
ax dy

Por el teorema anterior, es simple de verificar que la EDO
(2x + y?)dx + (2xy + 1)dy = 0,
es exacta. Pues siendo P(X, y) = 2x + y2 y Q(x, ¥) = 2xy + 1 se cumple que
00 oP
—(x, y)=2x=—(x,y) Vx,y€R
ox oy

La EDO
(x+y)dx+(y—x)dy=0
no es exacta, pues siendo P(x, y) =x+ y y Q(Xx, y) = y — X se tiene que

P 0
—xy)=1#—(xy)=-1.
ay ox
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

Ejemplo 3.17

Resolver la EDO
(2x + y?)dx + (2xy + 1)dy =0

Solucién: Por la forma de la EDO se tiene P(x, y) = 2x + y2 y Q (X, y) = 2xy + 1, luego

oP 20 oP 00
—=2y y — =2y entonces se cumple —= —
oy X ay  ax

consecuentemente la EDO es exacta, entonces existe f = f (x, y) tal que Vf = (P, Q), luego
) )
—f= 2x+y2y —f= 2xy + 1
ax ay

integrando con respecto a x

[ Ldx = [ (2x+y?)dx

24

se obtiene f (x, y) = x2 + y2x + C (y) derivando parcialmente esta ltima expresién respecto a y se
tiene

)
¥ o oyx+ )
oy
ademas como % =2yx + 1 se cumple
2yx+C'(y)=2xy+1=C'(y)=1

integrando con respecto a y obtenemos

j C'(y)dy = J dy i

luego C(y) = y + K donde K es una constan-
te arbitraria, en particular podemos hacer K = 0
entonces f (X, y) = X2 + y2x + y y la solucién
general de la EDO esta dada por

X2 +y2x+y=c

donde c es una constante arbitraria.

3.5.1. Factor Integrante

Existen casos de EDOs que no cumplen las condiciones necesarias para ser exactas; pero se pueden
convertir en EDO exacta.

Para esto vamos a encontrar una funcién que al multiplicar por la ecuacién dada la transforme en una
EDO exacta. Estas funciones reciben el nombre de factor integrante, en general son funciones de x e y.

Es decir se requiere encontrar una funciéon u = u (x, y) tal que la EDO
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

verifique

HOCYIP(X y)dx + u(x, ¥)Q(x, y)dy =0 (3.10)
o(uP) 9(uQ)
ay  ax
esto es

E) P 3 20
Pl s H—= O—u tU——
ay oy ax o ax

de donde obtenemos la EDP

ax  ay

[BP aO] ou ou
H ay ox

luego, con el objetivo de encontrar una solucién u de esta EDP, consideramos casos especiales, donde la
funcién u es simplificada a depender de una sola variable.

= Caso u = u(x), entonces g—; =0, luego
P _ Q0 au P _ 20
ay X X ay  ax
_— == —dx = [n|u(x)|
Q u Q

= Caso u = u(y),, entonces g—)‘j =0, luego

P _3Q ou ELTe)
:] 0. :] c) 2.
X E =T o [ X Zdy = Inju(y)|
P

Ejemplo 3.18
Resolver laEDO xydx + (x% + y)dy = 0.

Solucién:
Siguiendo la forma de la ecuacién 3.7 se tiene:

P(x,y)=xy y Q(x,y)=x?%+y,luego

oP 20
—=Xy —=2X
ay X

como g—; # % la EDO no es exacta, buscaremos un factor integrante u con el fin de convertir a la

EDO en exacta. Supongamos que u := 1 (y) entonces
—X
— | ——dy=hlu)I
Xy
luego

| %dy =lnluy)l= Inly|=n|uly)|= uly) =Cy

donde C es una constante arbitraria, consideraremos C = 1, entonces L (y) = y. Multiplicando la
EDO dada inicialmente por el factor integrante u(y) = y obtenemos

xy? dx + (x?y + y?)dy =0
>/ |
P(x,y) Qx.y)

la cual es una EDO exacta, entonces existe f = f (x, y) tal que Vf = (I_’, 5) luego

of _ 2 of _ 2 2
X =XYT Y Gy =XYtYy
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

Integrando % = xy? con respecto a x obtenemos
2,2
J Ldx = [ xy2dx =f (x,y) =L~ + C(y)
al derivar parcialmente esta ultima espresion, respecto a y obtenemos
of
—=x’y+C'(y)
ay

de donde x2y + C’ (y) = x2y + y?2 = C’ (y) = y? integrando con respecto a y se tiene

Cy) = [ C'(y)dy = [y2dy =5 +K

donde K es una constante arbitraria y es posible no considerarla pues se agrupa con otra constante

luego f (x, y) = Xzzyz + y; y la solucion general de la EDO esta dada por
x2y? 3
+—=c
2 3

donde ¢ es una constante arbitraria.

Ejemplo 3.19

Resolver la EDO 2xdx + x2cotydy, x > 0
Solucion:
Notemos que P(x, y) = 2xy Q (X, y) = x2cot (y), luego

P
— =0
oy

90
y —=2xcot(y)
oX

entonces la ecuacion no es exacta pues 3—5 # %, buscaremos un factor integrante u con el fin de
convertir a la EDO en exacta. Supongamos u := 1 (x) entonces

J 0— 2xcot (y)

dx = [n|u(x
X2cot () (0|

luego
2
—2ln|x|+C= —J )—(dx = [n|u(x)|

es posible no considerar la constante arbitraria C pues se agrupa con otra constante consecuente-
mente u(x) = xiZ Multiplicando la EDO inicial por u se convierte en exacta, entonces la solucién
esta dada por la ecuacion

fx.y)=c,

donde Vf = (uP, uQ) = ()2—( cot(y)), es decir fx = )% y fy = cot(y), integrando fx con respecto a x
obtenemos

fx, y)=2In|x]+ c(y),
al derivar respecto a y se obtiene cot(y) = f, = c’(y), integrando,

J cot(y)dy = f c’(y)dy

se tiene c(y) = [n|sen (y)| + K. Por lo tanto, la solucién de la EDO esta dada por la ecuacién

2in|x|+ In|sen(y)| =C,
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

que es equivalente a la ecuacién x2sen (y) = ¢, donde ¢, K son contantes arbitrarias.
Notese que en esta EDO es conveniente buscar como factor integrante una funcién que dependa de
la variable X, pues no sera posible que dependa de la variable y.

Ejemplo 3.20

Resolver laEDO (xy + 1)dx + x(x+ y)dy =0

Solucién:
Notemos que P(x, y) =xy + 1y Q (X, y) = x(x + y), luego
aP 20
5 =X y x 2xX+Yy,
como S—P %, esta EDO no es exacta, buscaremos un factor integrante con el fin de convertir a la

EDO, en una EDO exacta. Supongamos que 4 := p (Xx) entonces
_X —
el = | ——dx
X(x+y)
luego

1
n|u(x)| =—J )—(dx =—In|x|+C

= |u(x)| = e~XI+C = |x|~1 C

en particular podemos considerar 1 (x) = %

Multiplicando la EDO inicial por u obtenemos

1
(y+ —)dx+ (x+y)dy=0
X S~——
H,—/ 6

P
se convierte en exacta, entonces la solucion esta dada por la ecuacion

fxy)=c

donde Vf = (ﬁ, 6) = (y + % X + y), esdecirfy =y + % y fy = x +y, integrando fx con respecto a
X obtenemos

fo(x, y)dx = J (y + %) dx

fy)=yx+In|x|+g(y)
Al derivar la ultima igualdad respecto a y se obtiene
fy=x+d'(y)
ademas f, = x + y dedonde x + g’ (y) = x + y => g’(y) = y al integrar
2
y
gy)=—+K
2
Recuerde que en este caso se puede prescindir de la constante arbitraria de integracion K, asi

y2
9gly) = 2
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

luego
2

fx,y)=yx+In|x|+ y?
Por lo tanto, la solucién de la EDO es:

y2
yx+ln|x|+?=c

donde c es una constante arbitraria.

3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacion que se puede expresar de la forma

d
al(x)£+ a2 ()y =f(x), (3.11)

donde ai, az y f son funciones definidas en un intervalo abiertoI =]a, b[ y a1(x) # 0 paratodo x €1,
en adelante vamos a suponer que ai, az y f son funciones continuas en I. Por ejemplo, la ecuacion

3 dy x3
xtanx —(xcosx)—+ | x—— |y=0
ax 2

es lineal, pues se puede escribir en la forma

dy x3 5
(xcosx)——| x— — |y =x’tan(x)
——dx 2 ——
ai(x) [ f)
az(x)

Cuando f (x) = 0, se dice que la ecuacion lineal (3.11) es homogénea, caso contrario se dird que es
no homogénea.

Dado que ai1(x) # 0 seré posible transformar la ecuacion lineal de primer orden a su forma esténdar,
para ello se divide (3.11) entre el coeficiente principal ai (x), y se obtiene

dy
—+p(x)y=q(X), (3.12)
dx
az (x) f(x) . .
donde p(x) = yqg(x) = . En seguida se muestra el procedimiento para encontrar una
ai (x) ai (x)

solucién de la ecuacion (3.12), en un intervalo I en el cual las funciones p (x) y g (x) son continuas, tanto
para el caso homogéneo y no homogéneo.

3.6.1. Ecuaciones lineales homogéneas de primer orden

Si en la ecuacién en la forma estandar (3.12), g (x) = 0, la ecuacidn lineal se llama homogénea y es de
la forma

dy
—+pXx)y=0.
dx

Estd ecuacion es de variable separable, es decir

d d d
—y=—p(><)y=>—y=—p(><)dx=>f—y=—fp(><)dx
dx y y
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

de donde tenemos
lyl = e~/ pOIdx+K (3.13)

luego
y= Ce—fp(x)dx’

donde C # 0 es una constante arbitraria.

Resolver eXy’ + (1 +x?)y =0
Solucion:
Podemos reescribir la EDO en su forma estandar como y’ + (1 + x2) e Xy = 0, asi

p(x)=(1+x%)e™ y q(x)=0
esta es una EDO lineal homogénea y de variable separable,

dy
(14 2 —X
dx ( x )e -

J v = —J(l + x2)e Xdx
y

resolvemos aplicando integracion por partes. Asi:

integrando

Inlyl=e™>(1+x?)+2xe™* +2e>+C
Porlo tanto, n|y| = e (3 + 2x + x?) + C

3+2x+x2

Asiy(x) =Ke ¢  donde Ky C son constantes arbitrarias.

3.6.2. Ecuaciones lineales no homogéneas de primer orden

En esta seccion estudiamos la ecuacion diferencial lineal (3.12) del tipo no homogénea, es decir, cuando
g (x) # 0. El procedimiento para hallar la solucién de este tipo de ecuaciones se explica en las lineas que
siguen a continuacion.

Notemos que la ecuacién

dy
d—+p(><)y=q(><)
X

es equivalente a

(@(x)—p(X)y)dx+(=1)-dy=0
— ~—~—
P Q
no es una EDO exacta, pues

F} a(—1)
—(@X)=—pX)Y)=—p(x) #——=0
ay ax

Luego pararesolver dicha ecuacion, multiplicamos a ambos lados de laigualdad por un factor integrante
1 = (x) para que la EDO se convierta en una EDO exacta. Es decir,

(L) g0 — ) p(x)y)dx + (—u(x))dy =0
H:_/

P Q
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

oP 20
—=—u)px)=—p' (xX)=—,
ay ax
asi u’ (x) = u(x) p(x) y podemos escribir
d
HOO 2 +HOP )Y =H ()G () (3:14)

el lado izquierdo de esta ecuacién es la derivada del producto u(x)y, es decir

dy d dy
H(x) I +UIP(X)y=—[HX)yl=p(x)—+ 1 (X)y.
X dx dx

es facil notar que como

Hx)=pux)p(x). (3.15)
es de variable separable
d d
% =p(x)p(x) < ) =p(x)dx,
x H(x)

luego se integra ambos miembros de la igualdad

Jdu(X):jp(X)dx
H(x)

Inlu(X)I=jp(X)dx,

de donde se obtiene
u (x) = el PXYdx, (3.16)

y nos permite escribir (3.14) como
d
Ix L)yl =u(x)q(x).
X

luego al integrar y despejar la solucién se tiene:

d
J — [yl =Ju(x)q(x)dx
dx

u(X)y=ju(X)q(X)dX+C

1
y(x)= —[Ju(x)q(x)dx+c]. (3.17)
H(x)

La solucién obtenida proporciona una familia uniparamétrica de soluciones, conocida como solucién gene-
ral de la ecuacion (3.12).

Para resolver una EDO lineal no homogénea se recomienda , en primer lugar calcular (3.16) y luego
sustituir en (3.17) para obtener la expresion habitual de la solucién general dada por

Y () = e~ J PLdx [ J ol P09 g () dlx + c]. (3.18)

Resolver y’ = tan (x) y + cos(x).
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Solucién :
Podemos reescribir la EDO en su forma estéandar y’ — tan (x) y = cos (x). Asi
p(x) =—tan(x)y q(x) = cos(x), cuyo factor integrante es

ux) = ef—tan(x)dx = glnlcosC)I+C

donde C es una constante arbitraria, que podemos considerarlacomo C = 0, pues luego se simplifica
con la constante de integracion

K (x) = cos(x)

luego por la ecuacion (3.17) se tiene

1+ cos(2x)
[J cos (x) cos (x)dx + K] =sec(x) [J (—)dx+ K] =

y(x)=

cos (x) 2
1+ cos(2x) x4 €023
=sec(x) - dx+K|=sec(x)| —5*—+K
Por lo tanto, la solucion general de la EDO esta dada por
y(x) — xse2c(x) + sec(x)zos(Zx) + Ksec (X)
donde K es una constante arbitraria.
Resolver (t2 — 1)y’ =ty + 2t (t>—1),si [t| > 1
Solucién :
Podemos reescribir la EDO en su forma estandar y’ — t2t—1y = 2t. Asi

p)=—5z5 y qx)=2t
y su factor integrante es
nlt2—
ut) = e_f 259t _ e—M+C

al igual que en el ejercicio anterior consideramos C = 0 y se obtiene

HO) ==
luego por la ecuacion ( 3.17) se tiene
y(t) = \/HU V2 —1.2tdt + K] - mU V2 —1.2tdt + K] -
=VE2-1[2(2-1)"? +K]=2(2-1)* +KVEZ—1
Por lo tanto, la solucién general de la EDO esta dada por
y)=2(2 -1 +KVtZ—1

donde K es una constante arbitraria.

3.6.3. PVis Lineales de primer orden

En el capitulo anterior vimos problemas fisicos que se modelan como problemas de valor inicial, una

consecuencia inmediata del Teorema de existencia y unicidad es la unicidad de solucién en un intervalo
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

abierto I de un PVI lineal de la forma

{Z—§+p(><)y=q(x)
y (Xo) =Yo

siendo p y g funciones continuas en I.

Ejemplo 3.24

Resolver

d

{%: tan (x)y = cos? (x)
y(7)=1

Solucién: Teniendo en cuenta la EDO lineal en su forma esténdar se tiene p(x) = tan(x) y g(x) =

cos2(x), su factor integrante esta dado por

)= ef tan(x)dx — gln|secx|+C
donde C es una constante arbitraria, al igual que en la ecuacion anterior, consideramos C = 0, luego
H(x) = sec(x)

Asi, por la ecuacion (3.17) se tiene u (x) = sec (x) luego

y(x)= [J sec (x) cos? (x) dx + K] = cos(x) [J cos(x)dx + K} = cos(x)[sen(x) + K]

sec(x)
Es decir, la solucion general de la EDO esta dada por

y (x) = cos(x)sen(x)+ Kcos (x)

Ademas de la condicion inicial y () = 1 obtenemos

1=cos(3)sen(§)+Kcos(f)=1= s 5+ 5 =K= o)
Por lo tanto, la solucién del PVI esta dado por y (x) = cos (x) sen (x) + @

Hallar la solucién del problema de valor inicial
y'+y=cos(x)cony(0)=1/4 .

Solucién :
Teniendo en cuenta la EDO lineal en su forma estandar se tiene p(x) = 1y g(x) = cos(x),y su
factor integrante es:

u(x) = ef ax — agx+C

donde C es una constante que al igual que antes puede ser considerada como C = 0. Por (3.17) la
solucion general de la EDO esta dada por

y(x)=e* [j e*cos (x)dx + K]

donde K es una constante arbitraria, integrando por partes obtenemos
_ —x [ eX(sen(x)+cos(x))
yx)=e [f + K ]

luego la solucién general de la EDO esta dada por
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3.7. Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

y(x) — sen(x);—cos(x) + eﬁx
Ademas de la condicién inicial y (0) = % tenemos que % = % +C=C= —%. Por lo tanto, la
solucién del PVI esta dado por
__ sen(x)+cos(x) 1
yea==""5""-73

3.7. Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Una ecuacién de primer orden que puede escribirse de la forma

dy n
—+p(xX)y=q0()y", (3.19)
dx
donde p y g son funciones continuas en un intervalo I siendo n es un ndmero real diferente de 0 y diferente
de 1, es una ecuacion de Bernoulli.

Como una nota histérica, se sabe que Gottfried Leibniz mostré que la ecuacién propuesta por James
Bernoulli, se puede reducir a una ecuacién lineal haciendo la sustituciéon z = y1=", como se muestra a
continuacion.

Al dividir la ecuacion (3.19) por y" se tiene

—n dy 1-n
Y +p(X)y"=qgx). (3.20)
X

Definiendo la nueva variable z = y1", se tiene.

dz (1—n)y—" dy _p,ay 1 dz
—=(1-—n —_— = — = —.
dx Y dx Y dx 1—ndx
Al reemplazar este Ultimo resultado en (3.20) se consigue
1

% p()z=q00
— 4+ — ;
1—ndx plxjz=qlx

que es una ecuacion lineal cuya solucién esta dada segun (3.18).

Ejemplo 3.26

Resolver la EDO xy’ + 6y = 3xy*3,x > 0
Solucién:
Tenemos una EDO de Bernoulli con n = %, luego definimos una nueva variable z = y

4
1_§=>Z=

1
Y~ 3, entonces

dz __1,-5dy _ 1 ,4/3[3,43_6y]_2 " 1 _2z_
ax = 73Y *dx =73 [3)’ x]_ X 1_x 1
Asi hemos obtenido una EDO lineal % — % = —1, cuyo factor integrante es

f——dx
IJ(X) —e X — e—2[n|XI+CI

por lo tanto podemos tomar como factor integrante a

1
H(x) = L

Asi, la solucién general de la ecuacién resultante segun (3.18) esta dada por
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3.8. Ejercicios Resueltos

1
z(x)=x2U—>7dx+K]=x2[§+K]=x+x2K

Por lo tanto, la solucién general de la EDO inicial esta dada por

— 3 — 1
Y =700 = o
donde K es una constante arbitraria.
Ejemplo 3.27

Resolver el PVI 2xyy’ + x2 =y2 cony (1) =1
Solucion:
Podemos reescribir la EDO como

, X y , Y X

2y  2x 2x 2y

que es una EDO de Bernoulli con n = —1, luego definimos una nueva variable

Z= yl_(_l) S y2.
Asi tenemos

dz _ 5, dy _ Y XYy Z_ 92 Z__
dx_2ydx_2y[2x :|_x K= X 7

1
que es una EDO lineal, cuyo factor integrante es u(x) = e~J x9 = e=XI+C, por tanto podemos
tomar como factor integrante a

1
H(X)=—.

X

Luego, la solucién general de esta Ultima EDO lineal esta dada por
z(x)=x[f%(—x)dx+K] =x[—x+K] =—x2 + xK
y la solucién general de la EDO inicial esta dada por
y(x)=+vz(x) = vV—x2 + xK

donde K es una constante arbitraria.

De la condicidn inicial y(1) = 1 obtenemos 1 = ¥—1 + K = 2 =K, luego la solucién del PVI es

y(x) = V—x2 + 2x.

3.8. Ejercicios Resueltos

1. Sila velocidad v de un objeto que cae satisface la ecuacion diferencial

v
% (t) = 9,8—7

a) Determine la solucién de la ecuacion con la condicién inicial v (0) =9, 8.

b) Calcule e interprete lim v (t).
t—+o00
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3.8. Ejercicios Resueltos

Solucién:

a) Laecuacion v/(t)=9,8 — @ es de variables separables, luego

% 1

19.6—v 2

Asi, integrando f % = f %dt se tienen la solucion general

t t
—In119,6—V]= >+ C=>n[19,6—V|=—> +C=>19,6—v = Ce 2
y se escribe como
t
v(t)=19,6—-Ce™ 2
donde C es una constante arbitraria. Ademads, por la condicién inicial v(0) = 9,8, obtenemos
9,8=19,6 —C = C=29,8, luego la solucién del PVl es v (t) = 19,6 — 9,88_5.

b) Al calcular el limite de v, se tiene
lim v(t)= lim 19,6—9,8¢™% = 19,6.
t—+00 t—+00

Este valorindica que la velocidad del objeto cayendo, después de un largo tiempo se estabilizara
en19,6.

2. Resuelve el PVI % =—y+1—eXsujetoay(0)=1ydetermine lim y(x)
X—+00

Solucién:
La ecuacién diferencial

dy
—+y=1—¢e"%
ax y

es una EDO lineal de primer orden no homogénea, donde p (x) = 1y q(x) = 1 — e~ * y cuyo factor
integrante es

u(x) = ef ldx _ eX

luego la solucién general de la EDO esta dada por

y(x)=e—lxJ[e"(l—e"‘)]dx=e"‘f(e"—1)dx=e"‘(e"—x+C)=1—xe"‘+Ce‘X

Por la condicién inicial 1 = y (0) = 1 + C se tiene C = 0. Por lo tanto, la solucién del PVI es
y(x)=1-—xe™X,
Calculo del limite

X X
limyx)= liml——=1— lim —=1-0=1.
X—+00 X—+00 ex X—+00 @X

. Dadoel PVl y’ = ;f_t;z sujetoay(2)=b

a) Determine los valores que puede tomar b para que PVI tenga solucion.

b) Sib = e, determine si el PVI posee solucidn tnica.

Solucién:
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3.8. Ejercicios Resueltos

y'=F(ty) 3 .
a) Tenemos el PVI {y(Z) b donde F(t, y) = ;/J'_tyz y cumple que F es continua en
Rx (R—{0,3}),

luego haciendo uso del Teorema de existencia y unicidad tenemos que la solucién del PVI exis-
tira para b € R— {0, 3} ya que siempre sera posible encontrar un rectangulo donde F sea
continua y tal que ese rectangulo abierto incluya al punto (2, b).

3)(3—
b) Ademas %(t, y) = _%(32)22)/) asi, % es continua en R x (R— {0, 3}) entonces como

b = e donde e # 0y e # 3 haciendo uso del Teorema de existencia y unicidad podemos
encontrar una region rectangular que incluya en su interior al punto (2, €) (como se muestra
en lafigura) y donde F, Fy, sean continuas.

4. Resuelve la EDO

1+ (E—cos(y))y’ =0
y

Solucién: J
Al escribir la EDO (}5, — cos (y)) d—’,_f =—1,enlaforma

t
dt+ (}—/ — cos(y)) dy=0

tenemos que P(t, y) =1y Q(t, y) = )5/— cos (y), luego % =0y¥= )l,
es exacta. Buscaremos un factor integrante u (y) que la convierta en exacta. Asi

P 4 3Q
,como o # 5f,1aEDO no

1
nluy)l=— Tydy= Inlyl+C

De donde podemos considerar i (y) = y, luego al multiplicar la EDO inicial por el factor integrante
1 (y) setiene

ydt+ (t—ycos(y))dy =0
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3.8. Ejercicios Resueltos

la cual es una EDO exacta, entonces la solucién de la EDO estara dada por f (t, y) = ¢, donde

Vf(t.y)=(y.t—ycos(y)).
Es decir,

of _ of —
dty)=y y Fty)=t—ycos(y),
Al integrar ‘;—];(t, y) respecto a t, se tiene f(t,y) = fydt = yt + C(y), derivando parcialmente
respecto de y,
of
t+C'(y)= v t—ycos(y) = C'(y) =—ycos(y)

integrando esta Gltima igualdad obtenemos C (y) = — f ycos(y)dy =—ysen(y)— cos(y). Porlo
tanto,

f(ty)=yt—ysen(y)—cos(y)=c
es la solucién general de la EDO donde ¢ es una constante arbitraria.

d )
. Resolver el PVI 5f = %[y—y2/3] sujetoa y (1) = 0.
Solucion:

LaEDO & = 3 [y — y2/3] se puede escribir como

que es una EDO de Bernulli, luego multiplicando por y—2/3 y haciendo el cambio de variable z =
y1=2/3 = y1/3 tenemos

al reemplazar esta ultima expresion en la ecuacién de Bernoulli se tiene la EDO lineal
dz 1 1

z
dt t t

1
cuyo factor integrante es p(t) = e~/ 9t = e~Inltl+c y podemos considerar u(t) = 1 luego la
solucion de la EDO lineal esta dada por

1 1
zZ(t)= t[— —dt+ C} = t(— + C) =1+Ct,
t2 t
donde C es una constante arbitraria. Al regresar a la variable original y = z3, la solucién general es

y=(1+Ct)?
Ademas por la condicién inicial 0 = y (1) = (1 + C)3 setiene C =—1.

Por lo tanto, la solucién del PVl es
y(t)=@1-1)°.

. Considere el PVI

{(x+1)y’=1+y
y(x0) =2

Determine los valores de xo € R para los cuales se puede asegurar que el PVI tiene solucién Unica.
Explique.

Solucién:
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3.8. Ejercicios Resueltos

Escribimos la EDO (x + 1)y’ = 1 + y como

| 3
1ty |
x+1 i
asi |
l+y | . (xe2)
F(x,y)= A |
x.¥) x+1 : '
luego la funcién F es continua en
| H
R—-—{-1}xR | {
3 1 | :
Ademas, Fy (x,y) = oy implica que Fy tam- | :

X | '
bién es continuaen (R— {—1}) x R. Por lo tanto, :
por el Teorema de existencia y unicidad, conclui- - - : -
mos que para que el PVI tenga solucién Unica los
valores que debe tomar xg € R— {—1} ya que i

siempre podemos encontrar una regién rectangu-
lar que incluya al punto (X, 2) (como se muestra
en la figura) donde F y Fy, es continua.

. Resolver la EDO
y?cosxdx + (4 + 5ysenx)dy = 0.

Solucién:

Notemos que P (X, ¥) = y2cos(x) y Q(x, y) = 4 + S5ysen(x). Asi,

oP 2Q
— = 2ycosx # — = 5ycosx
oy ax

luego la EDO no es exacta. Buscaremos el factor integrante u = u(y) para transformarla en exacta,
es decir

—3ycosx

3
lnlu(y)l=—f y=J;dY=3lnl)/|+C

y2cosx

Consideramos u (y) = y3. Luego multiplicando la ecuacién dada (inicialmente) por u () obtenemos
la EDO exacta

y>cosxdx + y3 (4 + 5ysenx)dy =0
entonces existe f tal que la solucion es f(x, y) = C donde

Vf = (y°cosx, y3 (4 + 5ysenx))

Asi tenemos fx(x, y) = y>cosxy fy(x, y) = y3 (4 + 5ysenx) integrando fx (X, y) respecto de x

fx,y)= jfx(x, y)dx = jy"’cosxdx =y senx +g(y)

derivando f(x, y) respecto de y
y3 (4 + 5ysenx) = f, = Sy*senx + g’(y)

entonces 4y3 = g’(y) luego g (y) = y*. Por lo tanto la solucién general de la EDO es

yosenx+y*=C
donde C es una constante arbitraria.
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3.8. Ejercicios Resueltos

X, si 1<x<2

! l = = =
8. Resolverla PVIy’ + Xy h(x),y (1) =2 donde h(x) {0, i x>2

Solucién:

= Sil<x<2IlaEDOY’+ %y = X, es lineal, donde p(x) = % y q(x) = x cuyo factor integrante
es

ux)= ef fax =xC

consideramos u(x) = x luego al multiplicar la EDO por el factor integrante, se tiene la solucién

1 5 1[x3 x2
yx)=—| | xdx+c1|=—|=—+c1|=—=+—
X x| 3 3 X

donde c; es una constante arbitraria.

» Six>2,laEDOy’ + %y = 0 es de variables separables y

dy ax dy ax
—_—=— = —=—f—=>ln|y|=—ln|x|+cz
y X y X

Lo 2 I - . . e
luego la solucién es y(x) = —, ¢z es constante arbitraria. El andlisis anterior permite escribir
X

la solucion
x2 c1
—+— si 1<x<2
yx)=¢ 3 X
c2 .
— si x>2
X

Ademas, por condicién inicial se tiene

5 ) 1 5
= =—4+C1 =>C = -,
y 3ta 1=3

luego ya que la solucién de una EDO de primer grado debe ser continua debe cumplirse que

lim y(x) = lim y(x)
X—2~ x—2+

es decir
. x2 5 o
lim —+ — = lim —
x—2- 3 3X  x-2t X
luego
4 5 ¢ 13
—+—=—=C=—.
3 6 2 3
Por lo tanto,
x2 5
—+ — si 1<x<2
3 3
y(x)=
13
— si x>2
3x
9. Dado el PVI

xy’=y(lny—Inx+1), x>0,y>0
y(l)=e
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3.8. Ejercicios Resueltos

Si y(x) es solucion del PVI. Determine xlirpooy (x).

Solucion:
La ecuaciéon xy’ =y (lny—[nx + 1), x>0,y > 0 se escribe,

ye2(ef3)o

que es una EDO homogénea. Definimos v = § < xVv =y, luego
dy dv
— =x—+
dx dx

Asi la EDO homogénea se reduce a una EDO de variables separables
dv
x—+v=v(lnv+1)
dx
equivalentemente

dv dv dx
Xx— =vihv =
dx

vinv~ x

dv

= % se tiene la solucién (n |Inv] = In|x| + C donde Inv = xC

integrando
luego v = e = £ = eX_ Por lo tanto, la solucién general es

y =xeX

Por la condicién inicial y(1) = e obtenemos e = e entonces C = 1. Luego la solucién del PVI es
y = xeX,
aplicando el limite a y = y(x) cuando x — +00 se tiene

lim xe* = +o0.

X—+00

. Encuentre el valor del pardmetro a para que la EDO

(x +ye?Y)dx + axe®¥dy = 0

sea exacta, luego encuentre su solucion general.
Solucion:
De la EDO tenemos que P (X, ¥) = x + ye?¥ y Q(x, y) = axe?¥, ademés

P _ A2x 2x 3Q _ Ha2x 2x
y =€ Y+ yesXY2x y o = ae”Y +axe?V2y
para que la EDO sea exacta se debe cumplir
oP  9Q
— = — = e ¢+ ye?Y2x = ae?Y + axe?Y2y.
day  ox

de donde se obtienea = 1.
Considerando a = 1, la solucién general de la ecuacién diferencial esta dada por F(x, y) = C donde

VF=(P.Q)

Asi, tenemos
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1.

oF oF
—=x+ye™ y —=xe?V
ax ay

integrando % respecto de X se tiene

aF x2  yeZxy x2 ey
F(x,y)=fadX=f(X+ye2”)d><=7+ 5, tIW =S 59w

al derivar parcialmente respecto de y obtenemos

aF oy o
— =xe? + g'(y)
oy

consecuentemente
xe? =xe” + g'(y) = g'(y) =0 = g(y) =K.
Por lo tanto,
Fe ) X2 ezxy K
X, y)=—+ +K,
Y 2 2
luego la solucion general de la EDO dada es
XZ e2xy
—+ =C,
2 2

donde C es una constante arbitraria.

Resolver la ecuacion diferencial [ycos (£) + xsen (£)]dx —xcos(£)dy =0, x>0ey>0
Solucién:
Al dividir la EDO por y obtenemos

[con(£)+ Xsen( )] o~ Zeos( )0
Xeos(2 )y =~ [eos( %)+ Xsen %)
cos( L)y = Leos (%)  sen( %)

dy 'y (y)
— =—+tan|—
dx x X

luego

equivalentemente

esta Ultima ecuacién es homogénea, para obtener su solucion aplicamos el cambio de variable u = ;‘(—’
asi ux =y derivando respecto a x %x +u= %, luego

du _
xXtu=u+ tanu

al simplificar, se tiene
du
—Xx =tanu
dx

que es una EDO separable, cotudu = d;’(, integrando obtenemos
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12.

13.

1
f cotudu = j —dx = In|senu| = [n|x|+ C = |senu| = K |x|
X

donde K es una constante positiva. Por lo tanto, la solucién de la ecuacién diferencial es

y
sen (—) =CX.
X
considerando C es una constante arbitraria.

Resuelva la siguiente EDO lineal
xy'+(1+1)y=e"x>0

Solucién:
Al dividir la EDO por X, escribimos

1 1 _ el/x
Tte)y=5%

donde p(x) = % + Xiz y qgx)= # con factor integrante

dx

1,1
0= S g i

consideramos u(x) = xe~1/X_ Por lo tanto, la solucién esta dada por

1

f(xe‘l/xe;i)dx . ex ex
—:—f(l)dx:—(x+C)=e1/"+C—
% X X

_1
X

y(x)=
xe

donde C es una constante arbitraria.

Resolver la ecuacion diferencial (4x + 3y + 15)dx— (2x+ y + 7)dy = 0.

Solucién:

La forma de la EDO nos sugiere llevarla a una ecuacién homogénea, para ello encontremos el punto
de interseccion (Xo, yo) de las rectas L1 y Ly, es decir resolver el sistema

4x+3y+15=0
2x+y+7=0

de donde, xo = —3 e yo = —1. Haciendo el cambio de variable z = x + 3, w = y + 1, tenemos
dz=dx,dw=dy

Reemplazando en la EDO inicial tenemos
(4[z—3]+3[w—1]1+15)dz— (2[z—3]+[w—1]1+7)dw=0
(4z+3w)dz—(2z+ w)dw =0

gue es una ecuacién homogénea en las variables z y w por lo que para resolverla necesitamos hacer
un nuevo cambio de variable
w=uz

donde u = u(z)
Observamos que dw = udz + zdu asi, la EDO homogénea se transforma en una EDO separable

(4z+ 3uz)dz— (2z+ uz) (udz+ zdu) =0
al agrupar términos semejantes

(4z+ 3uz—2zu—u?z)dz—z(2z+uz)du=0
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equivalentemente

z(4+u—u?)dz—z2(2+u)du=0

Es decir,
z(4+u—u?)dz=2?(2+u)du
integrando
1 2+u
—dz= | ——du
z 4+ u—u?
obtenemos

2+u
nlz] = | ———du
T (u-3)
Aplicando el método de sustitucion trigonométrica con

1 V17
u——=——send
2
tenemos que
(gsen9+ %) Y1 cospde 5/17
ln|z| = ] = tané + secO |do
S cos2e
5417
In|z| = In|secO| + In|secO + tanb|+ C
luego
izl =1 v17 5417, V17 u—73 c
n|z|=In + n + +
2V4+u—u? 17 2Vad+u—u? Va+u—u?
V17 5/17 |V17+2(%)-1
In|z] =2In + ln +C

2/ar =27 M |ayar -y

Por lo tanto, la solucién de la EDO esta dada por

n|x+ 3| = +C

*<

/17 5/17 | YI7+2(42)-1
n + n
2 4+{%—(%)2 17 2y/4+ 15 (y—3)2

donde C es una constante arbitraria.

UU|

1. Aplicando el teorema de existencia y unicidad para una EDO de primer orden, determine si los siguien-
tes PVI tienen solucién Unica:

d
a) —y=><2—xy3,y(1)=6
dx

dy
by —=3y%3,y(2)=0
dx

d
0 Z—xy2,y(0)=0
ax

2. Halle la solucién de las siguientes EDO
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3.9. Ejercicios Propuestos

a) (L+e)yy' =ex h) y'+§=—xy2

b) (x—4)y*dx—x3(y?—3)dy =0 -

) (x )y3x X3(y<—3)dy )y =Y rxy

O Y=ymy ) v+ tan (x) 2(x)
an(x = Cos“ (X

dy =y>—y3 Dy 4

,_ —_—
e) (1+y?)y’ =1+x? k) xy’—2y =xln(x)

f) y’ = (tanx)y + cosx ) xy’+ 3y =3x*—2x

9y =%+x m) xy’'—(x—3)y = %5

X
3. Resolver los siguientes PVls

a) y' =(1— yy)y, sujetoay(0) = 3

b) (1+y?)y’ =1+x?, sujetoay(0)=—1

c) Y +y+y2=0,sujetoay(0)=2

d) y+y=x/Y,sujetoay(0)=1

e) x2y’+2xy—y3=0,sujetoay(1l)=1

f) 2sen(x)y’ —cos(x)y +sen?(x)y3 =0, sujetoay(5)=1
4. Resolver

a) (3x? + 6xy?) + (6x2y + 4y3)y’ =0

b) (x+y)dx+ (x+2y)dy=0

c) (2xy+x2y+ y;)+ (x2+y3)y’=0

xdy+ydx
x2+y?

d) xdx + ydy =

e) yZdx + (xy2 +3xy + )—1,)dy= 0

5. Resuelva el PVI g—g + #senze =0,r(0)=a=>0.
X 1<x<2

i i 4 l = =
6. Resuelva la siguiente EDO y’ + Xy h (x) donde h (x) {0 X>2

sujetoay(l)=2

2,/ — 2
. ) . 5 X2y’ =(1+y?)
7. Determine lim y(x) siy(x) es la solucion del PVI
lim y () siy (x) {y(1)=0
8. En un laboratorio de biologia, los especialistas suponen que una colonia de bacterias crece a una
tasa igual a la milésima parte de la cantidad de bacterias presentes P(t) en el instante t(horas).
Si después de 100 horas la cantidad de bacterias presentes era de 2000, determine la cantidad de
bacterias presentes al cabo de 200 horas.

Rpta. Al cabo de 200 horas, la poblacion de bacterias es de 2 211 aproximadamente

9. Larapidez de propagacion de una enfermedad infecciosa en una ciudad es directamente proporcio-
nal al producto de la poblacién infectada por la poblacién no infectada. En el instante inicial, cuando
la enfermedad fue detectada, 10 casos fueron registrados; dos dias después, habia 100 casos re-
gistrados. Suponemos que la ciudad, de 10 mil habitantes, es un ambiente cerrado (nadie entré ni
sali6 de ella desde instante inicial). Determine el PVI que describe la propagacion de la enfermedad
e indique cudl es la poblacién infectada después de 5 dias.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Una lata de leche se encuentra inicialmente a 25°C. Se coloca la lata en una refrigeradora, donde la
temperatura es de 4°C. Suponiendo que la temperatura de la leche contenida en la lata desciende
7°C después de 20 minutos, determine el tiempo para que la temperatura sea de 8°C.

Rpta. La temperatura de la lata de leche es de 8°C luego de 82 min aproximadamente.

Se toma un termémetro colocado en una habitacién donde la temperatura es de 20°C y se lleva al
exterior, donde la temperatura del aire es de —4°C. Después de medio minuto se ve que el termémetro
marca 16°C. Determine la lectura del termdémetro después de un minuto de sacarlo de la habitacién.

Sobre un cuerpo en caida vertical actian el peso y la fuerza de resistencia del aire. Esta ultima tie-

ne una magnitud igual a la velocidad instantdnea del cuerpo. Si inicialmente el cuerpo se deja caer

desde el reposo y la velocidad instantanea v = v(t) es tal que tlim v (t) = 10m/seg. Determine la
—00

velocidad del cuerpo al cabo de 5 segundos. Considere g = 9, 8m/s2.
Rpta. 9,93m/s

Un tanque de 150 litros contiene inicialmente 30k g de sal disueltas en 90 litros de agua. La solucién,
que contiene 0, 2kg/! de sal, fluye hacia adentro del tanque a razén de 4l/min, y la mezcla homo-
genizada mediante un agitador mecanico fluye hacia el exterior del tanque a una razén de 3{/min.
Determine la cantidad de sal que contiene el tanque cuando estd completamente lleno.

Rpta: Cuando el tanque esta lleno contiene 32,59 kg de sal aproximadamente.

En ACEROS AREQUIPA el proceso de laminacién en caliente se inicia en el horno de precalentamien-
to que tiene una temperatura de 1150°C, para la elaboracion de productos terminados de perfiles
de acero y varillas de construccién. Las varillas son retiradas del horno para iniciar el proceso de
enfriamiento. Luego de 30 minutos la temperatura de las varillas es de 135°C. La temperatura del
medio ambiente es de 20°C. Si la tasa de cambio de la temperatura de las varillas es directamente
proporcional a la diferencia de la temperatura de las varillas y la temperatura del medio. Determine la
solucién de la EDO que modela el proceso de enfriamiento en cualquier instante.

Después que se abre el paracaidas, el aire ofrece a un paracaidista una resistencia que es proporcional
a v(t) que es la componente vertical de su velocidad instanténea (constante de proporcionalidad 5).
Para cierto paracaidista de 90 kg. de masa total, se pide determinar la velocidad v(t) en todo instante
de tiempo t. Considere que el hombre se lanza cuando t = 0, desde un avién que vuela en trayectoria
horizontal. Nota: Considere g = 9, 8m/s?

Rpta. v (t) =176,4 — 176,4e~1/18t

Un tanque contiene 200 litros de una solucién salina con una concentracién de 0, 15kg de sal por
litro. Se vierte al tanque una solucién salina con una concentracién de 0, 10kg/l arazén de 5{/min.
Al mismo tiempo, se bombea hacia afuera la solucién homogenizada mediante un agitador mecdanico

arazoén de 7l/min. Calcule cudl seré la concentracién de la solucién salina en el tanque luego de 20
minutos.

Rpta. 0,13kg/!
La funcién de consumo de un individuo crece con el tiempo a una tasa dada por la ecuacién

dc
—=-2C+100.
dt

Encuentra la trayectoria temporal del consumo de esta persona dado que C(0) = 10.

Sea I(t) el valor de la inversion, t dias después del inicio de la inversién y satisface la ecuacion dife-
rencial

dI
—=0,002I + 5.
dt

Encuentra el valor de la inversion 15 dias después si el nivel inicial de la inversién es I(0) = 2000.
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19. El valor V de un pozo de petréleo, que se explora, inicialmente es V(0) = 2700, y est4 decayendo a
una tasa v

—=—0,04V + 28.
dt

Determine cuanto sera el valor del bien en t = 20.
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Capitulo

Ecuaciones diferenciales Ordina-
rias de Orden superior.

4.1. Introduccion

Considere un cuerpo de masa m al que se le aplica una fuerza f y se mueve en la direccién del eje X
positivo. Sea x (t) la posicion del moévil en el tiempo t. La segunda ley de Newton afirma que

m - a = suma de fuerzas (4.71)
entonces en este caso
X s (4.2)
m—s = .
dt?
La fuerza f es en general funcion de x, x’ y posiblemente t, esto es f = f (t, x, x’). Es decir
d?x
m—s =f(t,x, x’ 4.3
<z =/ ( ) (4.3)

Notemos que esta es una EDO de segundo orden.

Un sistema de resorte-masa

Supongamos que se une una masa m en posicion fija a un resorte y que una fuerza f es ejercida sobre m

La ley de Hook afirma que la relacién entre esta fuerza y la contraccion del resorte es lineal de la forma
f=—kx,

donde k > 0 es llamada la constante de restauracion del resorte. Si la masa m no esta bajo una fuerza
externa fext, y la masa se mueve libre de friccion, la ley de Newton aplicada en este caso es

d?x

m_

dt?

Con el objetivo de determinar x(t), la posicién de la masa m en cualquier instante, tenemos que resolver la
ecuacion (4.4). Sin embargo la solucién depende del estado inicial del sistema.

El estado inicial esta compuesto por x (to), X’ (to), donde to es constante. La ecuacién anterior con
este estado inicial es llamado PVI

=—kx (4.4)

d?x

== = —kx

dt?
x (to) =co (4.5)
X’ (to) = c1

Se puede verificar de una manera simple que la ecuacion (4.4) admite dos soluciones

k k
x1 (t) = cos —t y x2(t)=sen —t|,
m m




4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

mientras que el PVI (4.5) admite una Unica solucién

k m k
x (t) =cpcos —(t—to) |+ c1\|—sen — (t—to)
m k m

Notemos que sico = c1 = 0, entonces la solucién del PVl es x (t) = 0 para todo t(el sistema permane-

ce estético). Similarmente, si un motor externo es conectado a la masa m, este ejerce una fuerza fext = r(t)
sobre la masa, entonces tenemos que

d?x

m_

dt?

Por ejemplo, si consideramos a esta fuerza externa como:

r(t)={o si t<1

=—kx+r(t).

1 si t>1’

entonces el PVI a resolver es .
m‘;Tf + kx =r(t)
x(0)=0 (4.6)
x’(0)=0

aqui la solucion es dada por

si t<l1

0
x(t) = {%(1_(_.05(\/%0) si t>1

4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden
Una EDO lineal de segundo orden es una ecuacién de la forma
Y’ +p0)y +g(x)y=r(x)
donde p(x), g(x) y r(x) son funciones reales que dependen de la variable x.
= Sir(x) =0 laEDO sera llamada homogénea.

» Sir(x) # 0 la EDO serd llamada no homogénea.

4.2.1. Ecuacion lineal homogénea de segundo orden

Una EDO lineal homogénea de segundo orden es de la forma
y'+p)y' +q(x)y=0 (47)

donde p(x) y g(x) son funciones reales que dependen de la variable x.

Comenzaremos observando que cualquier combinacién lineal de dos soluciones de la ecuacién homo-
génea, es también solucion. Es decir, si y1(x) e y2(x) son soluciones de la EDO (4.7) y C1, C2 € R entonces
la funcion

y(x)=C1y1(x) + Cay2 (x)

es también solucion de (4.7) (para comprobarlo basta derivar y(x) y sustituir en la ecuacion).

DIN(s]1BM Funciones linealmente independientes

El conjunto de funciones {y1(x), y2(x), - -+, Yn(x)} eslinealmente independiente (l.i.) en el intervalo
[a, b], silaecuacion A1y1 (X)+ A2y2 (X)+ -+ Anyn (x) = 0 paratodo x € [a, b], admite como
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

Unica solucién a
A1=A2=---=Ap=0.

de lo contrario el conjunto se denomina linealmente dependiente (I.d.).

Dos funciones, {y1(x), y2(x)}, serén linealmente dependientes si existe una constante k tal que

y1(x) = ky2(x)

yi(x)

no es una funcién constante de x .
y2(x)

y linealmente independientes si el cociente

DELIlsIM Sistema fundamental de soluciones

La pareja de soluciones {y1(x), y2(x)}, forman un sistema fundamental de soluciones de la ecua-
cion

y'+pX)y’+q(x)y=0enx €]a, b[

si son linealmente independientes en ]a, b[.

En la practica es frecuente estudiar la dependencia lineal a través del Wronskiano.

DNl (elelsM@ Wronskiano de un conjunto de funciones

Definimos el Wronskiano del conjunto de funciones {y1 (x), y2(x),---, yn(x)} y denotamos por
W (y1,y2, -+, yn) al determinante dado por

y} y/2 e y7
y]_ y2 e yn
W(yl,}/2,"',}/n)= o o 0 (48)
—1 —1 -
y(ln ) y(zn ) L. ygn 1)

Propiedad del Wronskiano de soluciones
Sean y1 (Xx) e y2 (x) dos soluciones de la ecuacion homogénea
Yy’ +p()y’ +q(x)y =0
en el intervalo ]1a, b[ , siendo p(x) y q(x) funciones continuas en el intervalo ]a, b[ .

m Estas soluciones son linealmente dependientes si y solo si el wronskiano es idénticamente nulo
en el intervalo ]a, b[.

= Estas soluciones son linealmente independientes siy solo W (y1, y2) # O paratodo x en ]a, b[ .

Ejemplo 4.1

Consideremos la EDO lineal homogénea y”’ + y = 0 . Es facil ver que y1(x) = cosx e y2(x) = senx
son soluciones de la ecuacion diferencial. Ademas su Wronskiano es diferente de cero, pues

cosx senx

_senx cosx | =C€0s? () —(=sen?(x)) =1#0.

W(y1, y2) = ‘

Por lo tanto, y1 e y son soluciones linealmente independientes de la EDO y”’ + y = 0.

Considerando la ecuacion

Yy’ +p(Xx)y’ +q(x)y =0
donde p (x) y q (x) son funciones continuas en ]a, b[. Entonces

1. Existen dos soluciones y1 e y> linealmente independientes de la ecuacion.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

2. Si ¢ es una solucién arbitraria de la ecuacion, entonces existen constantes c1, ¢ tal que

¢ =c1y1 + Caya.

Esto significa que el problema de encontrar la solucidn general de una ecuacion lineal homogénea de
segundo orden estd resuelto si se han encontrado dos soluciones no proporcionales.

Caso 1: g(x) = 0 para todo x

A continuacién presentaremos casos especiales en la que es posible resolver EDOs lineales de segundo
orden. En este caso la ecuacién a resolver seria

y'+p(x)y’ =0 (4.9)

La solucion se obtiene definiendo una nueva variable u como u = y’, luego la ecuacion (4.9) se transforma
en una EDO lineal de primer orden de la forma

u+px)u=0 (4.10)

la cual necesitara ser resuelta con los métodos del capitulo anterior para posteriormente encontrar la solu-
cion de la EDO inicial.

Ejemplo 4.2

Considere la EDO

xy”—y’'=0, x>0

Solucién:
En este caso tenemos que g (x) = 0 y aplicando el cambio de variable u = y’, se tiene

xu'—u=0

observemos que esta EDO es separable u’ = 5 para resolverla integraremos ambos miembros de la
ecuacion

f@= 9X — In|ul = n|x| + K

u x
Asi, podemos escribir

u=Kx=y’=Kx=y(x)=fodx

2
consecuentemente y (x) = KXT + C, donde K y C son constantes arbitrarias.

Caso 2:
Una de las soluciones de la EDO es conocida

Supongamos que tenemos una funcién y1 conocida que es la solucion de la ecuacion

Yy’ +p(x)y’ +q(x)y =0 (4.17)

Aplicaremos el "Método de reduccion de orden"para encontrar otra solucién y, de la EDO (4.11) tal que y1
e y2 sean linealmente independientes. Para esto consideraremos que

y2(x) = c(x)y1(x)

donde c(x) debe ser una funcion real no constante. Luego teniendo en cuenta que y; satisface la EDO (4.11)
tenemos que

[”70Ay1(x) + ¢/ (Y} (x) + ¢/ ()}, () + Oy () [+pCA[ €/ (y1(x) + c(x)y, () [+a(x) [c(x)y1(x)] = 0

68



4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

luego
[ ()y100) + /() () + € (Y], 00 [+p () ¢/ (x)y1(x)+c0) [y () + p(x)y, (X) + g(x)y1(x) ] = 0

considerando que y'l’(x) + p(x)y'l(x) + q(x)y1(x) = 0 la expresion se reduce a

[¢”0Ay1(x) + 2¢'(X)y;, 00 ] + PO’ (X)y1(x)] = 0
reescribiendo tenemos que
y1c” + 2y} + pOy1)c’ =0
Para resolver esta ecuacion necesitamos definir una nueva variable u = ¢’ entonces la EDO de primer orden
aresolver es
yiu' +(2y, + p(x)y1)u=0

ya que esta es una ecuacién separable su solucién esta dada por
1
u(x) = —Ze_fp(")dx.
Y1

Por tanto y> seré obtenida como sigue y2(x) = [ [ u(x) dx]y1(x).

Ejemplo 4.3

Dada la ecuacién

y —
X(x+1)
= Encuentre una solucién de la EDO si se sabe que tiene una solucién de la forma de un polinomio
de primer grado.

17 1 /
y —)—(y +

= Encuentre la solucién general de la EDO dada.

Solucién:

Se sabe que una de las soluciones y1 tiene la forma de un polinomio de primer grado, entonces
y1 =ax+ b,donde q, b € R, luego

[ ] yi:a
[ yg-/=0
como y’l’—)%+ X(;‘(’}rl) = 0 obtenemos
a ax+b
——+———=0=—-a+b=0=a=b,
X x(x+1)

entonces podemos considerar y1 = X+ 1, luego por el método de reduccién de orden la otra solucién
y2 tienen la forma y, = ¢ (x) y1 (x) donde

e—fp(x)dx 1
dX)=—=— y p)=—2
z X
al reemplazar y1(x) y p(x) tenemos
c’(x)= el x =c(x)=[ —Z5dx=In|x+1|+ =
T+ T (x+1)? T2 T X+1’

Asiy2 ()= (Inlx+ 1|+ o7 ) (x + 1) = (x + 1) I |x + 1| + 1.

x+1
Por lo tanto, la solucién general de la EDO esta dada por

yxX)=c1(x+D+c2((x+1)n|x+1]+1)

donde c1, ¢2 son constantes arbitrarias.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

4.2.2. EDOs lineales de segundo orden con coeficientes constantes.
En este caso consideramos la ecuacién
y'+py' +qy=0 (4.12)

donde p, g € R. Asumiremos que la ecuacién tiene una solucién de la forma y = e** paraun A € C
desconocido. Sustituyendo esta funcién en la EDO (4.12) tenemos que

e {A2+pr+q}=0, (4.13)

y como e*X # 0, obtenemos que A2 4+ pA + g = 0 el cual es llamado ecuacién caracteristica de la ecuacién
(4.12). El polinomio

P(A) =A?+pA+q (4.14)

es llamado polinomio caracteristico de la ecuacién (4.12). En esta situacion existen tres posibilidades para
las soluciones de la EDO (4.12) segun sean las raices de su polinomio caracteristico. Se presentan tres
casos

1. Raices reales distintas.
2. Raices complejas.
3. Raices reales repetidas.
Caso 1: Raices reales distintas
Si A1, A2 son dos raices reales distintas de la ecuacién caracteristica, la ecuacion diferencial tiene dos
soluciones de la forma y1 = e*1%, y, = e*2X que son linealmente independientes, es decir {y1(x), y2(x)}

es un sistema fundamental de soluciones de la EDO(4.12), luego la solucién general de la EDO (4.12) es
definido por

Ejemplo 4.4
Resolver la EDO y”/ + 3y’ + 2y = 0.
Solucion:

yh = c1MX + c et

La ecuacion caracteristica asociada a esta EDO es A2 + 3\ + 2 = 0 y tiene como solucién dos raices
reales diferentes que son A1 = —1, A, = —2,consecuentemente y; = e X e y> = e~ 2X son dos
soluciones linealmente independientes de la EDO, luego

y(x)=cre X+ cre 2

es la solucién general donde c1, ¢ son constantes arbitrarias.

Caso 2: Raices complejas

SiA1 = 0+ iw, A2 = 0— iw (donde 0, w € R) son raices complejas de la ecuacién caracteristica,
entonces la ecuacion diferencial tiene dos soluciones y; = eXtWX y, = @0X—WX que son soluciones
complejas y linealmente independientes (l.i), ademas

_yity2 _ —ilyi—y2)
e%cos (wx) = #57= e%sen(wx) = =52
son también soluciones de la EDO(4.12),notemos que este ultimo par de soluciones son reales y lineal-
mente independiente consecuentemente el conjunto {e*cos (wx), e’*sen (wx)} es un sistema funda-
mental de soluciones, luego la solucion general de la EDO (4.12) es

yh = c1e%%cos (wx) + c2e%%sen (wx)
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

Ejemplo 4.5
Resolver la EDO y”’ + 5y = 0.
Solucion:

La ecuacién caracteristica asociada a esta EDO es A2+ 5 = 0 cuyas raices complejas son A = £ /51,
consecuentemente y1 = e%*cos (v/5x) e y» = e®sen (+/5x) son dos soluciones linealmente in-
dependientes de la EDO, luego

¥ (x) = c1cos (¥/5x) + casen (¥/5x)

es la solucién general de la EDO dada, donde c31, ¢z son constantes arbitrarias.

Caso 3: Raices reales repetidas

SiA1 =Xz € R son raices reales repetidas de la ecuacion caracteristica, la ecuacion (4.12) tiene dos so-
luciones y1 = e*1X,y, = xe*1X que son linealmente independientes, por lo tanto el conjunto {e*1X, xe*1x}
es un sistema fundamental de soluciones de la EDO, luego la solucién general de la EDO (4.12) es definida
por

Ejemplo 4.6
Resolver laEDO y”/ + 2y’ +y = 0.
Solucion:

La ecuacion caracteristica asociada es

yh =eMX(c1 + c2x)

AM+2A+1=0=(A+1)2=0

que tiene por solucién a A = —1 (se repite dos veces), consecuentemente y; = e X e y, = xe X
son dos soluciones linealmente independientes de la EDO, luego la solucién general es

yh=ci1e X+ coxe X

donde c1, ¢ son constantes arbitrarias.

4.2.3. Ecuaciones Lineales de segundo orden No Homogéneas

Una EDO lineal no homogénea de segundo orden es una ecuacion de la forma
Y’ +p0Qy +g(x)y =r(x) (4.15)
donde p(x), g(x) y r(x) son funciones reales que dependen de la variable x.

Cualquier solucién de la EDO (4.15) tienen la forma

y=ciyi1+Cy2+yp, (4.16)
donde c1, ¢2 € R, y1 e y» son soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea
Y'+p(X)y +q(x)y=0,

e yp es una solucion particular de la EDO (4.15). La solucién (4.16) es llamada solucion general de la
ecuacion (4.15).

Si definimos el operador D = dix, entonces D[y] = y’, también D2 [y] = y”/, entonces la EDO

Yy’ + p(X)y’ + q(xX)y = r(x)
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

puede escribirse como (D2 + p(x)D + q(x)) [y] = r (x). Si definimos la regla de correspondencia
L tal que
L[yl =(D*+p0()D +q(x))[y1,
entonces podemos reescribir la EDO (4.15) como
Llyl=r(x)

Asi, L = D? + p(x)D + q(x) es denominada aplicacién o transformacion.

Aplicacion Lineal

Dada la aplicacién L y dos funciones y1 e y2 que dependen de la variable x, diremos que es una
aplicacion lineal si se cumple

Llciyi+ cay2]l =cil[y1]l+ cal[y2]
donde c1 y ¢ son constantes arbitrarias.

De acuerdo a la definicién anterior es facil verificar que
L:=D%?+p(xX)D+q(x) (4.17)
es una aplicacion o transformacion lineal.

Principio de Superposicién

Dadas dos funciones r; = ri1(x), r2 = ra(x), consideremos el operador L definido por

Llyl=ri(xX)+r2(x). (4.18)

Si ¥p, es una solucién de la EDO L[y] = r1(x) e yp, es una solucién de la EDO L[y] = r2 (x),
entonces

Yp=Yp1t+Yp2
es solucion de la EDO (4.18).

A continuacion presentamos dos métodos para encontrar una solucién particular yp de la EDO no ho-
mogénea
y” +p()y’ +q(x)y = r(x) (4.19)
4.2.4. Método de variacion de parametros

Este método sugiere que la solucién particular y, de la EDO no homogénea debe tener la siguiente
forma

Yp=c1(X)y1+c2(x)y2, (4.20)

donde y1 e y> son soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea y c1(x), c2(x) son fun-
ciones a determinar. Notemos que

Yp=C10)y] + 2y, + 1 (X)y1+ ¢;(X)y2 (4.21)
Asumiendo que C’1 Xy1+ cé (x)y2 = 0y derivando una vez mds, obtenemos
Yy =c1(X)yy + 2 (X)y] + ci(x)y] + c5(x)y; (4.22)

luego dado que yp, es solucion particular de la EDO no homogénea, tenemos que

Yy + Py, +a(x)yp =r(x) (4.23)

[c1COYY + 2 () Yy + ()Y, + ()Y} |+ p) [c1 0 Y] + €2 0y, + ¢, (y1 + ¢, (y2 | +
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+g(x)[c1(X)y1+c2(X)y2]=r(x)
después de hacer algunos calculos obtenemos que
Y1€100+ 5500 =r(x).

de esta manera para encontrar c’l, c’2 necesitaremos resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales
c10y1+c5(x)y2=0
Y1610 +y5c500) =r(x)

la solucion de este sistema cumple que

(4.24)

¢ )= r(x)yz2(x) ¢ 00 = r(x)yi(x)
! W (y1, ¥2) (x) 2 W (y1,y2)(x)
Luego,
— r(x)y2(x) _ rxyi(x)
k)= _f Wiy dX Y ()= f Wiz, y2)00 9%
Por lo tanto,

r(x)yz(x) dx) + 2( r(x)yi(x) dx)

y"z_yl( Wy, y2)(x) Wy, y2)(x)

Ejemplo 4.7

Encuentre una solucion general de la siguiente EDO

y”’ + 4y’ + 4y =e*

Solucién:
Primero encontraremos dos soluciones y1 , y2 linealmente independientes de la ecuacién homogé-
nea, para esto resolveremos la ecuacion caracteristica correspondiente

A2+ 44X +4=0= (A +2)°> =0 => A = —2(raices repetidas)

luego y1 = e~ %X e y, = xe~2X son soluciones linealmente independientes. Por otra parte notemos
que en este problema r (x) = eXy

—2X xe—2X

€ = — = _
Wy y2)= —De—2x e—2X _oxe—2x | =€ X _oxe~X 4 24X = g4

consecuentemente aplicando el método de variacion de pardmetros calculamos

eXxe—2X xe3X e3x xe3X e3x
aX)=-] ="« dx=—fxe3xdx=—( S — [ &rdx) =%+ &

=2 3
)= exef4xx dx = [e3dx =&~

Asi se obtiene la solucion particular
3x 3x 3x X
— o—2x[_xe e —2x(e¥X\_ e
yp(x)=e (_T"' T)+Xe (T)— £l
Por lo tanto, la solucién general de la EDO es
X
y(xX)=c1e= + coxe X + 5

donde c1, ¢2 son constantes arbitrarias.
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Ejemplo 4.8

Encuentre una solucién general de la siguiente EDO
y" +y =tanx
Solucién:
En este problema p (x) = 0,9 (x) =1y r(x) =tan(x)yla EDO homogénea asociada es
y'+y=0,
entonces la ecuacion caracteristica asociada es
AM41=0=A=%v/—1=4|

luego y1 = cos (x) e y2 = sen (x), son dos soluciones linealmente independientes de la EDO homo-
génea, consecuentemente para encontrar una solucién particular yp usando el método de variacién
de parametros, debemos encontrar las funciones c1 (x) y ¢z (x) tales que

- _ r(x)y2(x) — r(x)yi(x)
k)= f Wy Y C2(X)—f Wr1,y2009 9%

ya que
W(y1, y2) = ‘ _Csoesn(éz) 'Zi’; 83 =cos?(x)+sen?(x)=1
se tiene que
sen?(x) 1— cos?(x)
c1(x)= —f mdx = —j T(x)dx = —J(sec(x) — cos(x))dx
c1(x) = —In|sec(x) + tan(x)| + sen(x)
Ademas,
c(x)= J sen(x)dx = —cos(x)
luego

Yp = (—=In|sec(x) + tan(x)| + sen(x)) - cos (x) + cos (x) sen (x)
Por lo tanto, la solucién general esta dada por

y = kicos (x) + kasen (x) + —ln|sec(x) + tan(x)|cos (x) + 2cos (x) sen (x)
——— ——
y1 Y2 Yp
donde k1,k> son constantes arbitrarias.

4.2.5. Método de coeficientes indeterminados.

Este método solo podrd aplicarse en el caso de tener una ecuacion ordinaria lineal se segundo orden
de la forma

y"’+ay’ + by =r(x), (4.25)

donde a, b € Ry la funcién r (x) es de las siguientes formas
= Exponencial: r(x) = e%,cona € R
= Polinomial: r(x) = po + p1X + p2x2 + - -+ + ppx", donde p; e Ry n e NU {0}

= Trigonomeétricos: r (x) = cos (wx) o r(x) = sen(wx) conw € R.
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= Combinaciones: r (x) = e**cos (wx) o r (x) = e**sen (wx) o
r(x) = e™(po+ p1x+ pax?+-+-+ ppx") o r(x) = (po + p1X + p2x2 + -+ + ppx") cos (wx)
or(x)=(po+p1x+p2x%+--+ ppx")sen(wx) con w, p;, & € R.

Funcién exponencial r (x) = e%%, con o € R

= Si A = a no es una solucién de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada entonces
la solucion particular de la EDO tendra la forma

yp = Ae%X,

= Si A = a es una solucién simple de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada enton-
ces
yp = Axe®,

= Si A = a es una solucion repetida de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada
entonces
Yp =AXZecxx,

para un A € R arbitrario que posteriormente serd calculado sustituyendo y,, en la ecuacién (4.25).

Ejemplo 4.9

Resolver y”’ + 3y’ + 2y = 2e3X.

Solucién:
Observemos que la ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

AM4+3A+2=0=A=—1 0 A=-2.

Asi y1 = e X e y» = e~2X son soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea aso-
ciaday la solucién particular tendré la forma y, = Ae3X entonces

’ _ 3x
1= 3Ae
7" 3x
1y = 9Ae
ya que se debe cumplir
Yy + 3y, +2yp = 2e3X
obtenemos(94e3X) + 3 (3Ae3X) + 2 (Ae3X) = 2e3X, entonces

20Ae3X = 2e3X

- ) 3x -
= 20A=2= A= luego la solucion particular es yp (x) = el—o. Finalmente la solucién

10’
general estara dada por
e3x

X)=cre X+ e X+ —
yx)=c 2 o

donde c1, ¢ son constante arbitrarias.

Funcién polinomial
r(x)=po+ pi1x+pax2+---+ppx";n=>0

= Si A = 0 no es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucioén particular de la EDO tendrd la forma

Yp=qo+qix + q2x% + -+ qnx".
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= Si A = 0 es una raiz simple de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces
la solucioén particular de la EDO tendrd la forma

¥p=x(qo+ qi1x+ g2x? + -+ + qnx").

= Si A = 0 es unaraiz repetida de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces
la solucion particular de la EDO tendra la forma

Yo =X*(qo+ q1X + q2x° + -+ + qnx").

donde g; € R son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo yp, en la ecua-
cién (4.25).

Ejemplo 4.10

Resolver y”/ + 3y’ = 4eX 4+ 1—2x + e~3X

Solucién:
Observemos que la ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

A2 4+3A=0

entonces A =0 o A = —3, luego dos soluciones linealmente independientes de la EDO homogé-
nea asociada serdn y1 = €% = 1 e y, = e~ 3X, seguidamente subdividimos el problema en tres
EDOs no homogéneas

= Subproblema 1: y”/ + 3y’ = 4eX =1 (x)
= Subproblema 2: y”/ + 3y’ =1—2x = (x)
= Subproblema 3: y”’ + 3y’ = e=3¥= r3 (x)
Por tanto, la solucion particular y, de la EDO dada tiene la forma
¥p = AeX + x (B + Cx) + Dxe~ 3
N —m — Y——
Yp1 Yp2 Yp3

donde yp,, ¥p,, ¥p; representan las soluciones particulares de los subproblemas 1,2 y 3 respectiva-
mente, seguidamente derivamos yp

=y, =A€*+B+2Cx + De™¥ —3Dxe™
» y;/ =AeX+2C—3De 3 —3De™ + 9Dxe™
dado que debe verificarse que
yy +3y, =4+ 1—2x+e 3

obtenemos
(Ae* + 2C—3De~3* — 3De3X + 9Dxe~3X) + 3 (AeX + B + 2Cx + De~3X — 3Dxe™>X) = 4e* + 1 — 2x + e~

entonces
2C+ 3B+ 6Cx + 4Ae* —3De X = 4eX+ 1 —2x + e~ 3%

consecuentemente 2C+ 3B = 1;6C=—-2;4A=4y—-3D=1=A=1;D = —%; = —%

2 —3x
yB = g, luego la solucion particular serd yp (x) = eX + 52X — X _ Xe

9 3 3 -
general es

Finalmente, la solucion

2 -3
y(x)=c1+cze_3"+e"+S—X—X——Xe -
9 3 3

donde c1, ¢2 son constantes arbitrarias.
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Funcién trigonométrica
r(x) = cos (wx) or(x) =sen (wx)

= Si\ = +iw no es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucion particular de la EDO tendrd la forma

yp = Acos (wx) + Bsen (wx).

= Si A = +{w es una raiz de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucion particular de la EDO tendra la forma

¥p =X (Acos (wx) + Bsen (wx)).

donde A, B € R son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo yp en la
ecuacion (4.25).

Ejemplo 4.11

Resolver y”/ + 2y’ + y = 2senx — 3e™ + 1.
Solucion:
Observemos que la ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

A2+2A+1=0
entonces A = —1 (doble) . Luego
yi=e* , ya=xe’%

son soluciones linealmente independientes, para encontrar la solucién particular subdividimos el pro-
blema en tres EDOs no homogéneas

= Subproblema 1: y”/ + 2y’ + y = 2senx = ry (x)
» Subproblema 2: y”/ + 2y’ + y = —3e™X =r, (x)
= Subproblema 3: y”/ + 2y’ + y = 1=r3(x)

Por tanto la solucién particular de la EDO dada tiene la forma

Yp =Asenx + Bcosx + Cx?e X + D
—_———— ——

Yp1 Yp2 Yp3

donde yp,, ¥p,, ¥ps representan las soluciones particulares de los subproblemas 1, 2 y 3 respectiva-
mente, seguidamente derivamos yp

= y; =Acosx—Bsenx + 2Cxe™* — Cx?e™

= y;; =—Asenx — Bcosx + 2Ce X — 2Cxe X — 2Cxe X 4+ Cx%e~X
dado que debe verificarse que
y;’ + 2yi’) +yp=2senx—3e X +1

obtenemos

(—Asenx—Bcosx + 2Ce™ — 2Cxe™ — 2Cxe™ + Cx%e ™) + 2 (Acosx — Bsenx+

2Cxe X — Cx%2e™) + Asenx + Bcosx + Cx%e X+ D = 2senx—3e X + 1
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entonces
(—2B)senx + 2Acosx + 2Ce X+ D = 2senx—3e X + 1

Iuego—ZB=2,2A=0,2C=—3yD=1=>B=—1;A=O;C=_73yD= 1
por tanto la solucién particular sera

3x2e~X
Yp (x) =—cos(x)— —t 1
consecuentemente la solucién general de la EDO es
3x2e™X
y(x)=c1eX + coxe X —cos(x)———+1

2
donde c1, ¢ son constantes arbitrarias.

En los casos anteriores se vio como encontrar la solucién particular de la EDO no homogénea cuando r (x)
tenga la forma de una funcién exponencial, polinémica , trigonométrica seno, coseno o la combinacién
lineal de ellos (sumas, restas). Ahora veremos que este método también puede aplicarse cuando r(x) es
obtenido como multiplicacién de estas funciones, es decir

= Sir(x) =e%cos(wx)or(x)=e"™sen(wx)yA = a=+ wino son raices de la ecuacion caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

yp = Ae®cos (wx) + Be®™sen (wx).

= Sir(x)=ecos(wx)or(x)=e**sen(wx)yA = a+wisonraices de la ecuacion caracteristica
de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p = x (Ae™cos (wx) + Be®™sen (wx)).
= Sir(x) = e (po+pix+p2x?+---+ppx")ysiA = ano es raiz de la ecuacién caracteristica
de la EDO homogénea asociada, entonces
Yp=€%(go+ qi1x + q2x? + -+ + gnx").
s Sir(x)=e% (po +P1IX 4 Pax2 4ot pnx”) y si A = o es raiz simple de la ecuacion caracteristi-
ca de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp =xe%(qo + q1X + q2x? + -+ + gnx").

m Sir(x)=e%(po+ p1x+ p2x?+-+++ ppx")ysiA = a es raiz repetida de la ecuacién caracteris-
tica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p =x2e%(qo + q1X + q2X% + -+ + gpx").
= Sir(x)=(po+p1x+ p2x?+---+ ppx")cos(wx) o

r(x) =(po + p1x + p2x?++--+ ppx™) sen (wx) y A = £wi no son raices de la ecuacién caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p=(qo + q1x + qax? + -+- 4+ qgnx") cos (wx) + (ro + r1x + r2x? + - -+ + rpx") sen (wx) .
w Sir(x)=(po+pix+p2x%+---+ ppx")cos(wx) o

r(x) =(po+ pix+ P2X2 + - + pnx")sen (wx) y A = +wi son raices de la ecuacién caracteris-
tica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p =x(qo+ q1x + q2x% + -+ + qnx") cos (wx) + x (ro + rix + rx? + -+« + rpx") sen (wx) .

donde A, B, q;, ri € R son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo yp en
la ecuacién (4.25).
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Ejemplo 4.12

Resolver y”’ + 2y’ + 2y = e *sen(x)
Solucion:
En este caso la ecuacion caracteristica de la EDO hpmogénea asociada es
A24+2042=0=(A+1)2+1=0
resolviendo obtenemos A = —1 + i, entonces
y1=e*cos(x); y2 = e *sen(x)

son soluciones L.i. de la EDO homogénea asociada, luego al aplicar el método de coeficientes inde-
terminados ya que la parte no homdégenea se obtiene multiplicando una funcién exponencial y otra
trigonométrica, la solucion particular yp, tendra la forma

¥p = x(Ae Xsen (x) + Be *cos (x)) = Axe Xsen (x) + Bxe™*cos (x)
derivando y agrupando convenientemente obtenemos
y; =e X(A—(A+B)x)sen(x)+ e X(B+ (A—B)x)cos(x)

y;’ =e X[—-2(A+B)sen(x)+ 2(A—B)cos(x)+ 2Bxsen (x)— 2Axcos (x)]
ademas, como

y;)’ + 2y; + 2yp = e *sen(x)

se tiene
e X[—2Bsen (x) + 2Acos (x)] = e *sen (x)

consecuentemente —2B=1y2A=0=—=B = —% y A = 0. Por lo tanto la solucién particular sera

__ xe Xcos(x)
Yp=—">72
Finalmente la solucién general de la EDO es
—X
y (x) = cre *cos (x) + coe *sen (x) — %"SO‘)

donde c1,c> son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.13

Resolver y”’ + y = (x + 1) sen(x).
Solucién:
En este caso observamos que la ecuacion caracteristica correspondiente es

AN +1=0=>A=x=%(

por otro lado, observamos que el termino independiente de la EDO se obtiene como multiplicacién
de un polinomio de primer grado y la funcion seno, entonces al aplicar el método de coeficientes
indeterminados tenemos que la solucién particular y, tendra la siguiente forma

Yp =X (Ax + B)sen (x) + x (Dx + E) cos (x)
luego, al derivar y agrupar en términos semejantes, se tiene
¥, = (2Ax + B) senx + (Ax? + Bx) cosx + (2Dx + E) cosx — (Dx? + Ex) senx
= ((2A—E)x— Dx? + B) senx + (Ax? + (B + 2D) x + E) cosx
derivando por segunda vez,
y;’ = (2A— E—2Dx)senx + ((2A— E)x — Dx? + B) cosx + (2Ax + B + 2D) cosx — (Ax? + (B + 2D) x + E) senx

= (—Ax% — (4D + B)x — 2E) senx + (—Dx? + (4A— E)x + 2B + 2D) cosx
ademads, como
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y,’J’ +yp = (x+ 1)senx

obtenemos
(—4Dx — 2E)senx + (4Ax + 2B + 2D) cosx = (x + 1) senx

de donde resulta que
—4D=1; —2E=1; 4A=0; 2B+2D=0
Asitenemos D = —%; [E= —%;A =0;B= % consecuentemente la solucién particular sera

__ xsenx __ x2COSX __ XCOSX
Yp="3 4 2

luego la solucién general de la EDO es

Xsenx X2cosx  XcCosx

X) = C1COSX + C25enx + = =
y(x)=c1 2 a a >

donde c1 y ¢, son constante arbitrarias.

Ejemplo 4.14

Resolver y”/ + 3y’ + 2y = xe™™ + 2e Xsenx.
Solucion

En este caso la ecuacion caracteristica a la EDO homogénea asociada es:
A24+30+2=0

que tiene por solucién A = —1, —2. Luego dos soluciones l.i. de la EDO homogénea son y; = e~ *
e y2 = e 2X_Para resolver la EDO no homogénea, separamos en dos EDOs no homogéneas de la
forma

y'+3y'+2y=xe*=r(x) y y'’+3y'+2y=2e*sen(x)=rz(x),
Aplicando el método de coeficientes indeterminados, las soluciones particulares de cada una de es-
tas EDOs tienen la forma

Yp1 (X) =x(Ax +B)e™*

Yp, (X) = De™*cos (x) + Ee *sen (x)
consecuentemente la solucion particular y, de la EDO es
Yp =X (Ax + B)e ™ + De™*cos (x) + Ee *sen (x)

Al derivar por primera o segunda vez cada solucién particular, se tiene
y,, =e* [-AXx? + (2A—B)x + B]
y" =eX[Ax? + (B—4A)x + 2A— 28]

yil =e X[(E—=D)cos(x)— (D + E)sen(x)]
yy = e [2Dsen (x) — 2Ecos (x)]

ademads, como
74 / p— —X
Yp, +3Yp, +2yp =Xxe
obtenemos

e X[Ax? + (B—4A)x + 2A— 2B] + 3eX[—Ax? + (2A— B)x + B] + 2x (Ax + B) e™X = xe™X
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luego
e X[2Ax + 2A + B] = xe™*

consecuentemente 2A=1; 2A+B=0=—=A= % yB=-1.
Por lo tanto, yp, (x) = (% —x) e~X. Por otro lado dado que
17 / p— —X
Yo, + 3yp2 + 2yp, =26 *sen(x)
obtenemos

e X[2Dsen(x)— 2Ecos(x)] + 3eX[(E—D)cos(x)— (D + E)sen(x)] +
+2[De *cos (x) + Ee Xsen (x)] = 2e Xsen (x)

de donde resulta que
e *[(E—D)cos(x)— (D + E)sen(x)] = 2e *sen (x)
—=E—-D=0y—D—E=2=— D =E=-—1.Portanto,
Yp, (X) = e7X[—cos (x) —sen (x)],
luego la solucién particular de la EDO no homogénea es
Yp = ("72 —x) e X+ e X[—cos(x)—sen(x)].
Finalmente la solucién general es
yp(X)=c1e7*+ cre X 4 g7X ("72 —Xx—cos(x)—sen (x))

donde c3 y ¢ son constantes arbitrarias.

Considere el problema de valor inicial

(4.26)

{y” +p(X)y +q)y=r(x)
y (x0) =yo,y’ (x0) = y1

donde p(x), g(x) y r(x) son funciones continuas en un intervalo abierto I, yo, y1 € R. Si yp es una
solucidn de la ecuacion no homogénea
Y’ +p()y +q(x)y =r(x), (a.27)
entonces existirdn constantes Unicas C1 y C3 tal que la solucion del PVI (4.26) es
y=cy1(x)+ c2y2 (x) + yp (x),
donde y1, y2 son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea

y'+p(X)y’ +qg(x)y =0

Ejemplo 4.15

Considere el PVI

xy”—y’=0, x>0
y(1)=1,y'(1)=-1
Solucién:
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En este caso tenemos que la solucién general de la EDO es y (x) = KXTZ + C, donde K y C son
constantes arbitrarias. Ademas aplicando las condiciones iniciales se tiene
_ _K
1=y(1)=5+C
ya que y’(x) = kx tenemos que —1 =y’(1) =K = C= % Por lo tanto, la solucién del PVI es

0 x2 3
X)=——+ —.
v 2 72

4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

Una EDO lineal de orden superior es una ecuacioén de la forma

a (x)d(n) +a (x)d(n_l)y +--4+a (x)ﬂ + apn(X)y = F(x) (4.28)
O axn T T gxn-1 1P g T A '
donde ap, a1, -+, an—1, an, F son funciones continuas en el intervalo I ¢ R, con ap(x) # 0 para todo

x €l

DIl s}yl Problemas con valores iniciales (PVIs)

Un PVI es un problema formado por una ecuacién diferencial de orden n junto con los valores fijos
que debe tomar la solucién y sus derivadas hasta el orden n — 1 en un mismo punto x = Xg.

y(x0)=yo, ¥ (x0)=y1, ¥’ (x0)=y2, -+, y" D (x0) = yn-1,

DISIN[illsMM Problema de valores en la frontera

Es el problema formado por la ecuacién diferencial junto con los valores fijados que debe tomar la
solucién de la EDO para diferentes valores de x( x = X0, X = X1, ..., X = Xp—1), €s decir

y(xo)=yo,y(x1) =y1,y(x2)=y2,++, ¥ Xn-1) = ¥Yn-1.

Teorema (Existencia de una solucion Unica)

Sean ap (x), an—1(x), -+, a1 (x), ao (x) y F(x) funciones continuas en el intervalo abierto I y sea
ao (x) # 0 para toda x en este intervalo. Si X = X es cualquier punto en este intervalo, entonces para
cualesquiera valores de yo, y1,Y2, -+, Yn—1 € R existe una solucién unica y(x) de la EDO (4.28) en
el intervalo I tal que

y(x0) =yo,Y' (x0) =y1,¥"(x0) = y2, -+, Y D(x0) = yn-1,

4.3.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior con coeficientes
constantes

Una EDO lineal de orden superior con coeficientes constantes es una ecuacion de la forma

y(ﬂ) + aly(”—l) + -+ any =r(x) (4.29)

donde a1, -+, an son constantes y r es una funcién que depende de la variable independiente x.
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

Ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas lineales de coeficientes constantes

Si en la ecuacién anterior r(x) = 0 para toda X, entonces la ecuacién se denomina homogénea, es decir

y(n) + aly(”—l) +---+apy=0 (430)
donde aj, - -+, ap son constantes. El polinomio caracteristico p (A) correspondiente a la ecuacién (4.30)
es

POA)=A"+a1A"™ 1+ +ap. (4.31)

luego la ecuacioén caracteristica asociada a la EDO homogénea es
p(A)=0

es decir

Proposicion 4.1

= Si ) es una raiz simple real de la ecuacién caracteristica p (A) = 0 entonces y = e*X es una
solucién de la EDO (4.30).

= Si A es una raiz repetida real de multiplicidad r, entonces todas las funciones

AM+aA™+ .o ap=0

y = xk=1eAx,
parak =1, 2,---,r son soluciones linealmente independientes de la ecuacion (4.30).
= Si\ =0+ iw es una raiz simple compleja de la ecuacion caracteristica p (A) = 0 entonces
y = e%cos(wx) ey =e%%sen (wx)
son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion(4.30)
= Si\ =0+ iw es una raiz compleja con multiplicidad r, entonces todas la funciones
y =xk—1e%%cos (wx) e y = xk~1e%%sen (wx),

parak =1, 2,---,r son soluciones linealmente independientes de la EDO (4.30).

DISiLIeliMM Sistema fundamental de soluciones

Un conjunto de n funciones {y1, y2,---,¥n} es llamado sistema fundamental de soluciones de la
EDO (4.30) en ]a, b[ si son soluciones linealmente independientes en el intervalo ]a, b[ .

Definicion

Dado un sistema fundamental de soluciones de la EDO(4.30) {y1, 2, -+, Y¥n} su solucién general
de (4.30) esta dada por la combinacién lineal de dichas soluciones, es decir tiene la forma

y(x)=ciy1+caya+---+Cnyn
donde c1, ¢, - -+, Cp son constantes arbitrarias

Ejemplo 4.16

Resolver y’”” —6y” + 11y’ — 6y = 0.
Solucion:
La ecuacion caracteristica correspondiente es

A —6A2+11A—6=0

al factorizar
A=1)(A—2)(A—3)=0
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

de donde se obtienen las soluciones, A = 1, A = 2, A = 3, entonces y1 = eX; y, = e2X; y3 = 3%
son soluciones l.i. de la EDO, consecuentemente la solucion general de la EDO serd

y (x) =c1X+ cpe?X + c3e3%
donde c1, c2 y €3 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.17

Resolver y(*) — y’ = 0.
Solucién:
La ecuacién caracteristica correspondiente es

MA=0=AA3-1)=0=A(\-1)(A2+A+1)=0

que tiene por solucibnaA =0,A =1, A = _I*Tﬁ‘ luego, las soluciones linealmente independientes
de la EDO son

yi(x)=1

y2(x) =ex
y3(x) = e_%cos(@
Y4 (x) = e 3sen (@)
consecuentemente la solucién general de la EDO es

ﬁx)

5 V/3x 5
y(xX)=c1+ ce*+ C3e_2cos(7) + C4e_25en( >

donde c1, €2, €3 Yy c4 son constantes arbitrarias.

Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no Homogéneas de orden superior con co-
eficientes constantes

Una EDO lineal de orden superior con coeficientes constantes no homogénea es una ecuacion de la
forma
Yy a1y D4t any =r(x) (4.32)

donde as, - -+, ap son constantes.

Cualquier solucién de la EDO (4.32) tiene la forma

y=ciyi+Cay2+ -+ Cnyn+Yyp, (4.33)

donde c1,C2,:++,Ch € Re yi, y2, -+ y¥n son soluciones linealmente independientes de su ecuacion
homogénea asociada e y es solucién particular de la EDO (4.32).

La solucidn (4.33) sera llamada solucion general de la ecuacién (4.32).

A continuacién presentamos dos métodos para encontrar una solucién particular y, de la EDO no ho-
mogénea.

4.3.2. Método de Variacion de parametros

Asumamos que y1, y2, + -+, ¥n son n soluciones linealmente independientes de la ecuacion (4.30). De-
finamos
yp=c1(X)y1+c2(xX)y2+c3(X)ys+---+cn(X)yn,
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

donde c; (x) son funciones por determinar, ademds para simplificar cuentas supondremos que

Y1€] +y2C, +y3Ci + -+ ynC) =
! ~7 ! ~7 ! ~7 !~ j—
VGVt Y3Cat ety C, =

11 ~! 1!~/ 17 7 1!~ —
Vi Y,y +tyc, =

-2 —2 —2 oy,
¢ )c’l +y )c’z +yy )c’3 +oeeyn=Der =0
Luego sustituyendo yp, y,’), y;’, cee, yg en la ecuacién no homogénea (4.29) tal que
y;)n) + aly/(ON—l) + -+ Apyp = r(x) (4.34)

se verificara que

YTPe +ye e +yS e 4y D = r ().

entonces se tiene un sistema de n ecuaciones y n incégnitas, c[f(x), por resolver. Luego estas incognitas
deben cumplir:
D" Wy, Y2, L Yiel Yiel o, Yn) 1(X)

Wy, y2.+-+,¥n)

paracadai€ {1,2,---,n},donde W(y1, y2,:-+,yn) es el wronskiano de las funciones y1, y2, -+, ¥n.
Por lo tanto,

ci) =

1) W (y1,y2, -+, Yicl, Vi1, -+, Ya) 1(X)
cix)= ax
W(y1,y2,--,¥n)

paracadaie {1,2,---,n}

Ejemplo 4.18

Resolver laEDO y’”/ — 6y’ + 11y’ — 6y =
Solucion:
Notemos que la ecuacién caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

264)(
drex

A —6A2+11A—6=0,

que tiene por solucién A = 1, A = 2, A = 3, asi obtenemos que y1 = €%, y» = e2X e y3 = e3X son
tres soluciones L.i. de la EDO homogénea asociada, buscamos la solucién particular y aplicando el
método de variacion de parametros, es decir proponemos la solucién particular como siendo

Yp=c1(X)y1+c2(x)y2+c3(x)ys,
donde las funciones c; satisfacen el sistema de ecuaciones
yicy +yac, +ysc, =0
YyeyhYacstyary =0
yjci+yjc,+yjct = r(x)
luego

D3 1W(y2,y3)r(x)
W(y1.y2,y3)

’ _ C1P2Wyays)rx) |, _ 1P B3Wyya)r(x)
) )= W(y1,y2,y3) ye3 )= W(y1.y2,y3)

)=
donde el Wronskiano esta dado por
eX @2x e3x
W(y1,y2,y3)=| e 2e2* 3e3* |=eX(18e> —12e°%)—e?*(9e™ —3e¥)+
X 4e¥ 9e¥

+e3X (4e3 — 2€3X) = 6e® — 6€5% + 2% = 25
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

i e2x e3x 5 5 5
W(y2,y3) = 262X 33X =3e>X—2e>X =g
ex e3x
Wy ys) =| ox 3e3x = 3e¥X — g = 2e4X
ex e2x 3 3 3
Wlyr y2) =| x pe2x |=2€ X _ @3X = @3
Asi tenemos que
2x
[ Wl2.y)red o _ (L _re>x . _¢
() =[S dx = [ se7*r(x)dx= [ 1+ede—T—eX+ln(1+eX),
2X
c2 (x) =—f—MV(/((’;ll'l};,?,;(:))dx=—fe—2"r(x)dx=— —ffexdx=21n(1+e")—2ex
y
X
c3(x) =fde:f%e—”r(x)dx:f1i7dx=ln(1+ex).

luego la solucién particular se escribe
Yp = (ezﬁ —eX+In(1+ e")) X+ (2in(1+ eX)—2eX) e + In(1 + eX) e3x
Yp = eX(1+e9)2In(1+eX)— 3% —ex

Por lo tanto, la solucién de la EDO es y = k1y1(x) + k2y2(x) + k3y3 + yp(x)

4.3.3. Método de coeficientes indeterminados.

Este método solo podra aplicarse en el caso de tener una ecuacion ordinaria lineal de orden n de la

forma
Y+ a1y D+ oo+ apy = r(x)

donde a; € Ry si la funcién r (x) toma las siguientes formas

= Exponencial: r(x) = €%, con o € R

= Polinomial: r(x) = po + p1Xx + p2x2 + - -+ + ppx", donde p; e Ry n e NU {0}
= Trigonomeétrica: r (x) = cos (wx) o r(x) = sen(wx) conw €R.

» Combinaciones: r (x) = e**cos (wx) or (x) = e**sen (wx) o

r(x) = e™(po+ p1x+ pax?+-+-+ppx") o r(x) = (po + p1X + P2x% + -+ + ppx") cos (wx)

or(x)=(po+p1x+p2x?+---+ ppx")sen (wx) con w, p;, & €R.

Funcién exponencial r (x) = e%%, con o € R

= Si A = a no es una solucién de la ecuacion caracteristica asociada, entonces la solucién particular

de la EDO tiene la forma y, = Ae®*, donde A es una constante a determinar.

= Si A = a es una solucién de multiplicidad k de la ecuacién caracteristica asociada, entonces la so-

lucién particular de la EDO tiene la forma y, = AxkKe% ,

donde A es una constante a determinar sustituyendo y, en la ecuacion (4.35).

Funcion polinomial
r(x)=P0+p1X+p2x2+...+ann;nZ 0
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

= Si A = 0 no es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucioén particular de la EDO tiene la forma

Yp=qo+ qix+ q2ax% + -+ gpx".

= Si\ = 0 es unaraiz de multiplicidad k de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada,
entonces la solucién particular de la EDO tendrd la forma

¥p =xX(qo+ qix+ g2x% + -+ + gnx").

donde g; € R son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo y, en
la ecuacién (4.35).

Funcién trigonométrica
r(x) = cos (wx) or(x) =sen(wx)

= Si A = %iw no es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucion particular de la EDO tendra la forma

yp = Acos (wx) + Bsen (wx).

= Si\ = *iw es unaraiz de multiplicidad k de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asocia-
da, entonces la solucién particular de la EDO tiene la forma

¥p = xK (Acos (wx) + Bsen (wx)).

donde A, B € R son valores por determinar que seréan calculados sustituyendo y, en la ecuacién
(4.35).

En los casos anteriores encontramos la solucion particular de la EDO no homogénea en el caso de que
r (x) tenga la forma de una funcién exponencial, polinémica, o funcién trigonométrica seno, coseno
o la combinacidn lineal de ellos (a través de sumas, restas). Ahora veremos que este método también
puede aplicarse cuando r(x) es obtenido como multiplicacién de estas funciones, es decir

= Sir(x) =e%cos(wx)or(x)=e"*sen(wx)yA = a=+x wino son raices de la ecuacién caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

yp = Ae®*cos (wx) + Be™sen (wx).

m Sir(x) = e®™cos(wx) or(x) = e*™sen(wx)y A = a+ wi son raices de multiplicidad k de la
ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p = xK (Ae®cos (wx) + Be™sen (wx)).

m Sir(x) = e®™(po+ p1x+p2x%+-+++psx")ysiA = ano es raiz de la ecuacion caracteristica
de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp =€ (qo + q1x+ qax* + -+ + qnx").

= Sir(x)=e™(po+ p1X+pax?+ -+ ppx")ysiA = a es unaraiz de multiplicidad k de la ecua-
cion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p =xKe (qo + q1x + g2x? + -+ + gnx").
= Sir(x)=(po+p1Xx+ p2x?+---+ ppx")cos(wx) o

r(x) =(po + p1x + p2x? + -+ + ppx™) sen (wx) y A = wi no son raices de la ecuacion caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p=(qo + q1x + q2x? + -+ + qgnx") cos (wx) + (ro + r1x + r2x> + - -+ + rpx") sen (wx) .
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

w Sir(x)=(po+pix+p2x%+---+ ppx")cos(wx) o
r(x) = (po+p1x+p2x?+---+ppx")sen(wx) y A = +wi son raices de multiplidad k de la
ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p=xX(qo + q1x + q2x% + -+ + qnx") cos (wx) + xK (ro + rix + rax? + -+ + rpx") sen (wx) .

donde A, B, q;, ri € R son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo
¥p en la ecuacion (4.35).

Ejemplo 4.19

Resuelva y’’
Solucion:
La ecuacién caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

+y’ = eXcos(x)

A +A2=0,

y tiene por solucion A = 0(doble), A = —1, entonces y1 = 1,y = X e y3 = €~ X son tres soluciones
l.i. de la EDO homogénea asociada, luego

Yh=C1+ Cox+cze X
Por otro lado la solucién particular tomara la forma
yp = AeXcos(x) + Be*sen(x)

luego

= y; =eX[(A+ B)cos(x)+ (B—A)sen(x)]

= y;’ = eX[2Bcos (x) — 2Asen (x)]

. y,’)” =eX[(2B—2A)cos(x)— (2A + 2B)sen (x)]
Dado que y, debe satisfacer la EDO dada tenemos que

y;” + y;; = (—2A + 4B) eXcos(x) + (—4A — 2B) eXsen(x) = e*cos(x)

entonces —2A+4B=1,—4A—2B =0, luego A = —% yB = % consecuentemente

1 1
=——e*cos(x) + —e*sen(x).
Yp 10 (x) 5 ()

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion es

1 1
Y=Yh+Yp=C1+CoX+cC3e X— Eexcos(x) + ge"sen(x)

Ejemplo 4.20

Resuelva y) + y/”" =1 — x2e™X
Solucion: La ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

A +A3=0.

y tiene por soluciones a A = 0, A = —1. Para encontrar la solucién particular de la EDO subdividimos
el problema como sigue:

y®+y”=1=n(x) e y®D+y”=—x2e*=ry(x)

luego las soluciones particulares yp,, ¥p, tendran la siguiente estructura

Yo =AX3 e yp, =x(B+Cx+Dx?)e™>
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y la solucion particualr de la EDO dada tendra la forma

Yo =Yp1+Yp:

es decir,
¥p (x) = Ax3 + (Bx® + Cx? + Dx) e~

yy =3Ax?+(3Bx* +2Cx + D)e ™ — (BxX> + Cx* + Dx) e~
=3Ax%+ (D + (2C—D)x + (3B— C) x> — Bx3) e

y! =6Ax+[2C—2D+ (6B—4C+D)x + (C—6B)x? + Bx3]e™
Y =6A+[6B—6C+3D+(6C—18B—D)x + (98— C)x2—Bx3]e*
yp4) =[12C—24B—4D + (36B—8C + D)x + (C— 12B)x? + Bx?] e~

al sumar estas ultimas derivadas

y® +yl’ =6A+[6C—188—D+(188—2C)x—3Bx*Je™™
Asi, tenemos que

6A+[6C—18B—D+ (188—2C)x—3Bx%?]e X =1—x?e™*

de donde 6A =1, 6C—18B—D =0, 18B—2C = 0y —3B = —1 consecuentemente A = 1/6,
B=1/3,C=3yD =12. Luego,

—X3+ X3+3x2+12x e X
=% 3

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es

3 3
X p%
y(X)=cC1+ Cax+ C3x? + cae X + o + (? +3x% + 12x) e X,

4.4. Ejercicios Resueltos

1. Resuelva la ecuacién diferencial x2y”’ + xy”’ + (xz — %)y = 0 si se sabe que y1 (x) = x"/2sen (x)
es una solucién de la EDO.
Solucién:
Dividiendo esta EDO entre x2obtenemos

”+1’+ 1—L =0
Yty w2 )=

identificamos p(x) = £y q(x) = 1— &

La otra solucién y» (x) de la EDOQ, es de la forma y3 (x) = ¢ (x) y1 (x) donde

1 1
cem PO — 7 (x) = ————— e~ [ X = xcse?x - e = cse?x

d(x)=
) y3(x) x~lsen?x
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integrando

-1/2

c(x) = f €sc?xdx = —cotx = y (x) = —cotx - x~Y2senx = —x~Y2cosx.

Por lo tanto, la solucién general de la EDO esta dada por

y(x) = c1y1 (x) + cay2 (x) = c1x~ V2

donde c1,c2 son constantes arbitrarias.

senx + ¢z (—x"Y2cosx)

. Dadala EDO y®) + 4y”” + 4y = 3cos (2x) + X + e 2X. Determinar la forma de la solucién particular
usando el método de coeficientes indeterminados.

Solucién:

La ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada es

r*+4r’+4=0
factorizando se tiene (2 + 2)° = 0 => r = % v/2i (doble multiplicidad)
Notemos que ningunaraizes-2,0 0 0+ 2i, luego dividamos la EDO no homogénea en tres problemas
P1:y™ +4y” + 4y = 3cos(2x)
Py:y® 44y + 4y =x
P3:y® + 4y + 4y = e=2X
entonces
Yp1 =Acos(2x) + Bsen (2x)
Yp, =Cx+D
Yp3s = Ke=2x

La solucién particular propuesta es de la forma

Yp =Yp1 + Yp» + ¥ps = Acos (2x) + Bsen (2x) + Cx + D + Ke™*

donde A, B, C, D y K son constantes.

. Considerando la ecuacién 3 4
7" __ T\ +—y=0
y ty t2y

encuentre su solucién general si y1 (t) = t2 es una solucién de la ecuacién dada.

Solucion:

Apliqguemos el método de reduccién de orden, entonces para encontrar la otra solucién y> (t) escri-
bimos y> (t) = y1 (t) c(t) donde

3in|t|
1 e_f(_%)dt= e 1

“O=0y ¢t

luego c (t) = In|t|, consecuentemente y> (t) = t2n |t], entonces la solucién general es

y(t) =c1t? + c2t%In|t|.
donde c1 y ¢, son constantes arbitrarias.

. Resolver x”” + x = 2sec3(t) con x(0) =0, x’ (0) =0
Solucion:
La ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

A4+1=0
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y tiene por solucién a A = %i

luego x1 = cos(t) y xo = sen(t) son soluciones l.i. de la EDO homogénea. Para encontrar la so-
lucién particular xp de la EDO no homogénea aplicamos el método de variacion de parametros, es
decir

Xp =C1(t)x1+ C2 () x2

donde
_ sen(t)(2sec3(t)) ,, _ 2 - 2
Ci(t) = W) dt =— [ 2sec? (t)tan (t) dt = —tan? (t)
—

=1

cos(t)(25ec3(t)) _
Cz(t)—f W(xl,xz) dt = [ 2sec? (t)dt = 2tan(t),

consecuentemente
=—tan? (t)x1 + 2tan (t) x> = tan(t) sen (t).
Por lo tanto, la solucién general es
x(t) = cicos(t) + cosen(t) + tan(t)sen(t)
de la condicién inicial 0 = x(0) = ¢1 = 0, ademas
x’(t) = cacos (t) + sec? (t)sen(t) + tan(t) cos (t)
y como 0 = x/ (0) = ¢ = 0. Finalmente la solucién del PVl es
x =tan(t)sen(t).
. DadalaEDO x2y” —x(x+2)y’+ (x+2)y =0parax >0

a) Verifique que y1(Xx) = xe* es una solucién de la EDO.

b) Usando el método de reduccién de orden obtenga una segunda solucién linealmente indepen-
diente de la EDO dada.

Solucion: Calculamos las derivadas de y1

y () =X+ xeX

vy (x) = 2e* + xe*
al reemplazar en la EDO

X2y =x(x+2)y] + (x+2)y1= x*(2€*+xeX)—x(x + 2) (eX + x€X) + (x + 2) (xeX)
= eX(2x2+x3—x(x+2)(x+ 1)+ x(x+2))=eX-0=0

Lo que prueba que y1 es solucién de la EDO. Por otro lado aplicando el método de reduccion de orden
tenemos que reescribir la EDO como

Y xX+2) , X+ 2
Y=+ = y=0

y tenemos que la solucién y> es tal que
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y2(x)=C(xX)y1
donde
o= [ -2 ax ef(1+§)dx ex+2inix| 1
C'x)= =

(xeX)2 T x2e2x T x2@2x T @x

luego C (x) = [ C’(x)dx = [ e™dx = —e™%. Asiy, = —e™-x-eX = —x. Por lo tanto, la segunda
solucioén es
y2(x) =—x.
X
. Resolver laEDO y” — 2y’ +y = &~
Solucién:
La ecuacién caracteristica asociada es A2 — 2\ + 1 = 0, al factorizar

(A—=1)? = 0 = A = 1(multiplicidad 2)

luego dos soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea asociada son
yi=eX e y;=xe~

Aplicando el método de variaciéon de parametros tenemos que la solucién particular debe tener la
forma

yp(x) =c1(x)y1+ c2(x)y2

/

% son funciones tales que cumplen

donde c’l, C

r(x)yz2(x) s eon . Fy1(x)

TWonynw Y 2T W m

_ r(x)y2(x) _ r(x)y1(x)
Luego, c1 () =— [ s im0 9% ¥ €200 = [ 609X

Ademas como r (x) = "";(—X y W (y1, y2) = e2* se tiene que

c ()=

" 00 =—[ Srdx=—x

y
2x
= (X)) = X—eeZX dx = In|x|
Por lo tanto,

Yp=—xy1+In|x|y2
luego la solucién general de la EDO es

y = ki1e* + kaxe* —xe* + In|x| e*x.
donde ki, k2 son constantes arbitrarias.

. DadalaEDO y”’ — 5y’ + 6y = efcos (2t) + e2f (3t + 4)

Aplique el método de coeficientes indeterminados, determine la forma de la solucién particular .
Solucion:
Como la ecuacién caracteristica es A2 — 5\ + 6 = 0 entonces (A —3)(A—2) =0

luego dos soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea asociada son

y1 = eZt e yr= e3t

entonces yp = Aetcos(2t) + Betsen(2t) + t (Ct + D) e?t donde A, B, C,D € R
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4.5. Ejercicios Propuestos

1. Verificar si las de funciones dadas son linealmente independientes en la recta real:

a) y1(x)=1,y2(x)=x

b) y1(x) =sen(x), y2 (x) =cos(x)
c) y1(x)=eX, yz2(x) = e*

d) y1(x)=2x2, y2(x) =3x?

2. Resolver los siguientes PVIs

a) y”+9y =0sujetoay(0)=1, y’(0) =0 Rpta. y = cos(3t)

)
b) y”+ 3y’ +2y=0sujetoay(0)=1, y’(0) = 1Rpta. y = —2e~2t + 3¢t
c) y” — 4y’ + 4y =e3t sujetoa y (0) =0, y’ (0) = 1 Rpta. y =e3t_e2t
d) y” —4y’ =—e3tsujetoay (0)=1, y’(0) = 1Rpta.y = T %

2e2t edt

e) y'—3y’+2y=e3tsujetoay(0)=1,y’(0)=2 Rpta.y:%t+ S+ 5%

f) y" +y’ =2e?t sujetoay(0)=0, y’(0)=0,y”(0)=1Rpta.y = ﬁ — cost _ Zognt
g) vy —4y” + y’ + 6y = 10sent sujetoa y(0) = 0, y’(0) = 0, y””(0) = O Rpta. y =

—t 2t
2y —26—+—+sent

3. EI PVI que modela la posicién x(t) de un objeto en cualquier instante de tiempo t es:
X" +4x’+3x=0sujetoax(0)=1,x'(0)=0
determine la posicion del objeto en cualquier instante.

4. El PVI que modela la posicién x(t) de un objeto en cualquier instante de tiempo t es:
X" +10x’ + 16x = O sujetoax(0) =1, x’ (0) =—6
determine la posicion del objeto en cualquier instante.

5. Verifique que y (x) = x es una solucién de la EDO lineal homogénea

2y//+xy/_y=0

Determine una segunda solucion, linealmente independiente con la primera.

6. Sea la ecuacion diferencial x2y” + axy’ + By = 0, para x > 0 donde a y 8 son constantes y
(a—1)? < 4p. Considere el cambio de variable x = eZ. Resuelva la nueva EDO y determine la
solucién general de la EDO original.

7. Muestre que x2y”’ + xy’ + (x> — 1/4)y = 0; para x > 0 puede ser reducida a la EDO
vi+v=0
mediante la sustitucién y (x) = x~2v (x). Determine la solucién general de la EDO original.
8. Halle las Transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
a) f()=t2+6t—3
b) f(t)=3e4t 4 0550 3C | g
o) f(t) = =24

9. Resolver las siguientes EDO
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4.5. Ejercicios Propuestos

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) Yy +y’ =sec(x)

b) y” +y = cot(x)
)y -2y +y=%
Resolver los siguientes PVI
a) y/+3y’+2y=eX+e?X,y(0)=0,y’(0)=0
b) y”+4y’ +4y=e"2%,y(0)=1,y'(0)=0
c) y”’+4y=2sen(2x),y(0)=0,y’'(0)=-1
Use el método de variacién de parametros para resolver los siguientes PVI
a) y"+y=sec(x),y(0)=0,y(0)=0
b) y” +3y’+2y=sen(eX),y(0)=1,y'(0)=1

X

. y(0)=y’(0)=0

c "_y—
) ¥y 1+ e2x

y'+y=r(x)

Considere el problema
P {y(0)=y'(0)=o

a) Verifique que la funcion ¢ (x) = fg sen (x—t)r(t)dt es una solucién del problema dado.

b) Obtenga esta formula usando el método de variacién de parametros.
Resolver las EDOs

a) y’"+4y’+2=0 o) (y—1)=1—y

b) (y'—6y) +9y =0 d) y”+ 7y’ +12y =0

Considere la ecuacién
xy”+(x—1)y'—y=0

a) Si existe una solucion y1 de la forma exponencial. Encuentre esta solucion.

b) Use el método de reduccién de orden y encuentre la solucion del PVI

xy”"+(x—=1)y’—y=0
y()=1,y'(1)=0

Encuentre la solucién general de la ecuacién x2y”” — x (x + 2)y’ + (x + 2)y = 0,
si se sabe que una de las soluciones es un polinomio de orden 1.

Demuestre que el cambio de variable v = x’/x transforma la ecuacion

X"+t +t2x=0

en la ecuacion

V 4+t +tv+v2i=0

Demuestre que el cambio de variable v = x’/x transforma la ecuacién

tx"" —x'—t3x=0

en la ecuacién

tvV/ —t3—v+tvi=0
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4.5. Ejercicios Propuestos

18.

19.

20.

Muestre que la EDO x2y”’ + xy’ + (x?> — 1/4)y = 0 para x > 0 puede ser reducida a la EDO
vi+v=0
mediante la sustitucién y = x~1/2v (x). Determine la solucién general de la EDO original.

Resolver los siguientes PVI

a) y"+3y+2=0,y(0)=1,y'(0)=-1

b) y"—4y+4=0,y(1)=0,y'(1)=0

) y"+9=0,y(3)=1y(5)=-1

d) y"”+y”"=2y=0,y(0)=y'(0)=0,y"(0)=1

e) yW—3y”+2y=0,y(0)=y'(0)=y”(0)=0,y""(0)=1

Resolver las siguientes EDO

a) 3y®)— 2y — 15y”’+ 10y’ —12y’—8y =0

b) y(®) + 2y(3) —2y(4) =

c) y® 4+ y(B)_12y4) 4 76y"'— 109y”” + 195y’ =0
d) y®) -y _ 10y —10y” + 4y’ + 16y =0

e) 2y 4+ y(M _ 25y _ 12y =0

f) y® + 32y =x0+x*+x2+1

g) y® +4y” + 4y = 3cos (2x)

)y

Ny

h

I

—y"+y’ —y=eXsenx + eX

" —y" +y’—y=eX—xcosx
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Capitulo

Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una herramienta que permite resolver problemas de valor inicial de ma-
nera mas sencilla. La idea es remplazar un problema de valor inicial en el dominio del tiempo t por una
ecuacion algebraica en el dominio s.

Transformada de Laplace

Para una funcion f definida para t > 0 definimos la transformada de Laplace de f como la funcién
LA{f} definida por

+00
L) =F(s) = f e~ (t)dt, (5.1)
0

donde el dominio de la funcién £{f} sera el conjunto de los valores de la variable s para los cuales
la integral impropia converge.

Ejemplo 5.1
Calcule la transformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = 1.
Solucion:

De la definicion (5.1) tenemos

st b
L) =[yT e (dt= [T eStdt= Um [Je~*tdt= lim &F| =

= |o
(e—sb_l) _ {l ,S > 0

S
+0 ,s<0

y L{f}(s)=+o00sis=0
entonces observamos que esta integral solo es convergente para valores de s positivos, entonces el
dominio de transformada de Laplace de esta funcién estara dada por el intervalo ]0, +oof.

Calcular la trasformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = e?t,
Solucion:
De la definicion (5.1) tenemos

+o0 , b (g . ela—s)x|b
L s) = e~Stedtgt = lim [~ el@=Sitdt= (im =
{f}( ) fo b_’+°°f0 p—too 7S |0
- lim (ete-=_1) [+o0 ,a—s>0
T ot OGS T ﬁ ,a—s<0

y L{f}(s)=+cosia—s=0
entonces observamos que esta integral solo es convergente para valores de s > @, entonces el do-
minio de transformada de Laplace de esta funcién estara dada por el intervalo ]a, +oo[.

Calcule la trasformada de Laplace de la funcién definida por f (t) = sen(bt).
Solucién:
De la definicién (5.1) e integrando por partes obtenemos

+0o

.
L{f}(s) = f e Stsen(bt)dt = lim f e Stsen(bt)dt =
r—+ Jo

0

—st i

. e
= rﬂTw 2102 [—sen (bt) — bcos (bt)]

0




oSt b 7z 50
= rﬂTw [52_'_—b2 (—sen(br)— bcos (br))] + [m] =1{oscila s=0
+00 s<0

observamos que esta integral es convergente para s > 0, entonces el dominio de la transformada de
Laplace de esta funcién es el intervalo ]0, +oof.

il s Funcion de Orden exponencial

Decimos que la funcion f es de orden exponencial si existe a € Ry una constante C > 0 tal que

If ()] < Ce™,
paratodot > Ty paracierto T > 0.

Ejemplo 5.4

Verifique que la funcién definida por f (t) = e2tsen (—3t) es de orden exponencial.

Solucion:

If ()] = |e*tsen (=3t)| = e*! |sen (—3t)| < e*
paratodo t € R, entonces eligiendoC =1, a=2yT=1

IF(ol<e?, vt>1
luego la funcioén f es de orden exponencial.

Si f es una funcién continua o acotada de orden exponencial entonces existe su transformada de La-
place.

en efecto, dado que f es de orden exponencial entonces existe o € Ry una constante C > 0 tal que

If (O)] < Ce™,

paratodo t > T y paracierto T > 0. Luego el médulo de su transformada de Laplace se puede acotar por:

|£{f} (s)I

[ et (@ at| | fg etF (O dt+ [ e str (e ]

[y et (O dt|+ |7 etr (e o]

<[] |e=stf ()| dt + [ e=stf (1)) dt =

= [, e StIF (Ol dt+ [ e stIf (Dl dt <A+ [ emstCedtdt
<A+C[Zel=tgr < A+ ST

IA

Asi, para todo s > o se tiene

En caso que existe a € Ry una constante C > 0 tal que |f (t)] < Ce®t, Vt > 0, entonces f es de
orden exponencial y siguiendo el mismo proceso anterior, para todo s > a se cumple

IL{fY () <A+ C

< +00
sS—a

1
[£{f (68 <C—
s—a
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5.1. Propiedades Fundamentales

Por lo tanto,

0< _lim 1£4f}(5)]= SﬁTmC(E) —o,
asi,

sﬁqvoo [£{f}(S)=0= sﬁgnooll {f1(s)=0.

Podemos determinar la transformada de Laplace de expresiones mdas complejas aplicando los resulta-

dos de la siguiente tabla de transformadas y algunas propiedades

Tabla Basica de transformadas de Laplace

\ f@ \ L{f}(s) \
1 % s>0
t',n=1,23- | 255>0
eat %, s>a
sen(bt) W' s>0
: cos (bt) 52;7, s>0
atgn = vee _m
edth,n=1,2, (s_ab),,+l,s>a
at PR —
esen (bt) (s—g)za+b2' s>a
at =>4
e%cos(bt) oD s>a
5.1. Propiedades Fundamentales
La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, siay 3 € Ry f, g son funciones que tienen
transformada de Laplace, entonces
L{afy =aL{f}

L{af +Bg} =aL{f}+BL{g}

Halle la transformada de Laplace de la funcién definida por f (t) = 5sen (3t) — ¥2e*t.

Solucion:
LAF (D)} (s) = £{55en(3t)— V2e*} (s) = 52 {sen (31)} (s)— V2L {e*} (s) =
3 1
=5 5——V2.—.
s24+9 s—4

Sea f una funcién y F su transformada de Laplace definida para s > o, entonces
c{e’f(t)} =F(s—b)

y el dominio de la transformada de Laplace de la funcién ePtf (t) es el intervalo lor + b, +oo[
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5.1. Propiedades Fundamentales

Ejemplo 5.6

Halle la transformada de Laplace de la funcién definida por f (t) = e2tt2.

Solucioén: Al aplicar el teorema anterior se tiene:

LFB}(s)=L{e? 2 }(s)= 2
T [T T -2
g(t) N
G(s—2)

| _Teoremas.4

Sea f una funcidn definida para t > 0 y derivable con transformada de Laplace F definida para s > a,
entonces f’ tiene transformada de Laplace definida por

L{f'(©)} (s) =sF(s)—£(0)

cuyo dominio es el intervalo ]a, +co[.

Ejemplo 5.7
Calcule la transformada de Laplace de g (t) = cos(bt), b > 0.
Solucion:Aplicando el teorema anterior

/7

cig@ye=c{ |22 b o=
I o= b s=s b(s2+b2) = s2+b2
—
i SF(s)-/(0)

Si f es una funcién de orden exponencial o (es decir, tendra una transformada de Laplace F (s) defi-
nida para s > a) y ademas f es n-veces diferenciable, entonces
d"f (t
P { f(t)
dtn
para s > a.

| _Teoremas.5

Si f es un funcidn con transformada de Laplace F (s) definida en s > o, entonces paran=1,2,---
se tiene

} (5) =s"F(s)—s""1f (0) = s"2f" (0) — --- — sf("=2) (0) = f"~1) (0)

d"F
dsn

L{f(O}(S) = (1) ——(9),

para s > d.

Ejemplo 5.8

Calcule la transformada de Laplace de £ {tcos (2t)}.

Solucion: Aplicando el teorema anterior

) L dy s\ [2+4-s2s))  s?-4
LA{tcos( t)}(s)__£(52+4)__ (s2 + 4)? _(52+4)2'
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5.2. Transformada de Laplace Inversa

5.2. Transformada de Laplace Inversa

La transformada de Laplace inversa es una herramienta alternativa que permitira resolver problemas de
valor inicial de manera mas sencilla.

Dada una funcién F (s), decimos que f (t) es la transformada de Laplace inversa de F (s) si f (t) es
continua para t > 0 y satisface que

L{f()}(s)=F(s)
Usualmente se denota £~ {F(s)} (1) =f(t) o F1(s)=f(t)

Ejemplo 5.9

24
Calcule £1 {5—5} (t).

Solucién: |
Siendo £ {t*} (s) = % = i—;‘, entonces £~ {i—_ﬁ,‘} () =t

Ejemplo 5.10

/20
Calcule £71{ ———— 1 ().
24— 4s + s2
Solucion: P
2t V. - ¥20 2
Noteque,c{e sen( 20t)}(s)—(5_2)2+20,ademas
¥/20 V20

24—4s+52  (s—2)2+20

luego £1 {ﬂ} =e?tsen (Jﬁt)

24—45+52

La transformada de Laplace inversa es un operador lineal , es decir, siay B € Ry F, G son transforma-
das de Laplace de las funciones f, g respectivamente, entonces

L7 {aF} (t) = acL L {F}(t)
LY {aF + BG} (t) = aL™t {F} (t) + BL L {G} (b)

Calcule £1 {

s2+65+9
(s—1)(s—2)(s+ 4)} O
Solucién:

Apliquemos la descomposicién en fracciones parciales,

5246549 A B C
= + +
(s—1)(s—2)(s+4) s—1 s—2 s+4

luego

s24+65+9 _A(s—2)(s+4)+B(s—1)(s+ )+ C(s—1)(s—2)
(s—1)(s—2)(s+4)_ (s—1)(s—=2)(s+4)
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

=52 +65+9=A(s—2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s—2)
observamos que
" Sis=2=25=B6=>B=2.
" Sis=1=16=—5A=A=—1
" Sis=—4=1=30C=C= 55

consecuentemente

16 25 1
-1 s2+65+9 —,r-1]°5 6_ 4 30 {
L {(s—l)(s—Z)(s+4)} =L { 5—51 + sE + si—o -

Por lo tanto,

(s—1)(s—=2)(s+4)

E{ s24+65+9 } 16et 25e2t g4t

5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

Para resolver PVIs aplicando la Transformada de Laplace es recomendable seguir los siguientes pasos:

1. Aplique la transformada de Laplace y sus propiedades a la ecuacioén del PVI.
2. Utilice las condiciones inciales.

3. Resolver algebraicamente la ecuacién donde la incognita es la transformada de Laplace de la funcién
incognita de la EDO inicial.

4. Aplique la transformada de Laplace inversa para obtener la solucion de la EDO inicial.

Resolver el PVl y’ + 3y = 13sen(2t) sujetoay (0) =6
Solucion:
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion

L{y’+3y}(s) =L{13sen(2t)}(s)
sY(s)—y(0)+3Y(s) =13--2

26 Z+4
(s+3)Y(s)—6 =l
Y(s) = 6 26

=37t (s2+4)(s+3)
Al descomponer la ultima fraccion en sus fracciones parciales, se tiene

26 As+ B C (As+B)(s+3)+C(s?+4)
=] =+ =
(s2+4)(s+3) s2+4 s+3 (s2+4)(s+3)

=>26=(As+B)(s+3)+C(s?+4),
m Sis=—3entonces 26 =13C = C = 2.
= Sis=0entonces 26 =3B+ 8 = B =6.
m Sis=1entonces26=(A+6)4+10=26=4A+34 = A=-2.
26 —25+6 2 —2s 6 2
= + = + + .
(s2+4)(s+3) s2+4 s+3 s2+4 s2+4 s+3
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

Aplicando la transformada de Laplace inversa para encontrar la solucién del PVI

— -1 — =1 26 e —2s
y(t) =£~{Y(s)r=2» {s+3+m}—ﬂ (st S+ dataal=

=t g+ St ot =8 et -2 {3t ) =
=8e 3t —2cos(2t) + 3sen(2t).

Ejemplo 5.13

Resolver el PVl y”/ — 3y’ + 2y = e *t sujetoay (0) =1, y’(0) =5
Solucion:
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién

£{y” -3y’ +2y}(s) = £{e *}(s)
luego

L{y"} ) =3L{y’} () +2L{y}(s) =cL{e*}(s)
[s2Y(s)—sy(0)—y’ (0)]— 3[sY (s)—y (0)] +2Y (s) #
s2Y(s)—s—5—3sY(s)+3+2Y(s) =5
(s2—3s5+2)Y(s)—5—2 =%( —35+2)Y(s)= g +5+2

1+(s+2)(s+4)
(s—1)(s—2)Y(s) ===

de donde
5246549 A B C

Y(s)= = + +
(s+4)(s—1)(s—2) s+4 s—1 s-2

y obtenemos que A = 5, B=—16,C = &2

Asi
16 25

— +
30(s+4) s—1 61(s—2)
para obtener y (t) aplicamos la transformada de Laplace inversa de Y (s), entonces

Y(s)=

y®) =LY )} 0= £_1{30(sl+4) =t T (t)
y(®) =5 gm0 -16 {En} 0+ Rt &

5} (©)

Por lo tanto,

1 25
t)= —e M —16ef+ —et
y(©) 30 61

5.3.1. EDOs lineales con coeficientes variables

La transformada de Laplace funciona bastante bien para EDOs lineales con coeficientes constantes, sin
embargo, en algunos casos también se puede utilizar para resolver EDOs lineales con coeficientes variables.

Ejemplo 5.14

Resolver el PVI ty” —ty’ + y = 2 sujetoa y (0) = 2, y’ (0) =—4

Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace a la EDO obtenemos

L{ty” —ty’+y}(s)=L{2}(s),

2
£{ty”}(s)—L{ty’}(s)+ L{y}(s)=2L{1}(s) = -
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

observemos que
= L{y}(s)=Y(s)
v L{ty’}(S) =—£L{y'} () =—Z[sY () —y (0)] ==Y (5)— Y (s)
w L{ty"} () =—2L{y"}(s) == [s?Y (s)— sy (0)—y'(0)] =

=—25Y(5)—5s2Y’(s)+ y(0)

consecuentemente

2
[—25Y(5)—s2Y'(5) +y (0)]—=[-Y(s)—sY'(s)]+ Y (s) = <

reescribiendo obtenemos

2
(s=s2)Y'(s)+(2—25)Y(s)+2= <

5(1—S)Y'(s)+2(1—s)Y(s)=2—2

luego dividiendo entre s (1 — s) obtenemos
(2—-2s) 2(1-s) 2
s2(l—s) s2(l—s) s2°

Notemos que la ecuacion resultante es una EDO lineal de primer orden, luego el correspondiente
factor integrante es

2
Y/(S)+—=Y(s)=
s

2
u(s) = el 5ds — g2inis| — s2,

consecuentemente la solucién de esta ultima ecuacion diferencial es

_ 2 2 i _ =2 _3 E
Y(s)=s $°.—ds+C|=5s“(25s+0)=—+—,
s2 s s?

donde C es una constante arbitraria. Por otro lado tenemos que
1 _1 2 € 1 1 1 1
y®)=£L-{Y©)}M=2, —+—=()=2C —r(+CL —(t)=2+Ct,
s s?2 s s2

Ademas, como —4 =y’ (0) y y’(t) = C,tenemos que C = —4.
Por lo tanto, la solucién es:
y(t)=2—4t.

5.3.2. Funciones con discontinuidades de salto

DI Funcion escaldn unitario

La funcién escalén unitario se define como

()

1 si t=0

U(t)={0 si t<0 0 ‘
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

Observacion
I
1. Sia € R, la traslacion de la funciéon escaldn unitario a unidades se escribe:

1 si t=>a
0 si t<a

U(t—a)={

2. Param € R tenemos que

m si t>a
mU(t—a)={O si t<a

3. Laexpresion 1 — U (t— a) se escribe como

0 si t>a
1—U(t—a)={1 si t<a

4. Considerando a < b se tiene:

1 si a<st<b
0 si t<a o6 t>b

U(t—a)—U(t—b)={

Una de las virtudes que tiene la funcion escalén unitario es que permite escribir funciones continuas
por partes usando una sola férmula.
Por ejemplo la funcién f definida por

0 si O<t<m
3cos(t) si t>m

f(t)={

puede reescribirse como

0 si O<t<m
F8) =3cos(® 1 si t>m

=3cos()U(t—m)
donde Dom(f) =]0, +co[—{m}
En el caso de la funcién
t si t<l1
g(t) =1 4t? si l<t<?2
cos(t) si t>2
tenemos que

t si t<l1 0 si t<l1 0 si t<l1
gt)= {0 si 1<t<2 + {4t2 si 1<t<2 + {0 si l<t<?2
0 si t>2 0 si t>2 cos(t) si t>2

equivalentemente

1 si t<l1 0 st t<l 0 si t<?2
— 2 i
g(t)—t{o o 1<t+4t 1 Sl‘ 1<t<2+cos(t){1 i t>2
0 si t>2
luego
gt)=t(1—U(t—1))+4t? (U(t—1)—U(t—2)) + cos (t) (U (t—2)).
Finalmente,

g(t)= (42 —t)U(t—1) + (cos(t)—4t2)U(t—2) + t
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

donde Dom(g) =]-0, +oo[—{1, 2}.

La funcién U (t — a) posee transformada de Laplace dada por

—Ssa

c{U(t—a)}(s)={lT

si a>0
si a<o0

cuyo dominio es el intervalo 10, +oo[.
—as
Considerando a > 0, la transformada inversa de eT esta dada por

et {e_as } ) =U(t—a)
. ;

Calcule la transformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = 3U (t — m) + 2U(t + 2)
Solucion:

LAAMYIG)=L{3U(t—n)(S)+2U(t+2)}(s)=3L{U(t—m)}(s)+2L{U(t+2)}(s)
e~ ms 1 3e™+2

+2-—=
S S

=3e

Si la funcién f posee transformada de Laplace
F(&)=£{f(D)}(s), s>a
Para a > 0O se tiene

LAf(t—a)U(t—a)}(s) =e P°F(s),

reciprocamente, se cumple

L e F(s)} =f(t—a)U(t—a).

Si la funcién g posee transformada de Laplace. Para todo a > 0 se cumple

L{g(OU(t—a)} =e L{g(t+a)}(s)

Ejemplo 5.16

Calcule la transformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = t2U (t — 1)

Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace, se tiene

LFDI)=c{tut-D}(s)=ec{(t+1)?*}=eSc{t?+2t+1} =

= + +—.

s3 s s

2 2 1 2e~° 2e° e°
=eTlEtsts

Ejemplo 5.17

Calcule la transformada de Laplace de la funcién f (t) = sen (t) U (t — m)
Solucion:
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

Aplicando la transformada de Laplace, se tiene

LAf()}(s) =L{sen(t)U(t—m)}(s)=e ™L{sen(t+ m)} )

=e L {sen(t)cos(m)+ cos(t)sen(m)} =e~"™L{—sen(t)} = —e—"sm.

Ejemplo 5.18

=S

Calcule la transformada de Laplace inversa de G (s) (t) = m(t)
Solucion: Aplicando la transformada de laplace inversa
a , [4se™™ 1 s
LT{GB)} () =L =4L7{e ™ —— }=4cos(t—mU(t—m).
s2+1 s2+1
——
L{cos(t)}
Ejemplo 5.19
Resolver el PVI y’ + y = f (t) sujeto a y (0) = 5 donde
0 si O<t<m

t)= )
F@® {3cos(t) si t>m
Solucion:

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién del PVI se tiene

iy’ +y}=L{f ()},
donde
L{f(t)} =L£{3cos(t)U(t—m)} =3e ™ L{cos(t+ m)}

=3e ™ L {cos(t)cos(m)—sen(t)sen(n)} =3e ™ L{—cos(t)} =—3e ™. 5211'

luego

sY(S)—5+Y(s)=—3e ™. 5
sc+1
seguidamente

5 3e7™s
s+1 (s+1)(s2+1)
aplicando la transformada de laplace inversa se tiene

yy =ty =t {2 3T (t)=L—1{ 5‘}—5‘1 L’“S}
s+1 (s+1)(s2+1) s+1 (s+1)(s2+1)

Y(s) =

ya que se tiene que
5 A Bs+C

(s+1)(s?+ 1)= (s+1) " (s2+1)

resultaque A = -ip=1 yC= L obtenemos
2 2 2

e~ s e TMSg e~ s

N |
y(t) =5e~'-3¢L {_ 26+ T 2z T 2(52+1)}

3 —1S 3 —TS 3 —7s
YO =set= 2o ) - So & - 50 )
y(t) =5ef =3 {—e=("=Muy(t—m) + cos (t— M) U(t — ) + sen (t — m) U(t — m)}
y(t) =5e"t+3et=Dy(t—m)— 3cos(t—m)U(t— 1) — 3sen (t—m) U(t— m)

3

y(t) =5et+ e~ t=My(t—m) + Fcos () U(t—m)— %cos O U(t—m)
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

Por lo tanto,

3
y(t) =5e"t + Ee—(f—">U(t— ),
es la solucién del PVI dado.
Ejemplo 5.20
Resolver y(*) — y = U(t — 1) sujeto a y(0) = y’(0) = y”/(0) =0, y3(0) =1

Solucién:
Aplicando la transformada de Laplace y sus propiedades a la EDO obtenemos

L{y®}(s)—£{y}(s)=L£{U(t—1)}(s)

luego
e—S
s"Y(8) = 5°y(0) = 5%y (0) = sy (0) — yD(0) = ¥ () = —,
reemplazando los datos iniciales y simplificando, se tiene

=5

(54—1)Y(s)=T+1

:

asi,
=5

1
(s2+1)(s—1)(s+1)
aplicando la transformada de laplace inversa

1

.e‘s} + £t {
(s2+1)(s—1)(s+1)s

Y(s) = —+
s

)

(s2+1)(s—1)(s+1)

|

5
+ —, dicha ecuacién se cumple para
s

y(t) = z:‘l{

notemos que
1 As+ B C D
] = + +
(s2+1)(s—1)(s+1)s s24+41 s—1 s+1
A=1/2,B=0,C=1/4,D=1/4,E=1
1 Fs+ G H
[ ] = +
(s2+1)(s—1)(s+1) s2+1 s—1
F=0G=-1/2,H=1/4, K=-1/4.

K
+ 1 de donde

s+

Luego,
1
o -}
(s2+1)(s—1)(s+1)s
_ L —1{ .e—5}+ Ec—l{ ! e—S}(t)+ 15—1{ ! e_s}(t)+£_1 {le—S}
2 (s2+1) 4 s—1 4 s+1 s

5 (cos(t—1)U(t—1)) + zet-lu(t—1)+ Ze-(f-l)U(t— 1)+U(t-1)

1 1 1
—cos(t—1)+ —ef~1+ —ett1 4 1 |U(t—1)
2 4 4

1
(s2+1)(s—1)(s+1)

a |

1

2

4

1
s24+1

lﬁ—l

4

fra]

1 1 1
——sen(t) + —et — —e~t,
2 4 4
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

Por lo tanto,

y(t) = [lcos(t— 1)+ let‘1 + Ee‘t+1 + 1} ut—1)+ (—lsen(t) + Eet— le‘t)
2 4 4 2 4 4

DESilI(ei[els M Convolucion

Dadas dos funciones continuas por partes en el intervalo [ 0, + o[, entonces se define la convolucion
(producto de convolucién) entre f y g como

t
F*9)(@® =J0f(r)g(t—r)dr

Sif(t)=1yg(t)=t. Determine f * g.
Solucion: Por definicion de convolucion tenemos

t ¢ 2 g2
(f*g)(t):j 1(t—l’)dr=J (t—=r)dr=tr— —| =—,
0 0 2 2
0
también note que al calcular g * f se tiene:
t r2 t £2
(g*f)(t)=f (N)dr=—| =—
0 2|, 2

una pregunta natural es ¢, el producto convolucién es conmutativo,f * g = g * f?, veamos algunas propie-
dades importantes de la convolucién

Teorema 5.10

Sean f, g dos funciones continuas por partes, se cumple
1. fxg=gx*f
2. (f*xg)xh=f=*(gx*h)
3 fx(g+h)=f*xg+f*xh
4. fx0=0

Sin embargo como vimos en el ejemplo anterior, no se cumple que

frl=f
Una de las principales propiedades de la convolucién de funciones tiene que ver con la transformada

de Laplace, es decir la transformada de Laplace de una convolucién es el producto de sus transformadas,
como lo dice el siguiente teorema

Teorema 5.11

Sean f y g funciones que tienen por transformadas de Laplace a F (s) y G (S) respectivamente para
s > a. Entonces se cumple que

LA *9) (1)} (s)=F(s)G(s),

o en términos de la transformada de Laplace inversa se tiene que

LTY{F(S)G ()} (D) = (f * 9)(b)
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

Notese que este resultado permite calcular transformadas de Laplace inversas de productos de funciones.

Calcule la transformada de Laplace inversa de F(s) = ﬁ
s2+
Solucion: Al aplicar la transformada de Laplace inversa a F se tiene
=1l S [ R | 5 2 _1
L {m}(t)— L { }(t)—icos(Zt)*sen(Zt)

s2+4  s2+4

t

cos(2r)sen(2(t—r))dr = % f cos(2r)[sen(2t—2r)]dr
0

cos(2r)[sen(2t)cos(2r)—sen(2r)cos(2t)] dr

t t
= 2 [f sen(2t) cos? (2r)dr— [ cos(2t)sen(2r)cos(2r) dr]
0 0

sen(2t) j L+cos(4r) 4 _ [ cos(2t) | sen2(2r)] t
2 )72 2 2 o

sen(2t) sen(4r)\t  cos(2t)sen?(2t)
2 (r+ 4 )_

8
tsen(2t) , 2sen?(2t)cos(2t)  cos(2t)sen?(2t) __ tsen(2t)
z T 16 - 8 ==z -

5.3.3. EDOs lineales y transformadas de Laplace

Para resolver la EDO
ay” + by’ +cy =g (t)

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién,
a(s?Y (s)— sy (0)—y’ (0)) + b(sY (s)—y (0)) +cY (s) = G (S)

si hacemos que y (0) = C1y y’ (0) = C2, entonces

a(s?Y(s)—sC1—C2)+b(sY(s)—C1)+cY(s)=G(s)

luego
(as? +bs+c)Y(s)=G(s)+ (as+b)C1+aCa

despejando Y(s) obtenemos
G(s) (as+b)Cq aC

Y(s)= + +
as?+bs+c as?+bs+c as?+bs+c

aplicando la transformada de Laplace inversa a esta ultima expresion:

_ —1 G(s) (as+b)Cq aCy
yy= £ 1{asz+bs+c as2+bs+c cf%tzg;ii)(t) L “
= £7HG(S) garrpare ) + CLl T geitpere ) + C2L { Gorare)
= (g*xh)()+ Cry1 (D) + Coy2(t)
donde
L{h(t)} = ———
" £1h(®} as?+bs+c
(as+ b)
s L1} = ——F——
as’?+bs+c
L t)}}=—>7—"7-"—
" L) as? + bs+c
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

5.3.4. Impulso Unitario

Para todo a > 0, se define la funcién impulso en tp > 0 como:

)

2
i 2a
1/2a

= SRS &

0 sit<tp—a
5 Ssithb—as<t<to+a
0 sitgp+ac<t

fo Ip+a

s i 7

=

ba (t—to) =

-

Noétese que el area por debajo de la grafica de la funcién impulso y sobre el eje x se mantiene igual a 1
cualquiera que sea el valor de a. Si a se hace progresivamente pequefio, el area se mantiene igual a 1,
obteniéndose un pulso de gran altura.

Funcion delta de Dirac

Sea 4 la funcién impulso unitario, definimos la funcién delta de Dirac como el limite de 6, cuando a
tiende a cero. Es decir:
6(t—to) = linz)&a (t—to)
a—

La funcién delta de Dirac realmente es una distribucién y no una funcién como tal, pero no es objetivo
de este curso detallar la definicién de distribucién y para evitar confusiones nos referiremos a esta
distribucion delta de Dirac simplemente como la funcién Delta.

La funcion Delta de Dirac tiene las siguientes propiedades

+o00 t=tp
1. 5(t—to)={0 t# to A

o(t —to)

<
\
~

[ee]
2. f s(t—to)dt=1
—o0

m



5.4. Ejercicios Resueltos

Transformada de Laplace de la funcién Delta de Dirac
Para to > 0,

L{8(t—to)}(s) ="
En particular L{6(t)} =1

Resolverel PVIy’ + y =6(t—1),y(0) =2
Solucién:

Aplicamos la Transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacién y obtenemos

L{y +y}(s)= L£{5(t—1)}(s)
c{y’}+L{y}t= e
sY(S)—y(0)+Y(s)= e
(s+1)Y(s)—2= e*
2+e°

Y= o3

al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades se tiene

2+e° 1 e—*
y®)=c71 =2£_1{—}+£_1 =2e"t+e Dy (t-1)
s+1 s+1 s+1

luego la solucién es y (t) = 2e~t + e~ t+1U(t— 1).

Ejemplo 5.24

Resolver el PVl y”’ + y = 45 (t — 2m) sujetoa y(0) =1, y’(0) =0
Solucién:

Aplicamos la Transformada de Laplace y sus propiedades, obtenemos

L{y"” +y}(s)= L£{46(t—2m)}(s)
c{y”}(s)+ £{y}(s)= 4L{s(t—2m)}(s)
s2Y(s)—sy(0)—y’(0)+ Y (s)= 4e 2™

luego

S+ 4e2ms
(SP+1)Y(s)—s=4e "™ =Y ()= ———
s<+1

aplicando la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

ym= {2 o= Z o+ 4 {1 o

5241 s24+1
= cos(t)+4sen(t—2m)U(t—2m).

5.4. Ejercicios Resueltos

1. Resover el PVIy’ + 2y =t36(t—2)— U (t—7) sujetoa y (0) = 1.
Solucién:

Aplicando la transformada de Laplace y sus propiedades obtenemos

12



5.4. Ejercicios Resueltos

c{y +2y}= £{t35(t-2)~U(t~7)}
c{y’}+2c{yy=c{t36(t-2)} —c{Uut-7)}
—_—————
L{Ef(D}=(~1)" 9
33(e=2%) —7s
_T_T

sY(s)—y(0)+2Y(s) =

(s+2)Y(s)—1= +8e 25—
1 —2s —7s
Y(§)= 53 8i+2 EGT)
luego
—2s —7s
— - e~ e’ \ _ 11 1) & -1 —e
yO) = s+ 85 -y = a8 ¢ {s+2} - L {S(S+2)}

~——— ~—
L£71{e"F(s)}=f(t—a)U(t—a) L {F(5)G(s)}=(f*9)(t)
Por lo tanto, y (t) = e~2t + 8e 2=y (t —2) — e~ 2t x U(t— 7).

. Resolver el PVIy” + 3y’ + 2y =2U(t— 1) + et6 (t— 2) sujetoa y (0) =y’ (0) =0
Solucién:
Al aplicar la transformada de Laplace y sus propiedades a la EDO se tiene:

c{y” + 3y’ +2y}(s)=£{2U(t—1) + e's (t— 2)} (s)
luego

LLY"}(S)+3L{y' () +2L{y}(s)= 2L{U(t—1)}(S)+ L{e's(t—2)
———

()
(s2Y ()= sy (0)— y’(0)) + 3(sY(S) = y(0)) + 2Y (s) = 2%~ +g~2(s~1)

F(s—1)
e—s —2(s—

S2Y () + 3sY(s)+2Y(s) = 25+ 26D
F(s—1)
es —2(s—

S2Y (S)+3sY(s) +2Y(s) = 25—+ e 207D
F(s—1)
(s2+3s+2)Y(s)= 2% +e 2542

Y (s) = 2e—S + e2e2s

(s+1)(s+2)s (s+1)(s+2)

aplicando la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

y(t)y=,~ 2e + el =2L‘,_1{e——s}+ﬂ_1 L_zs
(s+1)(s+2)s (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)s (s+1)(s+

considerando sus fracciones parciales

1 A B C

" EDers -~ sl sz ts = =2 A=-1,8=1/2
1 _ D

" e St ey —=D=LE=-1

Asi, se cumple que:

et =~ sk S et 5]
= —eEDyY(t-1)+3 e—Z(f—l)U(t D+ 3U(t—1)

e[ {55} ()]

s+1
= e?[e (t-Vy(t—2)—e 2Dy (t-2)].
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5.4. Ejercicios Resueltos

Por lo tanto,

y(t)=(—2e7 D e 2D 4 1u(t—1) + ((e3 ) —e*2)u(t-2).

. Resuelva la EDO y) + y” = f (t) sujetoa y (0) =y’ (0) =y (0) =y’ (0) =0

0 si t<-=2
dondef(t)=<1 si —2<t<?2
0 si t>2

Solucién:

Observemos que f (t) = U (t + 2) — U (t — 2) luego aplicamos la trasformada de Laplace a
la EDO

L{y® +y”"}(s)=LA{f}(s)
consecuentemente

[s4Y (s)—s3y"’(0)— s2y”(0)—sy’(0)— y(0) ] +
+[s2Y (s)—sy(0)—y’(0)] = {U(t+2)—U(t—2)}

reemplazando los valores de las condiciones iniciales obtenemos

—2s

(s*+52)Y(s)=L{U(t+2)}—L{U(t—2)}= -¢
Y(s)=

s e—2s

1
s3(s2+1)  s3(s2+1)

Al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

yO= ey =it 1{% (;;+1)}
= cH{c{S ctsent+ Ut + 23} - {c {5} c{sen(t—2)U(t-2)}}.

Por lo tanto, la solucién es:

t2

2
y(®) = (%) * (sen(t+2)U(t+2)— (3) * (sen(t—2)U(t—2))

. ResolverlaEDO y”’ + 4y’ + 6y =1+ e~ L.
Solucion:
Aplicamos la transformada de Laplace

LAY} +4L{y'} +6Ly = L{1}+ L{e™t}
s2 Y(S)—sy(0)—y’(0)+4(sY(s)—y(0))+6Y(s)= <+ 1

S S

=

(s2+45+6)Y(s)= <+ s+ (s+4)y(0) +y(0)
_ start(s+a)y(0)+y'(0)
Y(s)= (s+2)%+2
Despejamos Y (s)
Y(s)= —= 21 (+2)/(0) | 2/(0)1+y'(0)

(542)%+2  (5+2)°+2 = (s+2)°+2 (5+2)%+2
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5.4. Ejercicios Resueltos

Aplicando la transformada de Laplace inversa y sus propiedades obtenemos

o 7 _ s (s+2)
y(t) = %E ! {% : (s+2)22+2} L {5+1 (s+2)2+2} +y(0)L~ {(s+2+)2+2 } +
+(2y(0) +y/(0)) £ {m
y()= 5 % @) (D) + o5 (h * g) (1) + y(0)e 2t cos (+/2t) + (2y(0) + y'(0)) e~2tsen (/2t)

donde f(t) =1, g(t) = e 2tsen(vV2t) y h(t) = et

; —1 [ (s—4)e=3
. Determine £ { 24575 }(t).
Solucioén:

Aplicando las propiedades de la transformada inversa de Laplace inversa, se tiene

—1 [ (s—4)e35) _ —1 [ (s+2)e3s -1 e 3s
£ { 714575 } =L {(s+2)2+1 } — 6.7 {5 )
= e 2(t=3)cos(t—3)U(t— 3)— 6e2t=3)sen(t— 3)U(t— 3)
(cos(t—3)—6sen(t—3)) e 2tt6y(t— 3)

. Resolver y(*) —y = U(t— 1) sujeto a y(0) = y’(0) = y”/(0) =0, y3)(0) =1
Solucioén:
Aplicamos la transformada de Laplace a la EDO

L{y®}(s)—L{y}(s)= £{u(t—1)}(s)
4Y(5)— $2y(0) — $2y"(0) — sy"(0) = yB(0) = Y(s) = &

(s*—1)Y(s)= & +1

_ 1 e’
Y(s) = (52+1)(s—1)(s+1) (T + 1)

al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

1 1
[ | —S -1
y =L {(52 T G-+ s }+ £ {(52 T D(G—1)(s+ 1)}
Ademads notemos que

1 __ As+B

" G DeDGiDs —sa1 Tt t m + < de donde se obtiene:
A=1/2,B=0,C=1/4,D=1/4,E=1
1 _ Fs+G

K
" G DG_DGiD = s2+1 T =1 T 557 de donde se obtiene:

F=0,G=-1/2,H=1/4, K=-1/4.

Luego,

-1 1 SV lp1f s oSl plp-1f 1 gs) o lp-1f 1 s} o1 f1
£ {(52+1)(s—1)(s+1)s'e s}_ 2L {(52+1)'e S}+4£ {s—le S}+4£ {s+1e S}"'E {se
zcos(t—1)U(t—1) + zet~1U(t— 1) + 2" DU(t— 1) + U(t —
%cos(t— 1)+ 1ef—:l + :Le—“rl +1{U(t—1)

cHemenen) = —e{Et e {ﬁ}—‘ﬂ_ {z}
= —%sen(t)+4et—ze‘t.

Por lo tanto,
1

y(t) = [lcos(t— 1)+ let‘l + —e 1 4 1] uit—1)+ (—lsen(t) + 1et— 1e‘t).
2 4 4 2 4 4
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5.4. Ejercicios Resueltos

7. Resolverel PVIy” + y =sen(t)U (t— m) sujetoa y (0) =y’ (0) = 0.
Solucion:
Aplicamos la transformada Laplace a la EDO

L{y"+y}(s)
LA{y"}Y(S)+L{y}(s)
s2Y(s)—sy(0)—y’(0) + Y (s)
(s24+41)Y(s)= —e™L{sen(t)} = —e_"s(

LA{sen(t)U(t—m)}(s)
e L {sen(t—m)}(s)

e L {sen(t)cos(m)—cos(t)sen(m)} (s)
1
s2+1

luego
—TS

Y(s)=————
) (s2+1)°

al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

r0= Mol = (e ) )
y(t)= —LH{[L{sen(t—m)U(t—m)}]-[L{sen(t)}]}
—[sen(t—m)U(t—m)] * sen(t)

Por lo tanto,

y(®)=—[—sen(®)U(t—m)] * sen(t) =[sen(H)U(t—m)] * sen(t)

8. Resolverel PVI y(*)—11y”/+ 18y = f(t) sujetoaf(0) = f/(0) = 0; f/(0) = 1;f"/(0) = —2
Donde Dom (f) = [0, +oo[. Escriba su respuesta en términos del producto de convolucién.
Solucién:

Aplicamos la transformada de Laplace

£{y®—11y”+18y}= £{f(D)}
L{y®}—11L{y”}+18L{y} = F(s)

luego

(s*Y (5) =5y (0) — s°y’(0) — sy” (0) — y"” (0))—11(s?Y(5) — sy(0) — y’(0))+18Y (5) = F (5)
aplicando las condiciones iniciales obtenemos

(s*—11s2+18)Y(s)—s+2= F(s)
(s2=9)(s2=2)Y(s)= F(s)+s—2

entonces

_ F(s)+s-2 _ 1 52
Y(9) = e va)(or i) — ) [(s-s)(s+3)(s-ﬁ)(s+ﬁ)] t 533 (- v2) (- ¥2)

Ademas note que




5.4. Ejercicios Resueltos

s—2

_H
L] (s—3)(s+3)(s—ﬁ)(s+ﬁ) 3 + S+3 + - 1/_ de donde se obtiene

_1l.p_ 5. ~_42-1.,,_-1-42
E=niF=5G6="17H="10

luego tenemos que

£_1{(s—3)(s+3)(sl—ﬁ)(s+ﬁ)}= 5_1{_"'@"'5 7 S+D1/_}
= AcH{Z }+B£ { }+C£— {25+ {25}

f ‘/1/_7 s+4/2
= edt— e 3t 1/_e 2ty L /_ V2t = g(t)----- (*)
y
-1 s—2 _ F G H
£ {(s—3)(s+3)(s—ﬁ)(s+ﬁ)}_ { Sttt — 5 _S+f}
— 1[. 1 — _
= EcH{ )+ Fet {6t { 2a )+ He { )
= %e3t+ —3f+ 1/;4_ e/_t 1/;1'1 — /2t

al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

y(© =LY ()} =L {F(S)' [(s—3)(s+3)(sl—ﬁ)(s+ﬁ)] o 3)(s+3)(ss__2f)(s+./‘)}

v 0= [ ememe s ) £  eetemem )
y(0) = LTHF(S).G ()} + e + Seit 4 Zle/2t_ Lle—ia
J2-1

1 5 V2+1
H=( * O++—edty —e 304 v
y(O =0 * O ++-e*+ - 7 T

e—ﬁt

donde g (t) es como en (*).

. Resolver t2y” + 4ty’ + (t?+ 2)y = L sujetoa y(0) =1y y’(0) =0
Solucién:
Aplicamos la transformada de Laplace y sus propiedades a la EDO

£{Ey )L (o} + £{(E 4 2)y) =

luego
—12& 4y} 4d5£{y P+ (125 {yr+20{y} = L
[sZY(s)—sy(O) y'(0)]— 4L [sY(s)—y(0)] +Y”(s)+2Y(s)= 1%
= A 125Y(s) + 52Y/(S)—1]—4[Y(S) + sY'(S)] + Y'(s)+ 2Y(s) = =
2Y(S) + 25Y/(s) + 25Y/(S) + S2Y"(s)—4[Y(S) + sY/(S)] + Y/(s) + 2Y(s) = i
(s2+1)Y"(s)= 1
)= Loty
dado que
Y”(s) = L{t?y(t)}
tenemos
1 1 1
2 _ _ 1) —
L{ty®) = - 5 y)==c {5-52+1} F*a)(®)
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5.4. Ejercicios Resueltos

donde f(t) = 1y g(t) = sen(t). Por lo tanto,

(f*9)(t)
y(t) = =

. Resolvery” — 7y’ + 6y = et + 6 (t—2) + 6 (t— 4) sujeto a y(0) = y’(0) = 0.
Solucién:

Aplicamos la transformada de Laplace

c{y”}y=7c{y’}+6L{yrt=c{e'}+£{6(t—2)} + £L{6(t—4)}
luego

$2Y(5)— sy(0)— y'(0) = 7[sY(s) — y(0)] + 6Y(s) = iy +e 2+ et
(52 —7s+ 6) Y(S) = % + e_Zt + e—4t
e 2yt 1 o2t it

— s—1 —_
Y(&) =556y = mvieme T -0 T 09

al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

—2t —4t
WERWSY (RS S DS (- DY
(s—1)%(s—6) (s—1)(s—6) (s—1)(s—6)

Ademas note que

1 _ A B
" 08 1T 1y

+ % de donde se obtiene

A=-1/25B=-1/5yC=1/25

1 D

" D6 — 17T & de donde se obtiene

D=-1/5yE=1/5

entonces
M i) = R ()1 () A0 () et~ et e
et = oSt e { ) = ket Ut - 2) + e8Pt - 2)
e = RS+ e { Sy = —tet Ut — 4) + LSyt - 4)
Por lo tanto,

1 1 1 1 1
t)=——el——eft+ —ebft——U(t—2)[et2 — b 12]— —y(t—4)[et=% — 61247,
y(t) 5 7% o5 s (t—2)[ ] s (t—4)[ ]

. Resolver la ecuacién y”’ + 2y =6 (x—2m)cony (0) =1, y’(0) = 0.
Solucioén:
Aplicando la transformada de Laplace y sus propiedades

L{y”+2y}= L{s(x—2m)}
L{y”"y+2L{y}= L{s(x—2m)}
s2Y(s)—sy(0)—y’(0) + 2Y(s) = e~ 2™

consecuentemente
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5.4. Ejercicios Resueltos

—27S s
2 —27ms

s“+2)Y(s)=e +s=—=Y(S)= —+ ——
( )Y (s) $2+2 5242

al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene
L e—2ns s ) e—2ns 1 s
t)=L" + =L + L™ { }
y(® {52+2 52+2} {52+2} s2+2

—2TS
-1 { € 2} =sen(V2(t—2m)U(t-2m).

s2 4

dado que

pues L~ {e"%F (s)} = f (t— a) U (t — a) tenemos que la solucién del PVI es

y(®)= sen(\/ft— \/§2n)U(t— 2m) + cos(\/it)

12. Resuelva el siguiente problema de valor inicial y”” +4y’+ 4y = 1+ 6 (t — 2) sujetoa y (0) =
2,y’(0)=3.
Solucioén:
Aplicamos la transformada de Laplace y sus propiedades,

L{y” +4y’+4y} = L£{1+6(t—2)}
s2Y(s)—sy(0)—y’(0) + 4sY(s) — 4y(0) + 4Y(s) = +e 25
(s2+4s+4)Y(s)—25—3—-8= c+e %
(s+4s+4)Y(s)= 2s+11+:+e 2"
_ 2s+1l+1+e7®  2s4g 7 1 e
YO =57 = Gt P s T sr2e

al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

—2s
yo=ct ey = e [ e e {_e }
(s+2)° (s+2)? s(s+2)? (s+2)?

Ademads notemos que

o [ =20 ) e

-1 7 _ -1 1 _ —2t -1 _ — pat
. {(sz}_m {($+2)2}—7te yaque £~1 {F(s—a)} = e%f(t) y

1 n! R
£ sn+1 =t

t -2t |t t g—27 -2t —27 |t
E—l{ L } = 1lxte 2= [ 1e?"dTr= 1% o dr=-te__ | =
[ |

2 - -2 2 4
s(s+2) -2t g2t - 1 0 0 0
= -7 — 7 *t3
-1 e | _ _ _ —2(t=2)
. {(s+2)2}—U(t 2)(t—2)e ya que

L£7H{e F(s)} = U(t— o)f (t—¢©)
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5.5. Ejercicios Propuestos

Por lo tanto,

y(t)= 2e 24 7te 24 € XL 1y yt—2)(t—2)e 2D

y(t)= Je 2t+ Ble 2ty 14 y(t—2)(t—2)e 2+

. Halle la transformada de Laplace inversa de:

a) F(S) = orgerrs
b) G(S) = =235 15

. Resolver los PVIs aplicando la trasnformada de Laplace

a) y’—2y’+5y=—8e7t,y(0)=2,y/(0)=12

b) y” —6y’ + 13y =2e3tcos(2t),y(0) =1,y (0) =1
) y'—y=4e'—2e7 ,y(0)=1y'(0)=4

d) y”"=2y'=1,y(0)=2,y'(0)=1

. SeaF(s)= ﬁ calcule, £~ {F(s)} y £~1{F®) (s)} utilizando propiedades de la transformada
de Laplace.

2 ,si 0<t<5
6 ,si t>5

. Halle la transformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = {
. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales aplicando la transformada de Laplace:
a) X" +2x’+5x=1,x(0)=x’(0)=0
b) x"" —2x" + 3x’ —6x =4t, x(0)=x/(0)=0, x”(0)=1/6
. Resolver utilizando transformadas de Laplace, el siguiente problema de valor inicial:
y’+y=U(t—-1)
y(0)=y’(0)=0

. Resolver el problema de valor inicial aplicando la transformada de Laplace:

{y”+4y’+ Sy=U()-U(t-1)
y(O) = 1,}/'(0): 0

. Resolvery’ —y =sent,y(0)=0
Rpta. y (t) = et * sen(t)
. Resolvery” + 3y’ — 10y =46(t—2),y(0)=2,y’(0)=-3

cost 0<t<2m

Rpta. y (t) =
pta. y () {cost+4sent t>2m
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Capitulo

Sistemas de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias de Primer orden

6.1. Introduccion

Los modelos matematicos de problemas del mundo real usualmente son formulados en términos de
sistemas de ecuaciones diferenciales. Veamos un ejemplo

Un modelo de Farmacocinética

Una prueba simple para saber sobre el funcionamiento del higado es inyectar tinta en el fluido sangui-
neo(suponer que la tinta y la sangre se mezclan uniformemente) y ver que tan répido el higado lo aclara de
la sangre y lo excreta en bilis. Si el higado lo limpia rapido, la funcién del higado serd normal.

Para entender la dindmica de este proceso, nosotros presentaremos un modelo lineal simple. En el
modelo seran considerados dos compartimentos interconectados, primero el compartimento sangre re-
presentado por X y luego el compartimento higado representado por Y. Existe un fluido continuo de un
compartimento a otro en diferentes tasas de cambio.

Representaremos graficamente el movimiento de tinte entre el higado y el fluido sanguineo

Y

‘h

i

donde a es la tasa de transferencia de tinta de la sangre (X) al higado (Y) y b es la tasa de transferencia de
tinta del higado (Y) a la sangre (X), también consideremos h como la tasa de aclaramiento del higado en
bilis.
Para construir el modelo definiremos las variables como sigue:

X(t) : Concentracién de tinta en la sangre en el tiempo t.

y(t) : Concentracién de tinta en el higado en el tiempo t.

x’(t) = by —ax
y'(t) = ax—by—hy
dondea, b, h > 0.

En adelante buscaremos modelar, resolver y analizar este tipo de problemas.

DNl Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de primer orden

Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden es una expresion de la forma

FL(t.yu vy, va, vy - yny,)=0
F2(t.y1 ¥}, y2, ¥y, . yny}) =0 .
F(t.y1, ¥, v2. ¥} ¥n,y!)) =0

donde y1, y2, -+, ¥n son funciones reales a determinar que dependen de la variable ty F; : A C
R1*27 _ R, 1 < i< n, son funciones reales de varias variables.




6.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

Se suele suponer que hay igual nimero de ecuaciones que de incognitas de manera que todas las ecuacio-
nes son independientes, es decir, ninguna puede seducirse de las demas. Estamos interesados en aquellos
sistemas de ecuaciones diferenciales en los que podemos despejar la primera derivada de cada una de las
funciones incégnita, es decir, sistemas de la forma

yi=filtyyy2. . yn)

/
=fa(t,y1,¥2,**,¥n)
jV2 fa(ty1y2 Yn ©2)

y;, =fn(try1:y2r"':}’n)

dondef;: A C R*" — R, 1 < i < n, son funciones reales.

Ejemplo 6.1

Si y1, y2 son funciones diferenciables en la variable independiente t,

yi=ty1+y3
Yo=t+yi+ys
es un sistema de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 6.2

Si y1, y2 son funciones diferenciables en la variable independiente t,

Y, =tyi+yi—y3
yi=t+yi+yays
Y =Yy1y2ys3

es un sistema de ecuaciones diferenciales.

Una solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales de n x n de la forma (6.2) es una funcién
vectorial Y (t) = (y1 (£), y2 (t), -+, yn (1)) tal que

y (@) =1t y1(t),y2(t), -+, yn (1))
Yy @) =f2(t, y1(t), y2(t), -+, yn(t))

y, @) =fn(t,y1(t),y2(t), -+, yn (1)

paratodo t € I dondeI es un intervalo abierto.

En general la resolucién de estos sistemas no es posible, salvo en casos excepcionales. Para el caso de
los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, veremos més adelante que
existen algoritmos que permiten el célculo explicito de las soluciones. Sin embargo, es relativamente sen-
cillo saber cuando un sistema tiene solucién, o0 mds precisamente cuando un problema de condiciones
iniciales asociado tiene solucion. Primero claro estd, debemos definir qué entendemos por un problema de
condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales como haremos a seguir

6.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

Un problema con condiciones iniciales (PVI) para sistemas de ecuaciones diferenciales es un sistema
de ecuaciones de la forma:
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6.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

Yi=hy1y2 -, yn)
y; =f2(t:y1/y2:"':)/n)

: (6.3)
YL =fn(t,y1, 2.+, ¥n)

y1(to) =y1,y2(to) =y2,++-,¥n(to) = ¥n
donde to, y1,¥2,+,Yn €R.

Ejemplo 6.3
Un problema de valor inicial de un sistema de EDO de 3 x 3 es:

yi=tyi+y2—ys
yi=t+yi+yays
Yy =y1y2ys3

y1(0)=2,y2(0)=0,y3(0)=1

En el ejemplo anterior note que las condiciones iniciales implican el conocimiento de la funcién en t = 0.
Sin embargo el sistema

Yi=tyi+ys—y3
yy=t+y1+y2ys
Yi=Yyiyays

y1(0)=2,y2(1)=0,y3(0)=1

no seria un problema de condiciones iniciales, ya que conocemos el valorde y, ent=1ey;eysent=0
simultdaneamente.

Para el caso de los problemas de condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales tenemos
el siguiente resultado.

Existencia y unicidad

Sean las funciones f; : I x U — R continuas, donde I=]a,b[ es un intervalo abierto y U € R" un

ofi
conjunto abierto, si las derivadas parciales P son funciones continuas, entonces para todo to € I e

Yj
y=(¥1,¥2.+**,¥n) € U, el problema inicial (6.3) tiene solucién unica en algdn intervalo conteniendo
a to.
= Observacion

Si las funciones f; solo son continuas lo Unico que se puede garantizar es la existencia de soluciones.
Este resultado es facil de aplicar. Por ejemplo el problema que consideramos anteriormente.

Y, =tyi+yi—ys3
yy=t+y1+yays
Y =Yyiyays

y1(0)=2,y2(0)=0,y3(0)=1

es tal que

» filty1y2,y3) =ty1+y3—ys,
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

s fo(ty1,y2,y3)=t+y1+Yyays
m f3(t,y1,¥2,¥3) =y1yays

que son funciones definidas en R%, continuas y tiene como derivadas parciales respecto a y;

of1 _ ft _ ofr _
=t =2 gy =1
ofa _ ofa _ of2 _
=1 3, = V3 35 =2

L=yys L=yiy3s L=y

que son también funciones continuas por ser funciones polinémicas en R*. Asi este problema de condicio-

nes iniciales tiene solucién Unica, aunque no tengamos idea de cémo calcularla.

6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer
Orden

Un sistema de ecuaciones ordinarias lineales de primer orden se expresa en la forma

yi=au®yi1+a2(®)y2+...+ain () yn + b1 (t)
yy=a21t)y1+a2®)y2+...+an () yn+ b2 (t)

(6.4)
yi=an(®y1+an2(®)y2+...+ann () yn + bn ()
donde para cada 1 < i, j < n, las funciones reales ay;, b; estan definidas sobre un intervalo I.
Notamos que este sistema puede escribirse matricialmente como sigue:
Y] a1 (t) aiz(t) ain () y1 by (t)
A az (t) az2(t) azn (t) y2 b2 (t)
y; an1(t) an2(t) ann (t) Yn bp (t)
Si denotamos
a1 (t) a2 (t) ain (t) b1 (t) Y1
az1(t) a2 (t) azn (t) bz (t) y2
Al)= . . . ,b(t) = . ey= .
an1 (t) anz(t) ann (1) bn (t) Yn
el sistema anterior puede reescribirse de forma matricial como
Y =A(t)Y + b (t) (6.5)
/
7
donde por Y’ se entendera la derivada coordenada a coordenada, es decir, Y/ = ,2
Y

Ejemplo 6.4
El sistema de EDO lineal:

Yi=y1+tya+y3+1-t2
Y§ =ty1—t’y,+et
y3=y1+(Q—-0y2+y3
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

se puede reescribir como:

)% “T1 2 1] )%1 11— t2
y2 | =t —t2 0 y2 |+ et
Y3 |1 1-t 1 y3 0
(0]
[ t2 1 1—t2
Y=t —t2 0 |Y+]| et
| 11—t 1 | 0

A(t) b(t)

6.3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas
Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma (6.5) sera homogénea si

0
bt)=| :
0
En caso contrario el sistema se llamara no homogéneo.

Ejemplo 6.5

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Yi=y1+tiya+ys
Yy = ty1—t2y2
y3=y1+ (1 —=0y2+y3

es homogéneo.

Proposicion 6.1

Silamatriz A = A (t) es de orden n x n y continua en un intervalo abierto I alrededor de tp. entonces
el sistema lineal homogéneo

Y/ =AY (6.6)

tiene exactamente n soluciones linealmente independientes definidas en el intervalo I.

D lefelsM Solucion General sistema homogéneo

La solucion general del sistema homogéneo Y’ = AY es una funcion vectorial Yy que puede ser
escrito como combinacién lineal de n soluciones linealmente independientes de este sistema. Es
decir

Yh(t)=c1Y () + Y2 (t) + -+ cpY" (1)

donde las ¢; son constantes arbitrarias, {Y*, Y2, ---, Y} son funciones Li. tal que Y = AY.,

Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden lineales homogéneo con coeficientes
constantes

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma (6.5) se dira de coeficientes constantes si
la matriz A(t) = A es constante.
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

Ejemplo 6.6

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales
Yi=2y1—y2+y3
%=h—h+w3
y3=—4y1+y2+y3

es de coeficientes constantes pues el sistema dado puede reescribirse de la forma

Y =AY
Y1 2 -1 1
dondeY = | y2 y A= 1 -1 7
y3 -4 1 1

Como hemos comentado anteriormente en general no va a ser posible resolver sistemas de ecuaciones di-
ferenciales salvo en ciertos casos particulares como es el caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes, cuya teoria general estudiaremos a seguir.

Para resolver un sistema lineal homdgeneo de primer orden de coeficientes constantes

Y =AY (6.7)

donde A es una matriz de orden n x n con entradas constantes, usaremos el método de los autovalores, es
decir encontraremos soluciones de la forma

Y = velt (6.8)

Observemos que si derivamos Y con respecto a t se tiene, Y/ = Ave*t como buscamos que Y sea solucion
de (6.6) tendremos que A (vert) = Avert luego eMA (v) = e* AV consecuentemente

A(v)=Av

Esta Ultima expresion indica que A debe ser un autovalor de la matriz A y v su autovector asociado. Asi
que, cuando calculemos los autovalores y autovectores de la matriz A, obtendremos soluciones de nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, no se debe olvidar que necesitamos obtener n solucio-
nes linealmente independientes para obtener la solucion general. Luego con el objetivo de encontrar las n
soluciones consideraremos las dos situaciones siguientes:

a) La matriz A de orden n x n tiene n autovectores vi, vz, -+, Vi linealmente independientes, aso-
ciados a los autovalores A1, Ay, - -+, A respectivamente (los n autovalores no necesariamente son
distintos).

b) La matriz A de orden n x n tiene menos de n autovectores linealmente independientes.

= Observacion

Para los sistemas lineales homogéneos con coeficientes variables, no se cuenta con un método ge-
neral para determinar las n soluciones l.i.

= Observacion

Los célculos para determinar los autovalores y autovectores de una matriz se encuentran desarrolla-
dos en el apédndice B.

A seguir detallaremos cada caso

Caso a)

En esta situaciéon contamos con n autovectores linealmente independientes para la matriz A del sistema
lineal Y/ = AY, estos autovectores generaran

vl =eMlyy, Y2 =eloty,, ... YN =etnty,
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

que son n soluciones linealmente independientes del sistema lineal. Por lo tanto, la solucién general del
sistema se puede expresar en la forma

Y(t)=CiY 4+ CoY2+ -+ CpY"

donde C1,C>,--+,Ch €R.
Un caso particular en el que podemos asegurar que la matriz A contara con n autovectores linealmente
independientes se produce cuando los n autovalores de la matriz A son distintos.

= Observacion

El conjunto {Y1, Y2, -+, Y} es un conjunto fundamental de soluciones del sistema

Y/ =AY.

Ejemplo 6.7

7 = — 3
Resolver el sistema {yl e

Y5, =y1+5y>2
Solucién:
Este sistema se puede escribir de la forma Y/ = AY donde
1 -3
a=[1 %]
Los autovalores de esta matrizson A =2, A =4y v = (—3, 1) es un autovector asociado a A = 2
y v2 = (=1, 1) es autovector asociado a A = 4 (ver célculos en Apéndice B), luego dos soluciones

li. del sistema son
-3 -1
i 2t 2 a4t
V= [ 1 ]e e Y= [ 1 ]e ,
asi, la solucién general del sistema es

o3 J-e 7 el 3 e

donde C; y C3 son constante arbitrarias.

Ejemplo 6.8
Y =y1—3y2+7y3

Resolver el sistema { y), =—y1—y2 + 3
yy=—y1+y2—3y3

Solucién:
Este sistema se puede escribir de la forma Y/ = AY donde

1 -3 7

A=| -1 -1 1

-1 1 -3
Los autovalores de esta matrizson A = 0,A = -1, A = =2y vy = (—1, 2, 1) es un autovector
asociadoa A = 0; v = (1, 3, 1) es autovector asociadoa A = —1y v3 = (1, 1, 0) es autovector

asociado a A = —2 (ver célculos en Apéndice B) . Entonces tres soluciones L.i. del sistema son

-1 1 1
yl=| 2 [e% |, Y2=|3 |et e VY3=|1 [e2
1 1 0
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luego la solucién general del sistema es

ya(t) -1 1 1
Y)=| y20) | =C1| 2 |+Co| 3 |et+C3| 1 |e 2t
y3(t) 1 1 0

donde C1, C, y C3 son constante arbitrarias.

Ejemplo 6.9

1 -2 2
Resuelver el sistema X’ =| —2 1 =2 |X.
2 -2 1
Solucion:
Los autovalores de esta matriz son A = —1(de multiplicidad 2) y A = 5. Al encontrar el autovector
1 0
asociadoa A = —1 se obtienen dos autovectores l.i.queson | 1 |y | 1 | porotrolado elautovec-
0 1
1
tor asociado al autovalor A = 5es | —1 | (ver célculos en Apéndice B). Entonces tres soluciones
1
li. del sistema son
1 0 1
Xl=|1|et , X2=|1|et e x3=| -1 |e5
0 1 1
luego la solucién general del sistema es
1 1
X)=cXl+ X2 +c3x3=c1| 1 |let+cy| 1 |et+cs| —1 |e°t.
1

donde C3, C, y C3 son constantes arbitrarias.

o Autovalores Complejos

Debe observarse que cuando alguin autovalor A de la matriz A es compleja (no real), los autovecto-
res v asociados son también complejos. Si A = a + (8 es autovalor complejo de la matriz A con
autovector asociado v = u + (w, entonces la solucién del sistema tendra la siguiente forma

Y(t)= erMv=el+tB)t (y 4+ jw) = e (cos(Bt) + isen (Bt)) (u+ iw)
= e% (ucos(Bt)— wsen (Bt)) + iet (wcos (Bt) + usen (Bt))

por lo que tendriamos una solucién compleja (no real). Dado que interesa expresar las soluciones en
el campo real, bastara saber que las parte real e imaginaria de la solucién compleja obtenida también
son soluciones del sistema homogéneo dado, es decir

YL(t) = e%t (ucos (Bt) — wsen (Bt))

Y2 (t) = et (wcos (Bt) + usen (Bt)),

seran dos soluciones reales linealmente independientes del sistema

Y = AY.
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Ejemplo 6.10

Resolver el sistema

Yi=Y2
Yy ==y1
Solucion:
Este sistema se puede escribir de la forma Y/ = AY donde
0o 1
a=[ 5 o]

para resolver este sistema encontraremos los autovalores de la matriz A resolviendo la respectiva
ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0, entonces

A 1
-1 —A

‘=0=>)\2+1=0=>)\=:|:i
luego calculamos los autovectores v # 0 tal que Av = Av
. . 1
n SiA=i=>Vv= i
csnm-imv=[ 1]

Luego dos soluciones reales l.i. del sistema son

Yl(t)=e°t([ (1) ]cos(t)—[ (1) ]sen(t))

Y2(t)=e°t([ (1) ]cos(t)+{ (1) ]sen(t))

Entonces la solucion general es

o[ - 2% e 5

donde C; y C> son constantes arbitrarias.

Caso b)

Esta situacion se presenta cuando la matriz A tiene algin autovalor repetido cuya multiplicidad algebraica
no coincide con su multiplicidad geométrica. En este caso, los k autovectores linealmente independientes
determinardn k soluciones linealmente independientes, pero aun nos faltan otras n — k soluciones. Pa-
ra determinar las n — k soluciones que formen con las anteriores un sistema fundamental de soluciones
tendremos en cuenta el siguiente resultado:

Si A es un autovalor de multiplicidad algebraica m y multiplicidad geométrica 1 siendo un autovector
asociado v1, entonces, existirdn m soluciones linealmente independientes generados como sigue:

Yl(t) =ervt
Y2 (t) = tertvl + ertv?

donde V2 es un vector que verifica que

(A=XDVZ2#0 y (A=AD?v2=0.
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t2
Y3(t) = ?e)‘tvl + tery? + e?ty3

donde V3 es un vector que verifica que

(A=AD?Vv3#£0 y (A=-AD3v3=0

tm—l
YT (t) = ————erMvl 4. 4 tertymTl 4 Atym
(m-1)!

donde v™ es un vector que verificaque (A— AT 1vM£0 y  (A—ADT VM =0.
Los vectores vZ, - -+, V™ se denominan autovectores generalizados asociados al autovalor A. Se puede
comprobar que efectivamente

Yi(t), Y2(t),... Y™(b)

son soluciones l.i. del sistema homogéneo Y/ = A - Y.

Ejemplo 6.11

Resolver el sistema: Y/ =AY siA = [ (23 :g ]

Solucién:
Para resolver este sistema se necesita encontar los autovalores de la matriz A, entonces se resolvera
la ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0, entonces

6—A -8
2 —2—A

'=0=>(6—)\)(—2—)\)+ 16=0=A2—4A+4=0=A=2

Notese que el autovalor A = 2 tiene multiplicidad algebraica 2, luego los autovectores v # 0 tal que
2 . g
Av = Av dan como resultado el autovector v = [ 1 ] (ver célculos en Apéndice B), entonces una

solucion del sistema estara dada por
1opy — o2t 2
Y-()=e [ 1 ]

por otro lado notemos que no es posible encontrar otro autovector asociado al autovalor A = 2 que
sea linealmente independiente con el autovector v, entonces para encontrar otra solucién del sistema
que sea l.i. con la solucién Y1 tenemos que buscar un vector generalizado w # 0,entonces w debe
ser tal que

A-2)w=v

| 6—2 -8 w1 _ 2 e |
uego 2 —2—3 wo = 1 que es equivalente a resolver

4wy — 8wy =2

= 2wi=4wr+1 = w=[1/2]

0
2w —4wr =1

asf la otra solucién |.i. es Y2 = teZt[ i ] + eZt[ 162 ] luego la solucién general esta dada por

vo=al ] | 3 ][ 1P ])

donde C; y C; son constantes arbitrarias.
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Ejemplo 6.12

Resolver el sistema Y’ =

O ON

ON B

N U1 O
~<

Solucién:
Al resolver, la ecuacion caracteristica

2—x 1 6
det(A—AD)=| 0 2—A 5 |=0=12-A)>=0
0 0 2—A

se tiene un sélo autovalor A = 2 de multiplicidad algebraica 3. Luego al calcular los autovectores v
correspondientes

01 6 %1 0
Av=2v— (A-2)v=0«<| 0 0 5 vy | =10
0 0O V3 0
se obtiene v + 6v3 = 0y 5v3 = 0 = v, = v3 = 0. Luego si consideramos vi = 1 entonces
1
vl=v=| 0 |.Asiencontramos una solucién del sistema
0
1
Yl — 0 e2f
0

luego necesitamos encontrar dos vectores generalizados, L.i. con V1. Uno de estos vectores debe
cumplir la ecuacién

A=2Dvi=vl

es decir,
01 6 a 1 _
005 ||bl=|o0 =>{b+6c_1
000]|]|c 0 5¢=0
0
dedonde c =0y b =1 luego si se considera a = 0,entonces v2 = | 1
0

0
Asi encontramos otra solucion Li. Y2 = tvle2t + | 1 | e2f para encontrar la tercera solucién X3
0

.i. calcularemos V3 tal que (A — 2I) v3 = V2, es decir

016 a 0 _
. LNy {b+6c—0
000 c 0 5c=1

de donde ¢ = % yb= —g luego si se considera a = 0,entonces v3 = (a, b, ¢) = (O, —g, %)

0

. 2 6 L .
AsiY3 = %vleZt +tv2e?t+ | —2 | et Porlo tanto la solucion general del sistema es

1
5

Y=c1Y'+ Y2 + ¢33
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equivalentemente

1 1 0 2 [ 1 0 0
Y(t)=c1e2t| 0 |+coe?t|t] 0 |+ 1 +cze?t| —| 0 |+t 1 |+ —g
0 0 0 0 0 %

donde C1, C> y C3 son constantes arbitrarias.

Matriz Fundamental

Una matriz fundamental M(t) asociado al sistema lineal Y/ = AY (de orden n x n) es una matriz
de orden n x n tal que cada una de sus columnas son soluciones linealmente independientes del
sistema dado, es decir

Mity=[ Yl vz ... yn]

donde Y1, Y2, ..., Y" son n soluciones linealmente independientes del sistema .

Como Y es una solucion, se tiene [Y{] = A(t) Y

=[Yl v2 ... yn]=[AM®Y! A@®)Y2 .- AWD)Y" J=AM®[ Y Y2 ... yn ]

luego
M) =AM ().

6.4. Ecuaciones lineales de orden n y sistemas de ecuaciones equiva-
lentes
Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden también pueden resultar Utiles en el estudio

de ecuaciones diferenciales de orden superior. Debido a que si una funcién x es una solucién de la ecuacion
diferencial de orden n

X(") = f(t, x, X', e, X(n_l)) (69)

y se pueden hacer los cambios de variable

yi=xy2=x,,yn=x""1
entonces (y1, Y2, -+, Yn) es una solucién del sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden
dado por:
dyr
dt =Y2
dy2 y
L=y,
dt
. (6.10)
dyn
—=f(t,y1, V2, ",
T fltyiy2 ¥n)
Reciprocamente, si (y1, -+, ¥n) es una solucién del sistema (6.10) entonces y3 es una solucién de la

edodeordenn (6.9) . En este sentido podemos considerar que las ecuaciones(6.9) y (6.10) son equivalentes.
Obsérvese que si la ecuacion diferencial de orden n es lineal entonces el sistema de ecuacioén diferencial
correspondiente serad lineal.
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Ejemplo 6.13

Escriba la EDO X’/ + 6x” + 9x = tanx como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Solucién:
Si hacemos y1 = X, y2 = X/, entonces

Yi=y2

Y5 =—6y2—9y1 + tany:

Notemos también que en el caso de sistemas lineales de dos variables de coeficientes constantes, es
posible resolverlos a través de una ecuacion ordinaria de orden 2.

Ejemplo 6.14

: x’=3x—18y
Resolver el sistema 1
y' ' =2x—9y
Solucién:
Si derivamos la primera ecuacion obtenemos x”/ = 3x’ — 18y’ +«-+--.. (*)

luego sustituyendo y’ = 2x — 9y en (*) se tiene

X" =3x’— 18 (2x— 9y) = 3x’ — 36x + 162y = 3x’ — 36x + 162 (&)

Es decir, X’/ = —6x’ — 9x que es equivalente a X" + 6x’ + 9x = 0, luego su solucién general es
x = cr1e 3t + cate3t, como

3x—x' 3(c1e 3+ cpte3) — (—3c1e73 + cre 73t — 3o te3)
= = =

Y= 18
(6c1—cp)e 3t + 6cyte3t
18
Por lo tanto, la solucion general del sistema es

x(t) Cc1 _ C2 _
361 | e Joo § ]

1
[;gg }: cl[ 1 }e—3f+C2 [ _01 ]e—3f+ . te=3t

3 18

donde C; y C; son constantes arbitrarias.

6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos
Pretendemos ahora resolver un sistema diferencial lineal no homogéneo de la forma

Y =A(t)Y +B(t) (6.11)
para ello consideramos el siguiente teorema que nos da informacién acerca de sus soluciones.
Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales no homogéneo
Y =A()Y +B(t)
siendo A (t) y B (t) matrices cuyas entradas son funciones continuas en el intervalo I, y to € I, se
verifican las siguientes propiedades:

1. Si X (t) e Y (t) son dos soluciones tales que X (to) # Y (to), entonces X (t) # Y (t) para todo
tel

2. SiYp (t) es una solucion del sistema no homogéneo y Yy (t) es la solucidn general del sistema
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homogéneo asociado Y’ = A (t) Y, entonces todas las soluciones Y (t) del sistema no homogé-
neo se pueden expresar en la forma

Y(t) =Yg (t)+ Yp(t)

esta expresion constituye la solucion general del sistema no homogéneo.

De acuerdo al ultimo resultado de este teorema, cuando se quiera resolver el sistema no homogéneo
Y =A(t)-Y + B(t),

bastara encontrar la solucién general Yy (t) del sistema homogéneo Y’ = A(t) - Y y una solucién particular
Yp(t) del sistema completo. Ya hemos desarrollado un método para obtener la solucion general Yq(t) del
sistema homogéneo cuando los coeficientes son constantes. Ahora, nos dedicaremos a desarrollar mé-
todos para encontrar una solucién particular del sistema completo tales como el método de variacion de
pardmetros y coeficientes indeterminados, en el caso que se tiene resuelto el sistema lineal homogéneo
asociado.

6.5.1. Maétodo de variacion de parametros

Supongamos que Y1(t), Y2(t),---, Y™ (t) son n soluciones linealmente independientes del sistema
homogéneo Y’ = A(t) Y y que por tanto su solucion general Y (t) puede expresarse de la forma

Yg () =C1YL(t)+ CaY2 (t) + -+ CpY" (2)
donde C1, C2, ---Cp € R. Observamos que también se puede reescribir Yy de formal matricial como sigue
C1
C2
Yo =[ YH() Y2(®) - Y"(®) ]| . |=M(@).C
Cn

Notemos que M(t) es una matriz en general no constante que depende de las soluciones l.i. del siste-
ma homogéneo asociado, es decir es una matriz fundamental y C es una matriz columna de componentes
constantes. El método de variaciéon de parametros sugiere que una solucién particular del sistema no ho-
mogéneo podrd ser encontrado suponiendo que tiene la forma

Y () = M(t) - K (1)

donde K (t) es una matriz columna por encontrar, en general no constante que depende de la variable inde-
pendiente t. Para encontrar esta matriz K (t) observemos que Y, (t) debe satisfacer la siguiente igualdad

Y[’)(t) =AY, (D) +B(b)
ya que Y, (t) es una solucién del sistema no homogéneo. Asi tenemos que
[M()-K()]' = A)IM(E)-K()]+B(t)
M/ (DK + MK ()= AMME)K(E)+B(t)
MK () =AM E)K () —M (OK(E)+B(t)= [AIM(t)—M (D]IK(t)+ B(t) =B(t)

entonces
K () =[M®O11B(t)

luego

K(t) = j [M()]~ LB (t)dt
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Por lo tanto, una solucioén particular del sistema completo es
Yp (£) = M(t) - f MO B(t)dt
Asi que la solucién del sistema no homogéneo se puede expresar en la forma

Y (t) = M(t)-C+ M(t)- J M1~ B(t)dt

Ejemplo 6.15

Resolver el sistema no homogéneo

yi=y1+2y—e ¥
Yy =2y1+Yy2+el(l+4e3)

Solucién: Podemos reescribir este sistema matricialmente como:

[0 T=03 200 )+  ceasaen |

donde Y = [ ﬁ ] yA = [ % i ] el sistema homogéneo asociado es

Y =AY

para encontrar sus soluciones l.i. del sistema homogéneo debemos de resolver la ecuacion caracte-
ristica

det(A—A)=0

1-A 2
2 1-A

-0
luego (1—A)2—4=0=>(—1—-A)(3—A)=0=>A=—1yA=3

= )\ =—1 tiene por autovector asociado [ _11 ]

= )\ = 3 tiene por autovector asociado [ 1 ]

Asi, Y1 = [ _11 ]e—f yY2= [ i ]e3f son soluciones L.i. del sistema homogéneo, luego
_e—t 3t
M(t) = [ et @3t ]

es una matriz fundamental y su determinante es
det (M(t)) = —e?t —e?2t = —2e?t

para encontrar una solucién particular Y, del sistema no homogéneo usando el método de variacion
de pardmetros debemos calcular

Yp = M(t) f [M()17 B(t)dt
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Es decir,
- - =i _
v _e—t @3t f _e—t @3t —e—4t dt
P et 3t | et @3t et (1 + 4e3t)
[ —et e3t f 1 e3t  _g3t —e—4t at
= et o3t |) Z2e7| —et et et + 4e-2t
[ —et o3t f 1 —et 4t _ 4ot dt
- e—l‘ e3t | “De2t e—St _ 1_4e—3t
g —ett et —e3t —  e2t_get d
= T2 et 3t et _ @=2t_ ge-5t t
—3t 2t ]
_ 1 [ —et et | & - e? +4e7t
T 2| et el e/t et | 4,5t
— t 7z ts€
—4t t —4t t —2t 1 —A4at —2t
Y R il bt ks ol BRI e
- 2 et of _ot e M et ge2t -2 4e=4t | 242t
Fogptee T -t T s ot s
Por lo tanto, la solucion general del sistema no homogéneo dado es
_t 3t 1| _10e4t t _ 16e~2t
_|I == e C1 ST~ T € 5
Y()=M(t)C+Yp = [ et @3t :||: & ]+ _5 Ze—dt + 242t
21 5
o
10e~% et | 1lee~%

—Cre t+ Credt+

Y(t) = e B
Cie~t+ Credt— 4‘22“ - _241eo *
donde C; y C> son constantes arbitrarias.
Ejemplo 6.16
. -3 1 3t . -1
Resuelva el sistema X’ = [ 2 _a ]X 4 [ et ] sujeto a X(0) = [ 4 ]

Solucion: Resolveremos el sistema homogéneo asociado

1

’ _
x_[ 2

Jx

2

la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes es
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—3—A 1
det(A—AI) = 2 —4_2» =(—-3—-A)(-4—-2)-2
= 124+43A+4A+A2—2=A24+7A+10=(A+2)(A+5)=0
por lo que los autovalores son A = —2 y A = —5. Luego necesitamos encontrar los respectivos
autovectores
s SiA=-2
_ _ -1 1 vi|_[ O —Vvi+Vvy=0
Av_—2v4=>(A+21)v_04=>[ > 2 ][ Vo ]_[ 0 ]4:» 2vi—2v, =0
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=>siv1=1:vz=1Iuegov=[ i }.Porlotanto,
X1 =[ 1 ]e‘zr es una solucién del sistema homogéneo.
2 SiA = —5 AV = —5ves(A+5)V = 0 < [g H[Vl] = [8

2vi+ vy =0

. -1 -1 -
sivi=—1= vy =2luego v = [ 2 } Por lo tanto, X, = [ 2 ]e‘St es una solucién del
sistema homogéneo, luego la matriz fundamental es

MO=[ X1 X ]=[ g2t _g5t ]

e—Zt ze—St
y cumple
2e—5t =5t 2e—5t =5t 2 ot 1t
i g2t g2t _e—2t g2t ze z€
e—2t _g—5t 3e-7t _lgst 1lgst
e—2t g5t 3 3

por el método de variacién de parametros podemos obtener una solucién particular X, tal que

2t _ o5t 202t la2t 3t
Xp(t) = M(t)fM(t) 1B(t) = [e—zt 265t U [—3§eest 2251:][ ]dt

—2t —5t 2t o 14t
e —e 2tet + ze
Xp = [ e—2t g5t ]J[ —te5t + §e4t ]dt

_ [ e—2t _g—5t ][ et — Zezt+ 3et ]
- —2t —5t 1 5t , 5t 1 .4t
e 2e —5z (€% 5t—e%) + 5e

luego

1l 1t 1y 11—t 64 27, 3 -t
t—s+36 " +5t—55—5¢€ st—55+ 1€
1 1t 24, 2 4 2 -t 3p_21 1t
t—3+3e st+ 5+ 1;€ st—5p+3€

Por lo tanto, la solucién general del sistema no homogéneo es
64 27 —t
17 —2¢ —1 7 st 50750 T ¢
X=clle +C2 5 |€ +

teniendo en cuenta las condiciones iniciales tenemos

-1 aa-c—2+3
=X(0)= 12
[ 4 } (©) [ 1+2C— 2_3_‘_%
de donde

6 1
5=3co+—+—
50 4

6 1 _ 460 , 27 _ 3
= 5— —O—Z—3cz=>cz—300yc1— —1+4+ 355 +
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consecuentemente la solucién del PVI dado es:

898 2t 1537 .5t , 6, 27 , et

x1(t) 900€ 500 € ~ tst—55t+ 7
X2 (t 898 2t , 1537 .5t , 74 29 , et
© 9008 ~ t 7508 tst—5t+ G

Observacion
Iy
Notese que el método de variacién de pardmetros puede ser aplicado para encontrar una solucién
particular de cualquier sistema diferencial del cual conozcamos una matriz fundamental M(t) del sis-
tema homogéneo asociado, no necesariamente ha de ser éste un sistema con coeficientes constan-
tes (aunque sea éste el Unico caso en el que tenemos un procedimiento sistematico para la obtencién
de M(t)).

6.5.2. Método de coeficientes indeterminados

Si consideramos un sistema diferencial de coeficientes constantes de la forma
Y =AY +B(t)
donde el término B(t) posee una estructura determinada (esta formado por funciones polinémicas, expo-

nenciales, senos, cosenos o sumas y productos finitos de éstas) podemos, en tal caso recurrir al método
de los coeficientes indeterminados para obtener una solucién particular del sistema no homogéneo.

Dicho método se basa en la busqueda de una solucion particular Xp(t) que sea del mismo tipo que
la funcién vectorial B(t) (este método ofrece mejores resultados, y es méds sistematico, cuando se aplica
sobre ecuaciones diferenciales lineales de orden n).

Ejemplo 6.17

Resolver el sistema no homogéneo Y’/ = AY + B (t) donde
1 -2 2 —9t
A=| =2 1 2 y B(t)= 0
2 2 1 —18t
Solucion:
Al resolver la ecuacion det(A — AI) = O se obtienen los autovalores A = 3(doble), A = —3
-1
= )\ = —3tiene por autovector v= | —1
0
-1 1
= )\ = 3 tiene por autovector u = 1 yw=| 0
0
-9t
Observamos que B(t) = 0 tiene forma polinomial y tres soluciones |.i. del sistema son
—18t
-1 -1 1
Yl=| —1 |e3t y2=| 1 |e3t y vy3=| 0 |e3t
1 0 1
Ahora una solucién particular Y, del sistema tendra la forma polinimial (primer grado) Y, = at + b,
donde a, b € R3 , para calcular los vectores a, b recordemos que Y”) = AYp + B(t), entonces

138



6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos

—9t
a= A(at+b)+B(t)=a=Aat+Ab+ 0 t
—18t
—9
a= |Aa+ 0 t+Ab=a=Ab
—18
y
0 —9 9 9 5
0 |=Aa+| 0 |=Aa=| 0 |=a=A"1| 0 [=]|2
0 —18 18 18 4
luego
5 5 1
2 |=Ab=A1| 2 |=b= |0 |=b
4 4 2
5 1
Asi la solucién particular estadadaporYp,=| 2 |t+ | O
4 2
Por lo tanto, la solucién general del sistema es
Y(£)= CiY 1+ CoY2+C3Y3+Y,
-1 -1 1 5 1
= Ci1| =1 |e3t+Cy| 1 |e3t+cC3| 0 |e3t+| 2 [t+]| O
1 0 1 4 2
y1(t) —Ci1e73t—Cpe3t + C3e3t + 5t + 1
Y()=| y200) | = —Cre 3t Cre3t + 2t
y3(t) Cie 3t 4+ C3e3t+ 4t +2
donde C3, C> y C3 son costantes arbitrarias.

6.5.3. Matriz Exponencial

Definicion

Para cualquier matriz cuadrada A de orden n x n, denotamos su matriz exponencial como eAt, donde

2 i
eAt=I+ At+A%— +---+ AK— 1 ...
2! k!

Respecto a la matriz exponencial, se cumple:

s A0 =
n Al e At =]

- [eAt]_l — oAt
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6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos

A1 O 0
0 Ay - O
m SiAj,Az- , ApeRyD = . L . entonces
0 o An
e 0 0
0 e 0
eP = )
0 o0 ehn

Proposicion 6.2

Si C es una matriz invertible de orden n x n'y A es una matriz de orden n x n se cumple que

=il
et =cefct.

Derivada de eAt

La derivada de la matriz exponencial es similar a la propiedad de derivacién de la exponencial escalar
%e‘“ = ae?, Es decir,

d

_eAt — AeAt
dt

esta Ultima igualdad se justifica a partir de

d d 2 k k—1
Seft= E[I+At+A2%+---+A’<%+---]=A+A2t+--~+A’<ﬁ+~-

= A[I+At+A2§—2!+---+Ak,§—k!+---}=AeAt.

Luego si C es un vector de valores constantes arbitrarios entonces X = e*!C es una solucién del sistema
homogéneo X’ = AX , pues se cumple

d d
— (eMC) = — (e*) C = (Aett) C = A(e?tC).
dt d
17 [0 0 7 0
0 1 0 0
Asilos vectores et | O | eAt | 0 | At | 1| ... oAt | O | sonsoluciones del sistema homogé-
ol Lo 0| 1
neoy son Li..
Por otro lado, dado que
i M1 0 T 0 0
0 1 0 0
eAt—| eAt| O | eAt 0 eAt| 1 eAt| 0
L L O 0 | 0 1

es una matriz que tiene sus columnas L.i., entonces la matriz eAf es una matriz fundamental del sistema
X' =AX.
Por lo tanto, la solucién general del sistema homogéneo se podréa escribir como
ertc

donde C es un vector de constantes.
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Sistema no Homogéneo

Para un sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, se puede de-
mostrar que la solucién general de la ecuacién Y/ = AY + B(t), es

Y=Yg+Yp=eMC+ eAfJ e AtB(t)dt

donde A es una matriz de constantes de orden ny Yp es la solucién particular que resulta al aplicar el
método de variacién de parametros.

Calculo de la matriz exponenciale”t

La definicién de eAt siempre se puede usar para calcular e*t. Sin embargo, la utilidad practica de la
definicién esta limitada por el hecho de que los elementos de et son series de potencias en t. Por fortuna,
hay muchas formas alternativas de calcular eA; la siguiente explicacion muestra cémo se puede usar la
transformada de Laplace para hacer este calculo.

Dado el PVI

X' =AX
X(0) =¢;

donde A es una matriz de constantes de orden n, aplicamos la Transformada de Laplace
L{X'}(s) = L{AX}(5)
denotamos x(s) = £ {X} (s) entonces

sx(s)—X(0)= Ax(s)
(sI—A)x(s)= X(0)=¢;

luego
x(s) = (sI—A)Le;

Al aplicar la transformada de Laplace inversa se tiene que X(t) = £l {(SI - A)_1 ei} serd la solucion del
PVI, por otro lado
X(t) = ePle;

también es solucion del mismo PVI, entonces por el teorema de existencia y unicidad aplicado al PVI
ambas soluciones deben ser iguales, es decir

eAey=c71{(s1-A) e}

parai=1,2,---,n, luego
eAt = [ Yo {(sI—A)‘l el} Yot {(sI—A)-l ez} eeo 1 {(S_,_A)—l en} ]
= £ (sI-A)ter (sI—A)ley v (sI—-A)le, ]

entonces eAt = £~1 {(sI—A)_l}.

Ejemplo 6.18

Resolver el sistema Y’ = [ % :% }Y
Solucién:

Sea Y(t) = eALC solucién del sistema EDO donde C = [ g ] luego
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—1
i oaafrs—1 1
et= L {[ -2 s+2] }

[s+2 -1 ]
2 s—1
At —  p—1
eft= ¢ G-DGr2)+2
{s+2 -1 ]
2 s—1
At — -1
et= £ 5245242
seguidamente
S+2 =1 1 2 -1 1
At — -1 s(s+1) s(s+1) — -1 s+1 s s s+1
2 s—1 2 2 2
—— ——+
s(s+1) s(s+1) s s+1 s s+1
—1 1 2 —1{-1 1 _ —
ert— | £ 1{—25+—1J£§} £1{51+? =[—ef+_2t —1+e_ft}
cHi-h) o -+ ah) 2-2e —lve

luego la solucion del sistema homogéneo sera de la forma
Y(t) = eftC

donde C es una matriz columna de n componentes constantes.
e t(—c1+c)+2c1—c2 ]

Y(t) = ci(—et+2)+ca(-1+et) |_
Tl a(-2e)+ca(-1+2e7t) || (m2c1+2c)et+ 21—

Y(t)=(—C1+Cz)[ % ]e_t+(2C1—C2)|: i ]

Casos Especiales
= En el caso que la matriz A sea una matriz de autovalores diferentes y reales sera una matriz

diagonalizable, es decir
A=pPDp1

donde D es una matriz de diagonal formada por los autovalores de A y las columnas de la

matriz P son los respectivos autovectores de la matriz A, luego
eAt — PeD[‘P—I

o —w ]
X
. [ w o _ _ox| cos(wx) —sen(wx)
= Sio, w, X € R entonces e =e [ sen(wx) cos(wx)
= Si A es una matriz de orden 2 x 2 que tiene autovalores complejos A = 0 £ {w y autovectores

complejos v y Vv, se puede escribir
_1 | o —w
otao=| 7 ]

donde Q=[ im(v)  Re(Vv) |.

Asi se cumple
o —-w

eAt=Qe[ w o ]0—1
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Ejemplo 6.19

1 0 4
Calcule eAtdonde A= | 3 2 0 [, sabiendo que los autovalores de la matrizson A =1,2,3y
0 0 3
1 0 1
sus respectivos autovectoresson | —3 |, [ 1 |y 3
0 0 1/2
Solucion:
Dado que A es una matriz con autovalores reales y diferentes, es una matriz diagonalizable, entonces
A=pDpP!
1 00 1 01
dondeD=| 0 2 0 |yP=| —3 1 3 | entonces
00 3 0 0 3
eAt — @PDtP™! _ paDtp—1
1 0 1][et 0 o7][1 011"
= -3 1 3 0 et o -3 1 3
1 3 1
L 0 0 7 1L 0 0 e t 1L 0 0 Bl
1 0 17[et 0 0 [1 0 =2
= |-313 0 e’ o 31 -12
| 0 0 ][0 0 e¥||[0O O 2
(1 0 17[ et 0 —2et
= [-3 13 3e2t g2t —12e%t
| 0 0 2] o o 2o
Por lo tanto,
et 0 —2el +2e3t
eft=| —3et+3e2t e2t  Get—12e2t 4 6e3t
0 0 e3t

Ejemplo 6.20

Solucién:
1

Como la matriz de coeficientes B = [ 1

=3

autovalor serd su conjugado A
5
2

solucion general del sistema.
Calculemos eBt

]+[ _01 }l‘ , luego eBt es una matriz fun

1

ebt = e[ 1

- . 3 1
Resolver el siguiente sistema homogéneo Y’ = [ 1

:g ] Y, sabiendo que un autovalor de la matriz

de coeficientes es es A = —1 + ( y su vector asociado es [ 23 i ]

— 58 . ;
} tiene un autovalor complejo A = —1 + ( el otro

. , . 5 .
1— (, ademas su autovector asociado [ 2_ |se escribe como

damental del sistema dado e Y (t) = eBIC es la

-1
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donde Q = [ _01 g ] asi tenemos que

= [ 9 2 ][22 =[S 3T

[ & 5l S e o)

luego, la solucion general es
0 57 _,[ cos(t) —sen(t) 0,4 -1 C1
— @Btc— t
HE A C_[ -1 2 ]e [sen(t) cos (t) ][ 0,2 0 ][ c2 ]

[ 42w e )l 030 ]

.+ 0 5 cos(t)(0,4c1 —c2) —sen(t)(0,2c1)
€ [ 2 ][sen(t)(0,4c1—cz) +COS(t)(0,2€1)]

Il

_t 2cisen(t)— 5cysen(t) + cicos(t)
€ [ —cos(t)(0,4c1—c)+sen(t)(0,2c1) + 2sen(t)(0,4c1 —c2) + 2cos(t) (0,2c1) ]

Finalmente tenemos que

[ ya(®) 1_ —¢[ 2cisen(t)—5casen(t) + cicos(t)
Y(t)—[ Va(t) ] t[ C05 (t) (C2) + sen () (c1 — 2¢2) ]

donde c3 y ¢, son constantes arbitrarias.

6.5.4. Aplicaciones sistemas Lineales

Un modelo de Farmacocinética

Una prueba simple para saber sobre el funcionamiento del higado es inyectar tinta en el fluido sangui-
neo(suponer que la tinta y la sangre se mezclan uniformemente) y ver que tan rapido el higado lo aclara
de la sangre y lo excreta en bilis. Si el higado lo limpia rapido, la funcién del higado sera normal.

Para entender la dindmica de este proceso, nosotros presentaremos un modelo lineal simple. En el
modelo seran considerados dos compartimentos interconectados, primero el compartimento sangre re-
presentado por X y luego el compartimento higado representado por Y. Existe un fluido continuo de un
compartimento a otro en diferentes tasas de cambio.

Representaremos graficamente el movimiento de tinte entre el higado y el fluido sanguineo

Y

th

e

donde a es la tasa de transferencia de tinta de la sangre (X) al higado (Y) y b es la tasa de transferencia
de tinta del higado (Y) a la sangre (X), también consideremos h como la tasa de aclaramiento del higado

en bilis.
Para construir el modelo definiremos las variables como sigue:
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x(t) : Concentracién de tinta en la sangre en el tiempo t.
y(t) : Concentracién de tinta en el higado en el tiempo t.
luego

x’(t) = by —ax
y'(t)=ax—by—hy

dondea,b,h >0
este sistema puede ser escrito matricialmente como

’
x 1T _[ —a b X
[y] _[ a —(b+h)][y]
Para modelar una séla inyeccién de tinta podemos considerar que la concentracion inicial de tinte en

la sangre es ¢ es decir x(0) = ¢ y en ese caso la concentracién de tinta en el higado seria y(0) = 0.

. x(t
Ahora averiguaremos que pasa con [ yEtg } en el futuro. Para esto calcularemos los autovalores A de

la matriz M = [ —aa _ (bb+ h) ] para esto resolveremos la ecuacién caracteristica det (M — AI) =0
—a—2A b -0
a —(b+h)—A | ™

resolviendo obtenemos

1
AAz=s[=(a+b+h = V(a+b+h)—4an]

notemos que ambos autovalores son reales ya que

(a+b+h)¥2—4ah=a?+b%2+h%+2ab+2ah+2bh—4ah=a%+ b?+ h?+ 2ab—2ah + 2bh

luego

(a+ b+ h)?—4ah = (a— h)? + 2ab + 2bh + b2 > 0, entonces la solucién del sistema tendra la
forma

x(t) ]_ Art Aat
[ () = c1Ae"!" + coBe

donde A y B son los autovectores correspondientes a los autovalores A1 y A respectivamente y c1, €2
son constantes, luego notemos que siendo

(a+b+h)2—4ah < (a+ b+ h)?

implica

J@+b+h?—4ah<a+b+h

por lo tanto

—(a+b+h)+£(a+b+h)2—4ah<0

luego A1, A2 < 0O, entonces si t — +o0 x(t) — 0y y(t) — 0, lo que significa que la tinta sera
aclarada con el paso del tiempo, en este caso el punto de equilibrio (0, 0) es un punto estable.

Por lo tanto, concluimos que con el pasar del tiempo, la concentraciéon de tinta en el higado tiende a

desaparecer , lo cual indica que el modelo propuesto representa adecuadamente el comportamiento de un
higado en buen estado.
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Modelo de Tanques conectados

Considere dos tanques de agua T1, T» conectados por dos canales como se muestra en la figura. Si asu-
mimos que:

= Los canales llevan un fluido constante a una razén de Q m3/s entre los tanques.
= Eltanque T1 contiene V1 m3 y el tanque T> contiene V> m3 de agua pura en el inicio.

= Un fluido contaminado ingresa a una razén de Q1 m3/s en el tanque T1 y concentraciéon de co gr/m?3
, simultdneamente es descargado fluido de este tanque a la misma razén.

= |os tanques son contaminados gradualmente por estos fluidos que llevan contaminantes.

s | Q‘ T, T

l [0]]
Figura 6.1: Sistemas de tanque conectados.

Ahora buscamos determinar las funciones x1 (t) gr y x2 (t) gr que indiquen la cantidad del contami-
nante existente en los tanques T1 y T> en el instante t.

d(x1) 1 X2 1
=C J— —0—-—
p 001 Vlo Vzo v Q1
y
d(x2) x1 X2

estas ecuaciones también pueden ser escritas en forma matricial como sigue

0+0Q Q

x1 7 _ _;11 Vs X1, CoQ1

X2 - Q _é X2 0
V1 V>

las condiciones iniciales correspondientes a este sistema seran x31 (0) =0y x» (0) = 0.

6.6. Ejercicios resueltos

1. Dado el sistema de ecuaciones diferenciables

xX'= x+2y+z
y'= 6x—y
Z= —x—-2y—z
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a) Encontrar su solucion general.

b) Six(0)=1,y(0)=1yz(0)=0.Calcular x(2).
Solucion:

a) Escribiremos el sistema en su forma matricial

4

X 1 2 1 X
z -1 -2 -1 z
X 1 2 1
considerando X =| y |yA= 6 -1 O el sistema puede escribirse como
z -1 -2 -1
X' =AX,
cuya ecuacion caracteristica asociada es
det(A—AI)=0.
Esto es
1 2 1 1 00O
det 6 -1 0 ([—-A| 0 10 =0
-1 -2 -1 0 01
consecuentemente
1-A 2 1
6 —1—-A 0 =0
-1 A —-1-A
entonces

(1=A)(=1-A)P=2(6)(—1—-A)+(-12—1-A)=—A(A—-3)(A+4) =0,

luego los autovalores de la matriz A, son A = 0, A = 3, A =—4, y sus respectivos autovecto-
res se determinan asi:

%1 0
« SiA=0buscamosv=| v2 |# | O [talque Av=Av=Av=0
V3 0
1 2 1 %1 0 vi+2va+v3=0
6 -1 O v2 [=] 0 | = 6vi—v;=0 = 6vi=Vy
-1 -2 -1 V3 0 —vi—2vy—v3=0 Vy=—V1—2V3
\%1 -1
sivi=—1=vy=—6=vVv3=13luegov=| V2 [ =| —6 |.Asiuna solucidn
V3 13
-1 -1
del sistemaes Y1 (t)=| —6 |eft=| —6
13 13
V1 0
« SiA=3buscamosv=| v2 [#| O |talque(A—A)Jv=0= (A—-3)v=0
V3 0
consecuentemente
1-3 2 1 Vi1 0
6 —-1-3 0 v [=1]0
-1 -2 -1-3 V3 0
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6.6. Ejercicios resueltos

2.

Si

—2vi+2vo+v3=0

= 6vi—4v, =0  dedonde
—Vv1—2vy—4v3=0
Vi
vi=—2=Vvy=—3=vVv3=2luegov=| V2
V3
-2
del sistemaes Y2 (t)= | —3 | e3t
2
11 0
« SiA=—4buscamosv=| v2 |#| O
V3 0
1+4 2 1 \%
6 —-1+4 0 V2
-1 -2 —1+4 V3

5vi+2vy+vs= 0

e 6vi+3vy= 0 dedonde
—vi—2v2+3vz= 0

Vi

sivi=—l=vy;=2=v3=1lluegov=| V2

V3

-1

del sistema es Y3 (t) =

X =c1Yl+cY2+c3Y3=1

es decir

vy=2Vvi—2V
6vi=4vy

-2
-3
2

asi una solucion

talque (A—AI)v=0= (A+4I)v=0

0
0
0
vy =—-5vi—2v;
—2Vv1 =V
-1
2 luego una solucién
1

2 e~4t_ Por lo tanto la solucién general del sistema es
1

-1
—6
13

+ C2

X (t) =—c1—2cre3t —c3e™4t

y(t) =—6c1 —3cre3t + 2c3e™4t
z(t)=13c1 + 2c2e3t + c3e74

-2
-3

-1
2 |e#t
1

e3t+cs

b) Para encontrar x(2) reemplazamos el valor de las condiciones iniciales x (0) =1,y (0) =1y
z(0) = 0 obteniendo el sistema

de donde se obtiene la solucién ¢1 =

Dado el sistema X/ = AX donde A =

1 -1+ J/7i

. Determine

1 22, 1
X(2)=—E+ﬁe +§e .
1 -2 O
2 0 -1
4 —2 -1

=—C1—2C2—C3
=—6C1—3C2 + 2C3
0=13c1+ 2¢c2+cC3

1
1

L

8

a) Tres soluciones linealmente independientes del sistema.
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b) La solucién general del sistema.
Solucion:
a) Dado que los autovalores son conocidos, determinaremos sus respectivos autovectores

« SiA =1 buscamos v # 0 tal que (A—1I)v = 0, entonces

0 -2 0 11 0 —2v=0 = vy;=0
2 -1 -1 V2 |=|1 0 |= 2vi—Vvy—v3=0 = 2vi=vV3
4 -2 =2 V3 0
1
luegosivi=1=v=| 0
2
1
Asi, una solucion del sistema serd X1(t)=| 0 | et
2
e SiA= _1+Tﬁ‘ buscamos w # 0 tal que (A - (_12‘/7[)1) w = 0, entonces
—1+4/7i
1-(=7) 2 0 wl [o
2 _(—1-;1/7[) -1 W = 0
1+4/7i w3 0
4 -2 1 ( 2 )
3—21/71 2 0 w1 0 —B_ﬁi)wl —2w=0
1-V7i —
2 >~ -1 w2 | =10 1= 5y, +(1 ‘/_‘)wz—W3=0
4 _y 1T w3 0
2

luegosiwy = 1= wyp = 3_‘;/7‘, usando la segunda ecuacion tenemos

1—ﬁi)(3—ﬁi 164+3—V7i—3J7i—7 12—44J7i 3—4T7i
2 8 - 8 T2

w3 = 2+(

entonces w = ( ) Consecuentemente obtenemos dos soluciones |.i.
T
0
/‘ J7
(7 )— V7/4 | sen (Tt)
V7/2

X2(t)=e—1/2t 3/4
3/2

0 1
X3()y=e"V2t| | J/7/4 cos(gt)+ 3/4 |sen (gt)
V7/2 3/2
luego las tres soluciones L.i. son X1(t), X2(t) y X3(t).
b) La solucién general X esta dada por

X =c1Xt + X% + c3X3,
es decir X(t) se escribe como

cret + e=t/2 [czcos( )+C3COS(‘/771‘):|
e~t? [cz (%)cos(‘/z_ )——czsen(‘/T_ )+C3 (g)co (‘/7— )+C3 (%)sen(‘gt”

2ciet + e~ t/2 [cz (%)cos(‘rt) - ‘/——czsen (‘gt) +c3 (%—)cos(‘/jt) +c3 (%)sen (‘/—7
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donde c1, ¢, y €3 son constantes arbitrarias.

. Resolver el sistema:
Yy ==3y1+2y>
Y, ==2y1+Yy2

y1(0)=2

sujeto a y2(0)=—1"

Solucioén:
Escribimos el sistema matricialmente de la forma Y’ = AY, es decir

4 -3 2 y1
8 -2 1 Y2
-3 2 Y1
donde A = eY = con ecuacion caracteristica
-2 1 Y

det(A—AI):O:'_i;)‘ 2 ‘
luego

(=3=AM)(1=-N+4=0=MX+1) ’=0=Ar=—1 (multiplicidad algebraica 2). Ahora calcule-
mos sus autovectores, es decir encontremos un vector v # 0 tal que (A+I) v =0,

(= 2w ]-le]

de donde se tiene —2v1 + 2V, = 0 => v1 = V2, luego v = (1,1)7 , entonces Y1 = e—t[ i ]

es una solucién, por otra parte observe que no podemos encontrar otro autovector l.i. entonces para
encontrar la otra solucion l.i. con la anterior buscaremos un vector propio generalizado, es decir un
vector w # 0 tal que (A +I) w = v, entonces

-2 2 1 0
[_2 5 ][ 3; ]:[ 1 }:—2w1+2wz=1=w=[ 1/2 ]

luego, la otra solucion del sistema sera Y2 = te—t [ 1 ]+ et [ 192 ] Por tanto la solucion general
del sistema Y esta dado por

_ 1 2 _ —t 1 _t 1 _t 0
Y=c1Y "+ Y =cCe [1 +Co| te 1 +e 1/2 ,

equivalente a

[ ya(t) } _ { cre~t+cotet }

y200) |7 | ciet+cotet+ czeT_t
usando las condiciones iniciales tenemos que 2 = y1(0) = c1, ademas como
1
—1=y2(0)=c1+cz5=>cz =—6.

Asi tenemos la solucion del problema

[ ]

_| 2e7t—6tet
| —et—6te7t |’
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4. En un bosque tropical cohabitan conejos, liebres y picas. La razéon de cambio de la poblacion de
conejos respecto del tiempo es igual al triple de la poblacion presente de conejos menos la pobla-
cién presente de liebres mas la poblacién presente de picas. El cambio de la poblacién de liebres
respecto del tiempo es igual a cinco veces la poblacion presente de liebres menos la poblacion pre-
sente de conejos menos la poblacion presente de picas y la razén de cambio respecto del tiempo
de picas es igual a la poblacién presente de conejos menos la poblacién presente de liebres mas
el triple de la poblacién presente de picas. Si la poblacion inicial de conejos, liebres y picas es de
100, 300y 500 respectivamente. Modele el sistema que describe la dinamica de estas poblaciones.

Solucion:
Primero definiremos las variables
x(t) : poblacién de conejos en el instante t.

y(t) : poblacién de liebres en el instante t.

z(t) : poblacién de picas en el instante t.
Luego modelaremos las ecuaciones diferenciales

X =3x—y+z

GE=X—y+3z
y las condiciones iniciales
x(0) =100
y(0)=300
z(0) =500

5. Dos grandes tanques T1 y T2, cada uno de los cuales contiene 80 litros de una solucion salina, estan
conectados entre si mediante un par de tubos donde

» El tanque T1 recibe del exterior una solucion salina a razén de 5 litros/minuto y a una
concentracion de 0,4kilogramos/litro, ademas el liquido sale de este mismo tanque al
exterior a la misma razon.

= El tanque T> recibe del exterior una solucién salina a razén de 8 litros/minuto con una
concentracion de 0,5kilogramos/litro y la mezcla sale del tanque T> al exterior a la misma
razén.

= Se bombean 7litros/minuto de liquido del tanque T7 al tanque T, y a 7litros/minuto del
tanque T> al tanque T.

= Los liquidos dentro de cada tanque se mantienen bien revueltos, de modo que cada mezcla
es homogénea.

Si inicialmente el tanque T1 contiene 20 kilogramos de sal y el tanque T2 12 kilogramos de sal.
Modele el PVI que permita calcular la concentracién de sal en los tanques T1 y T2 en el instante t.
Solucién:

Definiremos las variables
X (t) :cantidad de sal en el instante t en el tanque T1.
y (t) :cantidad de sal en el instante t en el tanque T>. construimos las ecuaciones

¥ =(5)(0,ay+7. L0 _7.XO_ xO

80 80 80
. X0_, yO_, v
y'=@03)+7 =87 5
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5 Vmin & Vinin 0.5 ke

|a.4 kgt
Tf
T:

7 Emwir

'Ll 'L'.
5 Vimin & Vmin

Figura 6.2: Sistema de tanques conectados T1 y T>.

luego
F_5_12x | Ty
X'=2— 35+ 56
7x _ 15y
y'=4+5 %0

x(0)=20,y(0)=12

6. Considere el sistema lineal no homogéneo

X1 /_ 2 5 X1 + e’t

X2 - 4 X2 2
{ 2 5 ]t

a) Calcular e 3 4 .
b) Resolver el sistema dado.

Solucién:
. [2 5 . - -
a) Calculemos los autovalores de la matriz 3 4 resolviendo la ecuacion caracteristica

2—A 5

der[ 3 4-a

]=O=>(2—)\)(4—)\)—15=0=>)\2—6)\—7=O

los autovalores son A = 7, A = —1., Los respectivos autovectores son [ 1 ][ _35 ] luego

2 57_ 1
[3 4]—PDP_

dondeP=[ i _35 ]yD=[ g _01 ]asitenemos que

2 5
e[3 4}t=ePDP—1t=ePtDP-1=PetDP—1=[1 —5][e7t 0 ]1[ 3 5]

1 3 0 et § -1 1
consecuentemente
{g Z}t 1r1 —s5 3e7t 5elt 3e7t48-5e*f 5e7fg5eff
€ =§[ 1 3 :||: —et et i|_ 3e’t—3e"t 5e’t+3e~t
8 8
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b) La solucion particular del sistema dado es

[2 5 ¢ 2 5 ¢ 2
3 4 13 4 e
Xp=e e at
p 2
entonces
3e’t+5et 5e’t—5e~t 3e77t+5et 5e”7t—5et ot
— 8 8
Xp = 3e’t—3e7t 5e7t+3e7t 3e*7§—3et 5e*7§+3ef [ 2 i|dt
3e’t+5et 5e’t—5e~t 3+5e8t+10e~7t—10e!
8 8 8
Xp = 3e’t—3et 5e’t+3et 3—3e8t4+10e 7t 6et dt
8 8 8

8t —7t
xo— 1[3eM+5et  Se’t—s5et ]| 3t+ 2 —105——10e!
P~ 84| 3e7t—3et 5e’t+3et 3f— 3%“ _ 10«3‘" +Get

1 [ 24tet + 5e7t — 220 ]
64 7t 7t , 256
24te’t—3e’t + =

Luego la solucién general del sistema es

3e’t+5et 5e’t—5et 1 24tet | 5e’t 10

= 8 8 64 64 7

X(O)=| 3e7¢ 3¢ 5e’t+3e"t [ o) ]"’ 24te’t  3e’t | 4

8 8 64 64 7
3e’t+5e7t 5e’t—5e~tY , 24tet | 5e’t _ 10

Equivalentemente x| < 8 T 8 Tea Ter T don-

q | oxa(t) |T 3e7t—3et)) | (5et+3et)  24te’ _ 3e’t 4
8 2 8 64 64 7

de ¢1 y ¢2 son constantes arbitrarias.

7. Dada la ecuacion diferencial x”” + 3x”’ — 7x’ + 9 = e3t + sen(5t)

Transforme la ecuacion diferencial en un sistema lineal equivalente de tres variables de primer orden.
Solucién:

Para transformar la ecuacién en un sistema de ecuaciones diferenciales definimos las variables u, v
y w tales que

u=x
v=x' = UuU=v
w=x" = vi=w
y w =x"==3x"+7x'— 9+ e3t + sen(5t) =—3w+ 7v—9 + e3t.

escribiendo el sistema matricialmente tenemos que

u’ 01 O u 0
v |[=[0 0 1 v |+ 0
w’ 0 7 -3 w —9+edt

8. Dos grandes tanques, cada uno de los cuales contiene 24 litros de una solucién salina, estan conec-
tados entre si mediante un par de tubos. El tanque A recibe del exterior una solucién salina a razén
de 6 litros/minuto y a una concentracion de 0.5 kilogramos/litro, ademas el liquido sale de este mismo
tanque a la misma razén; si también, se bombean 8 litro/minuto de liquido del tanque A al tanque B
y a 8 litros/minuto del tanque B al tanque A. Los liquidos dentro de cada tanque se mantienen bien
revueltos, de modo que cada mezcla es homogénea. Si inicialmente el tanque A contiene 20 kilogra-
mos de sal y el tanque B 12 kilogramos de sal. Modele el PVI que permita calcular la concentracién
de sal en los tanques Ay B en el instante t.
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Solucién:

Sean
Ta (t) : concentracion de sal en el tanque A en el instante t.
Ts (t) : concentracion de sal en el tanque B en el instante t. luego

I | 6 Vimin

on
I 1

o
-6 Vmin

Figura 6.3: Sistema de tanques conectados T4 y Tg.

reescribiendo

/ Ta_Ts
TB

las con condiciones iniciales son T4 (0) =20y Tg(0) = 12.

. La poblacién de una especie animal en el instante t consiste en x (t) hembras e y(t) machos.
La poblacion de animales hembras cambia respecto del tiempo a una razén igual a la poblacién
presente de hembras mas el doble de la poblacién presente de machos, y la razén de cambio de la
poblacion de machos es igual al séxtuple de la poblacién presente de machos menos tres veces la
poblacion presente de hembras. Si las poblaciones iniciales de hembras y machos son 100 y 80
respectivamente. Modele el PVI que describe la dinamica de esta poblacion.

Solucién: De acuerdo al enunciado tenemos que

X' (t) = x(t) + 2y(t)

y'(£) = 6y(t)— 3x(t)

x(0)=100;y(0)=80

. Dada la ecuacién diferencial y”’ + 2y’ + 2y = e~tcost. Transforme la ecuacién diferencial en un

sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo de primer orden equivalente.

Solucién: Definimos las nuevas variables u'y v como sigue

u=y
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v=y

luego U’ = v y v/ =—-2v—2u+etcost

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo de primer orden equivalente es

[VT=[2% H 115 ]+] etost ]

11. Dado el sistema no homogéneo

,_[2 =3 t
X_[l -2 ]X+[t+et]
i 2 -3 ; At \, a—At
a SiA= 1 -2 , calcule las matrices et y €

b) Resolver el sistema dado.

Solucion:

a) Los autovalores de la matriz [ i :g } son A = £1 ademas
« Para A = 1 buscamos el autovector v = (v1, v2) # 0 tal que
[ 211 _2_31 ][ E ]:[ 8 ]dedondev:[ i ]
« Para A = —1 buscamos el vector w = (w1, w>) # 0 tal que
1230 230 ][ ]=] 0 Jdedondew=] T |

asi escribimos A = PDP~! donde D = [ -1 (1) ] yP= [ 1 i } entonces

_t -1
At —  o(PDP1)t _ oP(tD)P~L _ patD -1_ e’ 0 1 3
ett= e =e = Pe'”P 1 [ 0 et 1 1
_ 1 3 et 0 -1/2 3//2 1 3 —e~t/2 3e7t/2
- 11 0 et 172 -1/2 11 et/2 —et/2
3et—et —3el+3e7t
At —
e = |: ef—ze_f —ef+23e‘t :|
2 2
3et—et —3et+3et
—At — pA(=t) —
luego eAt = eAl )—[ otoet —etizet ]
2 2
b) La solucién general del sistema esta dado por
X=Xn+Xp
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. t
donde X;, = eAtC con C vector de contantes arbitrarias y Xp = 4t [ e‘At[ t+ et ]dt luego
3e~t—et —3et+3et ¢
_ oAt
Xp= € f |: e—fz—ef —e‘f2+3ef :| |: t+et :| dt
2 2

2tef+3e2t—3 4(t—1)et+3e2t—6t
Xp = eAt f

2 — pAt 4
Jtetr3e2t_1 |dt=€ 4(t—1)ef+3e2t_2¢
2 3

3ef—et —3ef+3et 4(t—1)et+3e2t—6t —6tel+4(t—1)+3et
2 2 4 = 4
Xp = et—et —et+3et 4(t—1)et+3e2t—2t | = | —2tef+4(t—1)+3et
2 2 1 4
Por lo tanto, la solucién general es
3et—eT ) o) 4 (=3ei3e —6tet+4(t—1)+3et
X(t) = 2 2 + a
et—et —et+3e~t —2tet+4(t—1)+3et
2 1+ 2 €2 - 4

donde ¢ y ¢, son constantes arbitrarias.

12. Considere el sistema lineal no homogéneo

, 1 4 3et
X—[z 3]X+[3e-t]

Determine la solucién particular de este sistema.
Solucién:
4 3et

. 1
Identificamos A = [ > 3 ] y B(t) = [ 3e-t

resolviendo su ecuacién caracteristica, es decir

]. Los autovalores de la matriz A se encuentran

det[ 1-A 4 ]

2 3—A

1-A 4

det[ 2 3_

N ]:(1—)\)(3—)\)—8=)\2—4)\—5=()\—5)()\+1)=0

los autovalores son A =5y A =—1.

= Autovector asociadoa A =5

1-5 4 vi]_[O — —4vi+4vy ] _[ O —yi=v
2 3-5]lwv2]7|O 2vi—2v2 || O 1=v
entonces X1 (t) = [ i ]eSf es una solucion del sistema homogéneo.

= Autovector asociadoa A =—1
1-(-1) 4 vi]_JO 2vi+4vzy 1_J O _
[ 2 3—(—1)}[V2]—[o]=[2v1+4vZ}‘[o}="1—_2"2
entonces X (t) = [ _21 ]e—t es otra solucion del sistema homogéneo.
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Puesto que X1 y X2 son soluciones l.i. del sistema, una matriz fundamental del sistema es
Mo =] & 2],
luego la solucion general del sistema homogéneo es
Xn(t)=M(t)C
donde C = [ g; ] es un vector de constantes. La solucién particular esta dada por
Xp(t) =M () U(t)

donde U’(t) = [M(t)]~1 B(t), dado que

_ 1 —et —2et
M)t = m[ _e5t @5t ]
entonces
1 [ —et —2et ][ 3et e4t+ 2e76t
’ _ —
U(t)_ﬂ[ —edt ot M 3et }_[ e?t—1 ]
luego
eit 4 205t [letr2e®)ae |_| 5 +2%
vo= | | Tty ] [et-1)at [T | e

Por lo tanto, la solucién particular es

Xp(t)=[ o5t _e—t -

e2t -

—at —6t

5t —t e, 2e —

et 2e ] -+ 2 [
& —t

x'=6x—y

. Resolver el sistema
{y’ =5x+4y

5 2 -1
. Resolver el sistema: X =AXdondeA=| 1 6 -1
36 1

0

0

2

1 0
. Halle los valores y vectores propios de la matriz A = 0 1
-5 4
a 0 -2 1
. DadalamatrizA = 0 b d |[,determineaq,b,c, d, sabiendo que v = 4 es un vector
-2 0 ¢ -2
0
propio asociado al autovalor A\ =6y w= | 1 [ es un vector propio asociado al autovalor A = 4.
0
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4 3 2
5. Determine x, si A = 0 es un autovalorde lamatrizA=| 8 x 0
011
1 0 a
6. Dadala matrizA = | —1 1 O [ determine el valor del parametro a para que A = 1 sea un
0 1 a

autovalor con multiplicidad 2.

7. Para cada uno de los sistemas de ecuaciones diferenciales que se dan a continuacién, halle un
sistema fundamental de soluciones.

,_[ 6 —3 3 2 1
a)X_[2 1 X g X'=|-10 -1 |x
_ 1 2 3
b) Xf_[_l“o g]x L
-6 4 [-1 -1 -2
C)X’=[_9 G]X mx=|1 1 1 |x
5 s 2 1 3
. _ L |
d)X_[Z : ]X [-3 0 -1
1 -1 4 yX'=|-2 -1 -1 |x
e X'=|3 2 -1]|x 2 0 0
2 1 -1 - .
1 0 1 0 -1 1
f) X' = 0 1 -1 (X ) X' = 2 -3 1 X
-2 0 -1 |1 -1 1

8. Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

X! = 6x1 + 4x2
x! =—8x1—6Xx>2

N S

a) Escriba su forma matricial.
b) Halle la solucion general del sistema.

» . S x1(0) 7_ 1
c) Halle la solucion del sistema que cumple la condicién inicial [ X5 (0) ] = [ _a ]

9. Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

X'1 =X1+ 2X2—X3
x’2 =X1 + X3
xg =4x1—4x> + 5x_3

a) Escriba su forma matricial.

b) Halle la solucién del sistema.

10. En un bosque tropical cohabitan conejos, liebres y picas. La razén de cambio de la poblacién de
conejos respecto del tiempo en meses es igual al triple de la poblacién presente de conejos menos la
poblacion presente de liebres mas la poblacién presente de picas, la razén de cambio de la poblacion
de liebres respecto del tiempo en meses es igual a cinco veces la poblacion presente de liebres
menos la poblacién presente de conejos menos la poblacién presente de picas, la razén de cambio
de la poblacion de picas respecto del tiempo en meses es igual a la poblacién presente de conejos
menos la poblacion presente de liebres mas el triple de la poblacion presente de picas. Si la poblacién
inicial de conejos, liebres y picas es de 100, 300 y 500 respectivamente, determinela cantidad de
conejos liebres y picas que habra en el bosque al cabo de tres afos.

158



6.7. Ejercicios propuestos

11.

12.

13.

14.

15.

Una piscigranja en el centro del pais cultiva tres variedades de truchas, las variedades son arco iris,
perca y la marrén, sus poblaciones iniciales son 100, 50 y 80 truchas, respectivamente, el tiempo se
da en meses. La poblacién de truchas de la variedad arco iris respecto al tiempo tiene una tasa de
variacién igual a 0.5 veces la poblacién presente de la variedad perca, menos 0.25 veces la poblacién
presente de la variedad arco iris, menos 0.5 veces la poblacion presente de la variedad marrén; la
poblacién de truchas de la variedad perca respeto al tiempo tiene una tasa de variacién igual a 0.5
veces la poblacion presente de la variedad arco iris menos 0.25 veces la poblacion presente de la
variedad perca més la mitad de la poblacién presente de la variedad marrén; la poblacién de truchas
de la variedad marrén respecto al tiempo tiene a una tasa de variacion igual a 0.5 veces la poblacion
presente de la variedad arco iris menos 0.5 veces la poblacion presente de la trucha perca mas 0.75
veces la poblacién presente de la trucha marrén.

a) Modele el PVI que permita determinar la poblacién de cada una de las variedades de truchas
que contiene la piscigranja en cualquier instante t (meses).

b) Halle la solucién del sistema planteado en el item anterior.

La poblacion de una especie animal en el instante t (en meses) consiste en x(t) hembras e y(t) ma-
chos. La poblacién de hembras cambia respecto al tiempo a una razén igual a la poblacién presente
de hembras mas el doble de la poblacién presente de machos, y la razén de cambio de la pobla-
cién de machos respecto del tiempo es igual al séxtuple de la poblacién presente de machos menos
tres veces la poblacién presente de hembras. Si las poblaciones iniciales de hembras y machos son
x(0) =100 e y(0) = 80.

a) Determine las funciones x(t) e y(t) que nos proporcionan la cantidad de hembras y machos
de esta especie animal en todo instante de tiempo t.

b) Determine la cantidad de hembras y machos de esta especie animal después de medio afio.

c) ¢Después de qué tiempo, la poblacion de hembras es maxima?

En una reserva natural, la poblacion inicial de tortugas de las especies arrau, amarilla y amazénica
es de 400, 200 y 300 respectivamente, el tiempo se da en afos. La poblacién de arrad tiene una tasa
de variacion igual al doble de la poblacién presente de arrall menos siete veces la poblacién presente
de amarilla; la poblacién de amarilla tiene una tasa de variacion igual a diez veces de la poblacién
presente de amarilla, mas cinco veces de la poblacién presente de arrat, mas el cuadruple de la
poblacién presente de amazodnica; la poblacién de amazoénica tiene una tasa de variacion igual al
doble de la poblacién presente de amazdnica, mas cinco veces de la poblacién presente de amarilla.

a) Modele un PVI que permita obtener la poblacion de tortugas en las diferentes especies.
b) Determine la solucion del PVI obtenido en el item a)

c) Determine la poblacién de tortugas amazénicas despues de 1 afo.

La poblacién de dos especies de tilapias en una piscifactoria en cualquier instante de tiempo t (afios)
consiste en x(t) de especie roja e y(t) de especie plateada. La poblacién de especie roja cambia
respecto al tiempo a una razén igual al doble de la poblacion presente de la especie plateada mas
el doble la poblacién presente de la especie roja, y la razén de cambio de la poblacion de la especie
plateada respecto al tiempo es igual a la poblacién presente de la especie roja mas tres veces la
poblacion presente de la especie plateada. Si la poblacion inicial de la especie de roja es 400 y la
poblacion inicial de la especie plateada es 300, determine la cantidad de la poblacién de tilapias
rojas y plateadas que se tiene luego de transcurrido 12 meses.

Convertir la ecuacion diferencial dada en un sistema de primer orden usando la sustitucion u =y,

_ gy
V—m.
d? d d? d
a) GF+6F+9y=0 ) GF+aGg+5y=0
dz d2
b) d—t{+16y=o d) d—tzy—zsy:o
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16. Dado el sistema

x’1=x1+xz
x! =—x1+ X2+ et

2

a) Escribir el sistema de forma matricial.

b) Resolver el sistema.

17. Encuentre la solucion general de los siguientes sistemas

[ 3 =417 1 [ 2 5 ] sen(x)
avY'=l1 5 |r+ —3} dY'=|1 —2_Y+[Cos(x)]
,_[ -1 37 [ x+1 ,_[2 =37 %:zx
by Y= " 1 [Y+]| ox e Y =7 5 |r+| &

- - - - - 1+e2X
4 =3 [ e~ [ 3 —4 ] -1
c) Y’=_2 _1_Y+_ e"} f) Y’=_1 _2_Y+[ X ]

18. Resuelva los siguientes PVI

Y1 =2y1+3y2
a) Yy=y1+2y2+1
y1(0)=0,y2(0)=0
y1=2y2+x
b) Yy ==y1—2y2
y1(0)=0,y2(0)=1
[—2 =7 3
g Y=|1 3 -1
[ -1 -3 2
[1 0 0
ny=[21 -2 |v+
|32 1
-3 2 =2
g Y'=|-53 —4|y
| 0 0 -1

h) Resolver el sistema

yp=6y1+4y2+3
o) Yy==y1+2y2—2
y1(0)=1,y2(0)=0
Y1 ==3y1+2y2+x
d) Yy==y1—y2
y1(0)=0,y2(0)=0

X 1
Y+ | O [suetoaY(0)=]| 1
X 1
0 0
0 sujetoaY(0)=| 1
eXcos (2x) 1
sen(2x)+ cos(2x) -1
+ | sen(2x)+ cos(2x) | sujetoaY(0)=| —1
0 0

x’1 =3x1—13x2
xg =5x1+ X2

{

i) Resolver el sistema no homogéneo

Xy =x1+2x3—e™
X =2x1+ X2 + ef(1 + 4e3)

{
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Capitulo

Introduccion a la Teoria de Esta-
TG EY

Hasta ahora hemos estudiado técnicas analiticas para calcular, mediante integracion, las soluciones de
algunas ecuaciones diferenciales de primer orden o sistemas de ecuaciones diferenciales. Desafortuna-
damente, estas técnicas soélo sirven para hallar soluciones analiticas de algunas ecuaciones y lo que es
peor, no se puede esperar descubrir métodos que permitan encontrar soluciones a muchas ecuaciones.
Por ello debemos considerar también la posibilidad de estudiar las ecuaciones diferenciales mediante otros
meétodos, llamados métodos cualitativos.

La idea basica que esta detras de los métodos cualitativos que estudiaremos en este capitulo es que
ahora se supone la existencia de las soluciones y el objetivo no es encontrarlas, sino lo interesante es
saber cual es su comportamiento asintético (t — +00) aplicando el hecho que que la derivada de una
funcién soluciéon en un punto es la pendiente de la recta tangente.

7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Dadas las funciones F, G : R3 — R un sistema de primer orden de dos ecuaciones y dos incégnitas se
puede escribir de la forma

ax
I = F(tr X, Y)
(7.1)
dy
—=G(t, x,
p (t.x,y)
Sea el sistema

dx S P2

—= x—3y+

dt -/

2 )
—= XSén
dt Y

Es considerado de primer orden con incégnitas x e y.

Ejemplo 7.2

Sea el sistema

ox 5xy2 — In(t)
—= 5xy?—In

ac - Y

d

Y_ x2 +ty + et
dt

Es considerado de primer orden con incégnitas x e y.

Orbitas y trayectorias Consideremos una particula moviéndose en el plano XY, la localizacién de
la particula en el tiempo t sera (x (t), y (t)). El camino o la traza que sigue la particula en este
plano es llamado trayectoria de la particula. Parametrizando este camino con la variable temporal t,
podemos definir su trayectoria como una funcién 7y :1a, b[— R? tal que ¥ (t) = (x (t), y (t)).




7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

+y

=l

" » Y(a, b)

Figura 7.1: Trayectoria de una particula en el plano

DISIeIslM VVector Velocidad

El vector velocidad en un punto arbitrario de (x, y) en el tiempo t esta dado por

Y () = (X (1), y' (1)).

Los vectores velocidad definirdn un campo de vectores , asi podemos determinar la localizacién de la
particula (x (t), y (t)) en cualquier instante t, al resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

x'(t) = F(t, x (1), y (t))
y'()=G(t, x(t),y(t)

Interpretando geométricamente, el vector velocidad (x’(t), y’(t)) es tangente a la trayectoria y (t) en

cada t, es decir F y G determinan un campo de vectores tangentes a las trayectorias, como se ve a
continuacién:

vector velocidad

(x(1), y(1))

x'(t), y'(n))

Irayectoria

Figura 7.2: Vectores tangentes a una trayectoria

DIiIsM Retrato Fase

El retrato fase para el sistema de ecuaciones diferenciales (7.1) es la representacion geométrica de
una coleccién de trayectorias en el plano XY llamado plano fase.

7.1.1. Sistema de primer orden Auténomo

Un sistema de primer orden es auténomo si la variable independiente no aparece en la parte derecha de
las ecuaciones que conforman el sistema de primer orden, es decir es de la forma

dx
(7.2)
dy
—=G(x,
e x.y)
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Proposicion 7.1

Considerando el sistema auténomo (7.2) y que F y G son funciones continuas con respecto a x e y.
Si y1 y Y2 son dos trayectorias correspondientes a puntos iniciales p1 y p2 respectivamente tal que
p1 # p2 entonces Y1 (t) # v2 (t) para todo t (las trayectorias y1 (t) y y2 (t) nunca se intersectan).

De la ecuaciones que conforman el sistema (7.2) se deduce la ecuacién diferencial
dy G(x.y)
dx  F(x,y)

cuya solucién determina las trayectorias buscadas, aunque no siempre sera posible resolver esta ecuacion,
pero nos ayudara a obtener informacion cualitativa acerca del comportamiento de las trayectorias.

Del sistema (7.2) estamos interesados en :
= Saber si existen valores Xg e yo, para los cuales el vector (X, yo) es su solucion .

= Si ¢(t) es una solucién de (7.2) y supongamos que ¢(t) es una segunda solucién de (7.2) con
§(0) muy cerca de @(0)( es decir, ¢;(0) estd muy cerca de ¢;(0), siendo j = 1, 2) ;permanecera
Y(t) cerca a o(t) o Y(t) se alejard cada vez mas de ¢(t) cuando t alcance valores muy grandes?
esta pregunta se conoce como problema de estabilidad y es el problema fundamental en la teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales ademas ha ocupado la atencién de muchos matematicos
en los dltimos cien anos.

= ;Qué ocurre con las soluciones de (7.2) cuando t tiende a infinito? ; Tienden todas las soluciones a
valores especificos? ¢se aproximaran al menos a una solucién periédica?

Solucién estable

Una solucién x = x (t), y = y (t) del sistema diferencial

x’' =F(t, x,y)

y' =G(t,x,y)
se dice que es estable si para toda soluciéon ¢ (t) = (¢1(t), Y2 (t)) del sistema de ecuaciones
diferenciales y para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que

Y1 (to)—x(to)l <6 = |1 () —x(t)| <€, V>t

[¢2(to)—y (to)l <o = [¢2()—y (D)l <€, Vt=>to,
Ademas, si t“Too g1 (E)—x(t)|=0y t“Too |2 (£)—y (t)| = 0 la solucién se denomina asintétia-
mente estable.

()
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En el caso que la solucion x (t), y (t) no es estable se dice que la solucién es inestable, es decir para
valores de t en una vecindad de tg se tiene y |1 (t) —x(t)| > €0 vy |¢2 (t) —y (t)] > €0 para algun
g0 >0.

DEYN]aMM Punto de Equilibrio o punto critico

Para el sistema (7.2) cualquier valor de x e y para los cuales F y G se hacen cero a la vez seran
llamados puntos de equilibrio.

Si (X0, Yo) es punto de equilibrio entonces x(t) = xo y y(t) = yo es una solucién del sistema (7.2) y es
llamada solucién de equilibrio del sistema.

Ejemplo 7.3

Determine los puntos de equilibrio del sistema

X' =x+y
y’ =2x—3y
Solucion:
Igualando a cero ambas ecuaciones obtenemos
X+y=0 = X=—y

2x—3y=0 = 2(-y)—-3y=0 =y=0

luego, el Unico punto de equilibrio es (0, 0).

Ejemplo 7.4

Determine todos los puntos de equilibrio del sistema

x'=2x+y
y'=4x+ 2y

Solucion:
Igualando a cero ambas ecuaciones obtenemos

2x+y=0
= y=-2X
4x+2y=0

luego, los puntos de equilibrio seran los puntos de la forma (x, y) = (t, —2t) para t € R.

Ejemplo 7.5

Determine todos los puntos de equilibrio del sistema

2
x' = "7 —X
y'=x>—y
Solucion:
Igualando a cero ambas ecuaciones obtenemos
2 2
X X
——X= > —=
v —X 0 T

= l=x = y=1
X2—y=0 S X2=y

luego (1, 1) es el Unico punto de equilibrio .
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Sistemas autdnomos lineales con coeficientes constantes

En esta seccién analizamos el sistema auténomo para F y G funciones lineales de la forma
Fix,y)=ax+by 'y G(xy)=cx+dy,

entonces el sistema se reduce a

X
—=ax+ by

g}t, (7.3)
—=cx+d

dt Y

donde a, b, ¢ y d son constantes, en este caso la ecuacién diferencial para determinar sus trayectorias
esta dada por la ecuacion diferencial

dy cx+dy
dx  ax+ by’
Observamos que el sistema (7.3) puede ser escrito en la forma X’ = AX donde

a b X
a=[Sq] v x=[7]
Asi el objetivo es determinar el comportamiento cualitativo general de las trayectorias o curvas solucién

(x(t), y(t)). Asumiremos que la matriz A es invertible, esto garantiza que hay un solo punto de equilibrio
que es (0, 0).

Retratos Fase

= Caso 1: Los autovalores de A son nimeros reales distintos
., . . x(t
Entonces la solucién del sistema tiene la forma Z(t) = [ y Etg ] = ci1viert+crvyeret donde Mg
y A2 son autovalores y v1, V7 sus respectivos autovectores de la matriz A.

* SiAz2 <A1 < 0 el comportamiento de las trayectorias es como sigue:

Si t — +00 entonces © 0
X
Z(t) = —
© [ y(t) ] [ 0 ]
Sic1 =0y t— —oo entonces

o= 33 ][ 2]
Sicp =0yt — —o0 entonces

20=[ o ] = i ]
Si t &~ +00, entonces

’\1tc1v1)\1

Z'(t)= c1v1)\1e“t + C2V2)\ze)‘2t ~e
lo que implica que Z’ (t) es paralelo a v1.
Si t & —o0, entonces

A

Z'(H)= C1V1)\16)‘1t + C2V2)\26)‘2t = ehat (C1V1)\16()‘1_)‘2)t + C2V2)\2) ~ePleyvors

lo que implica que Z’ (t) es paralelo a v5.
En este caso el punto de equilibrio (0, 0) se denomina nodo estable.
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v >

Figura 7.3: Nodo estable

* Si0 <A <A1 el comportamiento de las trayectorias es como sigue:

Si t — —oo entonces Z(t) = [ ;Eg } - [ 8 ]

Sic; =0yt — 400 entonces

20=[ 6 | =] s ]
Sic, =0yt — 400 entonces

20=[ i |—[ 5 ]
Si t ~ —o0, entonces

A2

Z' () = cividreMt + covors ettt & ety v,

lo que implica que Z’ (t) es paralelo a V5.
Si t ~ 4+ 00, entonces

Z'(t) = civairieMt + covadsetet = e“t(clvl)\l + szz)\ze("z_’\l)t) ~eMiciviag,
lo que implica que Z’ (t) es paralelo a vj.

V2 ¥k Vi

Figura 7.4: Nodo inestable

En este caso el punto de equilibrio (0, 0) se denomina Nodo Inestable.
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» SiAz <0 < A7 el comportamiento de las trayectorias es como sigue:

Sic1 =0yt — +00 entonces Z(t) es paralelo a v2
_[ x() 0
zo=| o |—[o]
Sicy =0yt — +00 entonces Z(t) es paralelo a v1

o-[38 ][ 12

Sic; =0yt — —oo entonces
wo=[3§ [ 22

Sic; =0yt — —oo entonces

[ —

20=[ 58 ]—[ o]
Sit ~ +00, entonces

Z' () = civid1 €Mt + covarsetet = ehit (clvl)\l + czvz)\ze(“_)‘l)t) ~eMiciving

lo cual implica que Z’ es paralelo a vj.
Si t ~ —o0, entonces

A

Z'(t) = civirreMt + covoretet = et (clvl)\le(’\l_h)t + czvz)\z) ~eMtoavor,

lo cual implica que Z’ es paralelo a v>

Figura 7.5: Punto silla

En este caso el punto de equilibrio (0, 0) se denomina Punto silla.

Ejemplo 7.6

Caracterice el punto de equilibrio del sistema lineal X = AX y dibuje su retrato fase.

|k =2
1.S|A_[_2 _1]
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El determinante de la matriz A es —3 # 0
entonces el Unico punto de equilibrio del sis-
tema es (0, 0), luego resolviendo la ecuacion
caracteristica de la matriz A obtenemos que oo
sus autovalores son A1 =1, A =—3ysus
respectivos autovectores son vi = (—1, 1)7
y V2 = (1,1)". Por lo tanto, el punto de equi-
librio es un punto silla. e

0.75

-0.50

-0.7%

N7

Taafoe -095  -050

. 1 3
2. SiA= [ > _4
El determinante de la matriz A es 2 # 0 entonces el Gnico punto de equilibrio del sistema
es (0, 0), luego resolviendo la ecuacion caracteristica de la matriz A obtenemos que sus
autovalores son A1 = —1, Ay = —2 y sus respectivos autovectores son v = (=3, 2)" y
vy = (=1, 1)7, luego punto de equilibrio es un nodo estable.

100
—P
—1.|DD -0.75 -0.50 -0.25 Q.00 023 050 075 X

= Caso 2: Los autovalores A de la matriz A son nimeros reales y repetidos

. . . Vi1 V21
* Autov res linealmente in ndien V] = , V2 = .
utovectores linealmente independientes v; [ Via ] 2 [ Vay ]
x(t)

La solucién tiene la forma [ v ] =Z(t)=eM(c1v1 + c2Vv2) luego

x(t) =erM(c1vi1 + c2v21)

y () =erM(c1viz + c2v22),

entonces At
x(t) e (civi1+caval)

y()  eM(civiz +cav2r)
con K constante arbitraria.

=K = x(t)=Ky(t)

o SiA < 0 el punto critico es denominado nodo estable. Ademas
Si t — +00 entonces Z(t) = [ x(6) ] — [ 8 ]

y(t)
Si t — —oo entonces Z(t) = [ ;Eg ] - [ iz ]
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Figura 7.6: Nodo estable un autovalor negativo y dos autovectores .i.

o Si A > 0 el punto critico es denominado nodo inestable. Ademas

Si t — + entonces Z(t) =[ x(t) ]_.[ +0o ]

v(t) +00
Sit— +00 entonceSZ(t)=[ ;Eg ]_’[ 8 ]
Y
B XL

Figura 7.7: Nodo inestable un autovalor negativo y dos autovectores |.i.

» Autovectores proporcionales (linealmente dependientes).

La solucién tiene la forma Z(t) = e* (c1v + ¢2 (v2 + tv)) donde Vv es un autovector y v> es
un autovector generalizado, linealmente independiente con v

o Si A < 0 el punto critico es denominado nodo impropio estable. Ademas

Si t — 400 entonces
z0=[ 35 1-[¢ ]

zo- 3] [22]

Si t — —oo entonces

Si t ~ +00, entonces
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Z' (t) eM[(Ac1+ Aot + C2) V+ ACava] = eM(Ac1Vv+ Acava + V) + Aerttcov

~ eMicatv,
lo que implica que Z’(t) es paralela a v.
Si t ~ —00, entonces

AC1V+ AC2V2 + CoV
t

Z’(t)=e“t( +)\czv) ~ACatery

o que implica que Z’(t) es paralela a v.

Figura 7.8: Nodo impropio estable

o SiA > 0 el punto de equilibrio es denominado nodo impropio o inestable. Ademas

Si t — —o0 entonces
z0=[ 35 ][5 ]

o= 33 ][ 22

Si t — +00 entonces

Si t ~ —o0, entonces

Z'(t)= eM[(Ac1+ACat+ C2)V+AcaVva]
= eM[Ac1V+ v+ Acava] + eMAcovt]
~ eMAcovt
lo que implica que Z’(t) es paralela a v
Si t ~ +00, entonces
ACIV+ CV+ AC2 V2
t

Z'(t)= e”t[ + )\czv] ~ eMacotv

lo que implica que Z’(t) es paralela a v.
¥ g
-
}b\ - ,(_&-/x'

o

Figura 7.9: Nodo impropio inestable
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S Ly

Caracterice el punto de equilibrio del sistema lineal X’ = AX y dibuje el retrato fase donde
6 —8
a-[$ 2]

Solucién:
vk

El determinante de la matriz A es 4 # 0 en- o W —

tonces el Unico punto de equilibrio del sistema es ==

(0, 0), luego resolviendo la ecuacién caracteris-  **° /
tica de la matriz A obtenemos que su autovalor s ﬁ e
A = 2 es de multiplicidad 2 , con un solo auto- %

.——”/

vector (2, 1). El punto de equilibrio es un nodo ~ °*

-1.00 4
-1.00 -0.95 -050 -0.25 000 0.25 0.50 0.75

impropio inestable.

= Caso 3: Los autovalores de la matriz A son nimeros complejos conjugados (A = a + bi).
Si v =r < is es el correspondiente autovector, entonces

Z(t) = e[ c1(cos(bt)r—sen(bt)s)+ cz2 (sen(bt)r+ cos(bt)s)]
Si denotamos V/(t) = c1 (cos (bt) r—sen(bt)s) + c2 (sen (bt) r + cos (bt)s) se cumple que

Z(t) = etv(t)

v(e 2") V()
+ — | =

b
entonces V es una funcién periddica de periodo Z—b".

» Considerando a = 0 el punto de equilibrio es llamado punto centro estable, ademas

Z(t)=V(t)

y como Z(t) es una funcién periédica, entonces las trayectorias del sistema seran cerradas.

¥ F Y
- - - -—
= - — P _ ) -
- - - — o :
- = i s - - N
; -
o - - - . |} l
- - - 3 \ v
. . -
: >, ¢ ¢ (‘v = b1 ¥, "l ¢* / ’* x-l
- " L S > o
’( f L] . = -~ - e
o Wk gy e S W
-
- i — - i - -
= S = . o —
— - = -

Figura 7.10: Punto centro estable
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» Considerando a < 0 el punto de equilibrio es llamado punto espiral estable, ademas

Z(t) = etv(t)
0

J-[o]
}q[im

+oo

x(t)
y(t)
x(t)
y(t)

Si t — +00 entonces Z(t) = [

Si t — —oo entonces Z(t) = [

]

Figura 7.11: Punto espiral estable

» Considerando a > 0 el punto de equilibrio es llamado punto espiral inestable,

Z(t) = etv(t)

’ [ x(®) +00
Si t — +00 entonces Z(t) = [ (o) } — [ too ]
. _ [ x(®) 0
Si t — —oo entonces Z(t) = [ () } — [ 0 ]
- - - - Y - -— - =
-
o ~ it = - -
g '( - ot - -
-r" - " > ~ - " | ¥ ‘l lr x;
| ) L Wk ¥ J £ i
: - - - ~ » "
- — L pe p
~ = g ” = »
- - - »
- - o~ -

Figura 7.12: Punto espiral inestable

Del andlisis hecho anteriormente, podemos caracterizar el punto de equilibrio de acuerdo a los autovalores
obtenidos, como sigue:

| Autovalores

Tipo de punto de equilibrio \

Reales y negativos

Nodo estable

Reales y positivos

Nodo inestable

Reales y signo opuesto

Punto silla

Complejo y parte real negativa

Espiral estable

Complejo y parte real positiva

Espiral inestable

Complejo puro 172

Centro estable
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Ejemplo 7.8

Caracterice el punto de equilibrio para el sistema
lineal X’ = AX y grafique el retrato fase, donde

6 1
A=[ 5 ]
Solucién: La determinante de la matriz A es
25 # 0 entonces el Unico punto de equilibrio
del sistema es (0, 0), luego resolviendo la ecua-

cién caracteristica de la matriz A obtenemos que
sus autovalores son A = 5 % 2i{, con autovecto-

_ 1 _ 1 | |
eSVI=l1-2; |YV2=[ 142; |U°90°
punto de equilibrio es espiral inestable. 100 -075

7.1.2. Estabilidad en Sistemas Auténomos de primer orden

Estudiaremos el andlisis cualitativo del sistema auténomo (en general no lineal) de la forma

ax
P F(x,y)
(7.4)
y
P G(x, y)

siendo que F y G tienen derivadas parciales continuas.

En el estudio de este tipo de sistemas surge la interrogante natural, ¢por qué interesarnos en este tipo
de sistemas? La razon principal es que muchos sistemas dindmicos biol6gicos y las ecuaciones que los
describen son no lineales por la propia naturaleza de los fendmenos en cuestion.

Estamos interesados en hacer una clasificacion similar de los puntos de equilibrio para este sistema tal
como se hizo en el caso lineal. Para lograr esto recurriremos al célculo elemental, un primer método para
estudiar dichos sistemas es linealizar estas ecuaciones, es decir si tenemos z = f (x, y) que define una
superficie en el espacio. El plano tangente a esta superficie en el punto (xo, yo) tiene por ecuacion

of of
z=f(xo0,y0) + (x—x0) — (X0, y0) + (¥ — yo) — (X0, )
ax ay

Este plano dara la mejor aproximacion de

z=f(xy)

.(.\'n_l'mj

en las proximidades del punto (xo, ¥o)-
Por tanto, volviendo al sistema (7.4) tenemos que para F y G diferenciables podemos escribir
F(x, ¥) ~ F(x0, ¥0) + (x — X0) % (X0, ¥0) + (¥ = ¥0) 5 (0, ¥0)

G(x,y) ~ G(x0, ¥0) + (x—X0) 5 (X0, ¥0) + (¥ = ¥0) 3 (X0, ¥0)
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luego

& ~ F(x0, ¥0) + (X — X0) 3(x0, ¥0) + (¥ — y0) & (X0, ¥0)

% ~ Gx0, y0) + (x—x0) 2 (x0, ¥0) + (¥ — y0) 32 (X0, Yo)

En el caso que (Xo, yo) sea un punto de equilibrio del sistema (7.4), el sistema se reduce a

dx oF oF
gt~ (X = X0) (X0, yo) + (y = y0) 35 (X0, Y0)

dy oG 26
gt~ X = x0) (%0, o) + (¥ = y0) 5y (X0, y0)

reescribiendo de forma matricial obtenemos

- X0, X0,

X 0, Yo y 0, Yo X—X
dy BG( ) 8G( ) Y—Yo
— —(Xo, —(Xo,

; ax 0-Yo ay 0.Yo0

de esta manera si definimos la matriz jacobiana J(x, y) por

oF oF
&(x, y) a—(x, y)
I =\ 56 56
—xy) —(xy)
ax dy

podemos pensar que el sistema (7.4) se encuentra proximo al sistema lineal

dx

at | — X —Xo
gt | =sexoyo| 3230 |
dt

x(t)—xo

haciendo u (t) = [ vt —yo

] el tltimo sistema se escribe

u’ =J(xo, yo)u (7.5)

pero con esto solo conseguimos una aproximacion local lineal del comportamiento cualitativo de la solu-
cién cerca de puntos de equilibrio. No obstante, en muchas situaciones fisicas las aproximaciones lineales
resultan ser adecuadas y validas . Ello no altera para nada el hecho de que en muchas otras situaciones
la linealizacion esté fuera de lugar.

Punto de equilibrio aislado

Un punto de equilibrio p = (X0, yo) es llamado aislado si existe una vecindad de (Xxo, yo) de manera
que en esta vecindad no existe ningun otro punto de equilibrio.

Teorema de Liapunov-Poincaré

Dado el sistema

x'=F(x,y)

y' =G(x,y)

un punto de equilibrio aislado (X0, yo) es llamado asintéticamente estable si y solo si la parte real
de todos los autovalores de la matriz Jacobiana J (Xo, yo) son negativos.
Si la parte real de al menos un autovalor es positivo, el punto de equilibrio sera llamado inestable.
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Teorema 7.2

Dado un punto de equilibrio aislado (Xo, yo), Si la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana
J (X0, yo) son diferentes de cero, entonces el sistema (7.4) y su version linealizada (7.5) tienen las
mismas caracteristicas de estabilidad (clasificacion) en una vecindad del punto de equilibrio.

= Observacion

Si la parte real de alguno de los autovalores de la matriz jacobiana J(xo, yo) fuese cero, no podremos
concluir nada acerca de la estabilidad del sistema no lineal en el punto de equilibrio (xo, yo) sin antes
hacer un analisis mas profundo.

Podemos reescribir la relacion de autovalores relacionados con su estabilidad en la siguiente tabla, el
termino estabilidad lineal se refiere a la estabilidad de los los puntos de equilibrio del sistema linealizado
correspondiente, por otro lado el termino estabilidad no lineal se refiere a la estabilidad del punto de
equilibrio en el sistema no lineal correspondiente.

| autovalores | | Estabilidad lineal | Estabilidad no lineal |
Reales y negativos Nodo estable Nodo estable
Reales y positivos Nodo inestable Nodo inestable
Reales de signo opuesto Punto silla Punto silla
Complejos con parte real negativa Espiral estable Espiral estable
Complejos con parte real positiva Espiral inestable | Espiral inestable
Complejo puro centro estable indeterminado

Ejemplo 7.9

Halle puntos de equilibrio del sistema

x'=x(1—-y)
y'=y(2-x)
y determine la aproximacion lineal al sistema en cada punto de equilibrio.

Solucién:

Encontraremos los puntos criticos resolviendo el sistema de ecuaciones
X(l—-y)=0=x=0 v 1—y=0
y2—-x)=0=y=0 v x=2
= Six=0= y =0 luego (0, 0) es un punto de equilibrio.
m Siy=1= x =2 luego (2, 1) es un punto de equilibrio.
linealizamos el sistema en las proximidades de los puntos criticos obtenidos anteriormente a través

del sistema

u’ =J(xo, yo)u
[ 1-y —X
donde J(x, y) = [ —y 2 x ]
= Considerando el punto de equilibrio (0,0)

0=[5 3]

esta matriz tiene autovalores reales y positivos A1 = 1 y A> = 2, luego el punto de equilibrio
(0, 0) es un nodo inestable del sistema linealizado

u’=J(0, 0)u,
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ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero, el punto de equilibrio
(0, 0) tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).

= Considerando el punto de equilibrio (2, 1)

en=[ % 7]

la solucién de la ecuacion caracteristica de esta matriz es

det([ j :i D:Az—z:o:m:ﬁ y A=—+2
entonces, luego el punto de equilibrio (2, 1) es un punto silla del sistema linealizado

u'=J(2, 1)y,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero el punto de equilibrio (2, 1)
tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).

Ejemplo 7.10

Determine y clasifique los puntos de equilibrio del sistema, luego esboce su diagrama fase.

ax ( 1)
—=x(x—-
dt

dy
— 2+ 2
5=y (@+x?)

Solucion:
Encontremos los puntos criticos resolviendo las ecuaciones

X(x—1)=0=>x=0 v x—1=0
y(2+xy?)=0=y=0 v 2+xy?>=0
= Six=0= y =0 luego (0, 0) es un punto de equilibrio.
= Six=1= y =0 luego (1, 0) es un punto de equilibrio.
Linealizando el sistema en las proximidades de los puntos criticos obtenidos a través del sistema

u’ =J(xo, yo)u
donde

J(X,y)=[

= Considerando el punto de equilibrio (0,0)

2x—1 0
y3 2+ 3xy?

jo.0=[ 5 3]

esta matriz tiene por autovalores a A1 = —1, A2 = 2 luego el punto de equilibrio (0, 0) es un
punto silla del sistema linealizado

u’ =J(0, 0)u,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero, el punto de equilibrio
(0, 0) tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).
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= Considerando el PE.(1, 0)

o= 3]

esta matriz tiene por autovalores a A = 1, 2, luego el punto de equilibrio (1, 0) es un nodo
inestable del sistema linearizado

u’ =J(1,0)u,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero el punto de equilibrio
(1, 0) tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).

2
=)

V 4
- “j (
o\ 0

iz
|

i

Ejemplo 7.11

Determine y clasifique los puntos de equilibrio del sistema, luego esboce su diagrama fase.

ax
—_— =X
at <Y
dy
—=y(2x+y—3
o y( y—3)
Solucion:
Encontremos los puntoS criticos resolviendo las ecuaciones
{X —y=0 x=Yy
p— =>
y(@2x+y—=3)=0 y=0 v 2x+y=3

Siy = 0= (0, 0) es punto de equilibrio.

Si2x+y=3=0=3x=3 (pues x =y) = x = 1 = (1, 1) es punto de equilibrio.
El sistema linealizado tendra la forma
u’ =J(xo, yo)u

donde 1 1
j(X’Y)=[ 2y 2x+2y—3 ]
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= Considerando el punto de equilibrio (0,0)

je.0=[g 73]

ya que esta matriz es triangular observemos que los autovalores son A1 =1y A, = —3, por
tanto considerando el sistema linealizado asociado a este punto de equilibrio

u’ =J(0, 0)u,

sera caracterizado como punto silla, ademas ya que los autovalores son diferentes de cero
este punto de equilibrio sera caracterizado de manera similar para el sistema no lineal dado
inicialmente.

= Considerando el punto de equilibrio (1,1)

an=[3 7|

hallemos sus autovalores

1-x -1

det[ 2 1-2a

]=0=>(1—/\)2+2=0=>/\1=1+«/§i Y A2=1—+2i

en este caso los autovalores son nimeros com-
plejos con parte real positiva, por lo tanto consi- Y4 77 =
derando el sistema linealizado asociado a este 18 / =
punto de equilibrio u” = J(1, 1)u, sera caracte-
rizado como espiral inestable, ademas ya que
la parte real de los autovalores es diferente de
cero este punto de equilibrio sera caracterizado
de manera similar para el sistema no lineal dado
inicialmente.

Los diagramas de fases han sido realizados en python ( ver cddigo en apéndice A).

7.1.3. Aplicaciones
Modelo de Predador- Presa(Lotka-Volterra)

En este caso consideramos la interaccion de dos especies. Una especie de predadores y la otra especie
de presas. Para construir el modelo definiremos las variables como sigue

X(t) : poblacién de presas en el tiempo t.

y(t) : poblacién de predadores en el tiempo t.

Tengamos en cuenta que si no existiesen predadores, la poblacién de presas creceria malthusiana-
mente; mientras que si no hubiese presas, la especie predadora decreceria, también siguiendo un modelo
malthusiano, es decir:

x'(t) = ax
y'(t) =—dy
donde
a :tasa de crecimiento de las presas en ausencia de predadores.
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d : tasa de disminucion de predadores en el caso de ausencia de presas.

Ahora bien, como ambas especies conviven en un mismo tiempo y se relacionan es necesario modi-
ficar ambas ecuaciones con un término que dependa de la interaccion, beneficiosa para depredadores,
desfavorable para presas, razon por la cual se toma con signo negativo en el crecimiento de presas y
positivo en el de depredadores:

x’(t) = ax—b * interaccién
y’(t) =—dy + c * interaccién

donde
b : tasa de depredacion de la presa.
C : tasa de beneficio del predador por la depredacion.
entonces

x'(t) =x(a—by)
y'®)=y(cx—d)
donde a, b, c,d >0
Observemos que este sistema es no lineal con puntos de equilibrio (0, 0) y (d/c, a/b). Calculando el
jacobiano tenemos que
_[a=by —bx
j(x,y)—[ cy cx—d]

= En el punto de equilibrio (0, 0)
a O
jo.0=[g %]

Luego los autovalores son A1 = a > 0 y A = —d < 0, consecuentemente el punto de equilibrio

(0, 0) es un punto silla.
= En el punto de equilibrio (d/c, a/b)

_ 0 —bd/c
j(d/c,a/b)_[ ca/b 0 ]

luego los autovalores son A = *iv/ad. Entonces en la aproximacién lineal el punto de equilibrio
(d/c, a/b) es un centro , sin embargo en este caso la clasificacion de este punto de equilibrio en
el sistema no lineal sera indeterminado, luego para determinar su clasificacion, calcularemos sus
vectores de velocidad como sigue:

| / ‘.\‘ ‘\:

a'b .
[ o—--""r /.
_Y
0 die

por lo que deducimos que este punto de equilibrio es un centro o un punto espiral inestable, enton-
ces en este caso para determinar las trayectorias de manera mas exacta se resolvera la ecuacion
diferencial dada por

dy cxy—dy
dx  ax—bxy’
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esta es una ecuacion diferencial separable pues
(a—by)dy (cx—d)dx
y a X

luego integrando se obtiene
alnly|—by =cx—dln|x|+ K

donde K es una constante arbitraria, al hacer la grafica de esta ecuacion dando valores especificos
a los parametros a,b, c y d se observa mas exactamente que las trayectorias seran cerradas en un
vecindad del punto de equilibrio (d/c, a/b) consecuentemente el diagrama de fase de este sistema
tiene la forma

Por lo tanto, el modelo predice que la poblacion de ambas especies tendra un comportamiento pe-
riédico. El andlisis cualitativo también indica por ejemplo que para pequefios valores iniciales de
los predadores y presas, inicialmente las presas creceran y la poblacién de predadores se mantie-
ne aproximadamente constante, luego desde que hay muchas presas, la poblacién de predadores
comienza a aumentar mientras que el numero de presas decae. Este ciclo se repetira.

Modelos Epidemiolégicos simples

¢, Cémo modelan los matematicos la propagacién de una enfermedad infecciosa? Complicando las
cosas estéa el hecho de que diferentes tipos de enfermedades tienen todo tipo de caracteristicas diferentes,
y esas caracteristicas deben reflejarse en las ecuaciones que utilizan los matematicos.

Modelo SIR

Supongamos que un pequefo grupo de personas, que tiene una enfermedad infecciosa, migra a una pobla-
cién mas grande. El problema que planteamos es el de saber si, cuando aumenta el tiempo, desaparecera
la enfermedad o por el contrario se presentara una epidemia. Supondremos también que la enfermedad
otorga inmunidad permanente a cualquier individuo que se haya recuperado de ella, y ademas que su
periodo de incubacién es muy breve. Por lo tanto, un individuo que contrae la enfermedad se convierte
rapidamente en agente de contagio. Dividiremos a la poblacién en tres clases de individuos:

= La clase infectiva I, formada por todos aquellos individuos que estan en condiciones de transmitir la
enfermedad a otros.

= La clase susceptible S, formada por los individuos que no son agentes de transmitir la infeccion pero
que estan en condiciones de padecerla y volverse infecciosos.
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= La clase de recuperados R, que la constituye los individuos que adquirieron la enfermedad y murie-
ron, los que se han recuperado y son inmunes permanentemente, y los que fueron aislados hasta
su recuperacion y adquisicién de inmunidad permanente.

Supongamos una poblacién de tamaro fijo N que en un instante t se puede considerar dividida en tres
clases: los susceptibles S(t) (que se pueden infectar), los infecciosos I(t)(que estan infectados y pueden
transmitir la enfermedad), y los recuperados R(t) (individuos inmunes a la enfermedad)

El flujo entre estas tres clases se puede describir como sigue

b a
S—I—R
Para construir este modelo, tendremos en cuenta las siguientes hipétesis:

= En el intervalo de tiempo considerado, la poblacién permanece en un nivel fijo N. Ello significa, que
no hacemos caso de los nacimientos, muertes por causas ajenas a la enfermedad considerada, inmi-
gracion y emigracién. Dado que podria haber interaccién entre individuos susceptibles e infecciosos
que puedan afectar negativamente a una porcion de personas susceptibles. La rapidez de variacion
de la poblacién susceptible es proporcional al producto del nimero de miembros de S(t) y de I(t).

ds
— = —bSI
dt

= | uego sirestas esas personas a la categoria de susceptibles la agregas a la categoria de infecciosos,
por otro lado los individuos que se retiran de la clase infecciosa I(t), lo hacen segun una tasa
proporcional al tamafo de I(t)

dI
—=>bSI—al
dt

= | os individuos que se retiran de la clase infecciosa I(t) se agregan a la categoria de recuperados

entonces la dinamica seria
drR
=al

i

De estas hipétesis es inmediato deducir que S(t), I(t) y R(t) cumplen el siguiente sistema:

ds
— =—bSI
dt
dl
—=bSI—al
dt
dR
—=al
dt
donde
b es la tasa de infeccién.
a es la tasa de recuperacion.
Notese que
ds dI dR
—+ —+ —=—bSI+bSI—al+al =0
dt dt dt

d
entonces E(S + I+ R) = 0. Para analizar el sistema, se supone que en el instante cero

5(0)>0,I1(0)>0,R(0)=0

Una cuestion de interés es saber si la epidemia se va a extender, es decir si I(t) > I(0) parat > 0.
Como R(t) = N — S(t)—I(t) entonces el sistema SIR dado inicialmente puede reducirse al siguiente
sistema de dos ecuaciones

ds bSI S(t S
Pt (to) =So
o bSI I I(to) =1
R —a =
e 0)=1Io
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las orbitas de este sistema son las curvas soluciones de la ecuacion diferencial de primer orden

dl  bSI—al a

= =1+
dS~  —bSI bS

Para analizar el comportamiento de las curvas anteriores, estudiamos el signo de I’(S). Definiendo
a dl
c := —, entonces — < 0 si S > ¢, y positiva para S < ¢. Por tanto, I(S) es una funcién de S que es

creciente para valores de S < c y decreciente para S > c.

Es importante notar que S(t) decrece, R(t) crece y que si S(0) es menor que ¢, como S(t) < S(0)

T
entonces S(t) < c para t > 0 luego I(t) decrece monétonamente en el tiempo ya que p < 0 desde que

a4
_ dt .
E =45 > 0. Por otro lado, si S(0) > ¢ entonces
dat
adI(0)
T =(bS(0)—a)I(0)>0

luego I crecera por lo menos en las proximidades de t = 0.

No podemos resolver la dinamica del modelo SIR de forma analitica, pero podemos hacer simulaciones
que ayuden a explorar su solucion analitica. En resumen, si se incluye un pequefio grupo de infecciosos Ip

10000
8000 R
000

4000

Nra de individuos

2000

Figura 7.13: Modelo SIR caso epidemioldgico

en un grupo susceptible Sg, con S(0) < ¢, entonces la enfermedad desaparecera rapidamente, por otro
lado si S(0) > c, entonces I(t) crece, es decir la enfermedad se puede extender mientras S(t) decrece
hasta el valor de ¢, momento en que I(t) alcanza su valor maximo cuando S = ¢, luego I(t) empieza a
decrecer solamente cuando el nUmero de susceptibles se encuentra por debajo del valor de umbral c. De
estos resultados se puede concluir que se presentara una epidemia sélo si el nimero de susceptibles en
la poblacién excede el valor de umbral ¢ = b/a.

El valor S(0)/c se denomina nimero reproductivo de infeccién y se denomina generalmente Ry, la
cantidad Rg es de gran importancia en epidemiologia, ya que indica si la infeccion se puede extender. Es
la clave para comprender porqué los programas de vacunacion funcionan y explica porque no es necesario
vacunar a todos contra la enfermedad infecciosa, pues mientras el nimero de individuos susceptibles sea
menor que ¢, la infecciéon no se extendera. ¢ viene a ser un dato teérico, sin embargo en la practica se
deberé tener en cuenta otros factores adicionales que influyen en la posible extensién de una infeccién,
por ejemplo la proximidad de los individuos infectados.
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Modelo SEIR

Ahora generalizaremos el modelo SIR, este nuevo modelo incluye una cuarta categoria, esta es la
categoria E de expuestos. La razon de esta categoria es que cuando te infectas por primera vez con una
enfermedad, a menudo no tienes sintomas de inmediato y es posible que en realidad no estés propagando
la enfermedad a otras personas, es posible que actualmente no seas infeccioso. Sin embargo, realmente lo
has recibido. Es como un periodo de latencia mientras la infeccién se esta desarrollando dentro de alguien.
Después de algun tiempo, estas personas expuestas luego pasarian a ser infecciosas, donde podrian
infectar a otras personas y luego recuperadas después de eso. Es muy similar al modelo SIR, pero hay un
par de cosas que han cambiado. El flujo entre estas cuatro clases se puede describir como sigue

sPLE 1SR

Para construir este modelo, tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

= En el intervalo de tiempo considerado, la poblacién permanece en un nivel fijo N. Ello significa, que
no hacemos caso de los nacimientos, muertes por causas ajenas a la enfermedad considerada,
inmigracion y emigracion. Es decir,

N = S(t) + E(t) + I(t) + R(t)

Por otro lado dado que podria haber interacciéon entre individuos susceptibles e infecciosos que
puedan afectar negativamente a una porcién de personas susceptibles. La rapidez de variacion de
la poblacién susceptible es proporcional al producto del nimero de miembros de S(t) y de I(t).

ds
— =—bsI
dt

= En este caso si restas esas personas a la categoria de susceptibles la agregas a la categoria de
expuestos( debido al periodo de latencia), también los individuos que se retiran de la clase expuestos
E(t), lo hacen segun una tasa proporcional al tamafio de E(t)

dE
—=bSI—aE
dt

= Los individuos que se retiran de la clase de expuestos E(t) se agregan a la categoria de infecciosos
I(t), a su vez los individuos que se retiran de la clase infecciosos I(t), lo hacen segun una tasa
proporcional al tamafo de I(t) entonces la dindmica seria

al
—=aE—cl
dt

= |os individuos que se retiran de la clase infecciosa I(t) se agregan a la categoria de recuperados

entonces la dindmica seria
dR
=cl

e

De estas hipétesis es inmediato deducir que S(t), E(t), I(t) y R(t) cumplen el siguiente sistema:

as

— = —bSI
dt

dE

— = bSI—aE
dt

al

—= qaE—cl
dt

dR

—= I

dt

donde
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= b probabilidad de infeccién.
= es probabilidad de pasar de pasar de latente a infectado.
= C probabilidad de recuperacion.

No podemos resolver la dinamica del modelo SEIR de forma analitica, pero podemos hacer simulaciones
que ayuden a explorar su solucién analitica.

Nra. de individuos
100000 150000 200000
1

50000

1]
L

Figura 7.14: Modelo SEIR caso epidemioldgico

7.2. Ejercicios resueltos

1. Dado el sistema no lineal
X' =x—y?
y' =y(9x—4)
a) Encuentre los puntos de equilibrio.

b) Clasifique los puntos de equilibrio.

Solucién:

a) Puntos de equilibrio, para ello resolvemos el sistema de ecuaciones
X—y?=0 = x=y2
y(9x—4)=0 = y=0 v 9x—4=0
Siy=0=x=0=(0,0).
. 4 2 4 2
Six=g=y=5=(53)
) 4 2 4 2
Six = 9 =>y=—§ :(g,—§)
Por lotanto, son puntos de equilibrio son (0, 0), (g, %) y (%, —%)
b) Para clasificar los puntos de equilibrio calculemos el jacobiano

J(X'Y)=[ oy oxa ]

Al evaluar el jacobiano en cada punto de equilibrio se tiene:

= /(0,0) = [ (1) _04 ] los autovalores de J (0, 0) son A = 1, —4 entonces (0, 0) es un

punto silla.
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6 0
un punto espiral inestable.

4
1 —3 +4/310
. j(g, %) = [ 3 |, los autovalores dej(g, %) son A = 1T3h entonces (g, %) es

4 .
. j(g, —%) = [ —16 (3) ] los autovalores dej(%, —%) sonA = HT‘B_I‘ entonces (%, —%)

es un punto espiral inestable. Como los autovalores del sistema linealizado tienen parte
real diferente de cero la caracterizacién de dichos puntos es la misma para el sistema
original.

2. Una interaccion de competencia se describe con el modelo de Lotka- Volterra dado por
x’=0,004x(50—x—0,75y)
y’=0,001y (100 —y—3x)
Clasifique los puntos criticos del sistema.

Solucioén:
Calculemos los puntos criticos, entonces

0,004x(50—x—0,75y)= 0=>x=0 v x+0,75y =50
0,001y (100—y—3x)= 0=y=0 v y+3x=100
= Six=0entoncesy=00y =100
= Siy =0)entonces x =50

» Six+0,75y=50 y y+3x=100setienex=20ey =40.

Por lo tanto (0, 0), (0, 100), (50, 0) y (20, 40) son los puntos de equilibrio del sistema.

Para clasificar los puntos de equilibrio linealizamos, para ello calculamos el jacobiano

(xy)= [ 02— 0,008x—0,003y —0,003x
Jy)= —0,003y 0,1— 0,002y — 0,003x

= Para (0, 0)

o0 % ]

sus autovalores son A = 0,2 y A = 0, 1 luego el punto de equilibrio (0, 0) es un nodo inestable.

= Para (0,100)

-0,1 0
j(0,100)=[ —03 -01 ]
sus autovalores son A = —0,1 y A = —0,1 luego el punto de equilibrio (0, 100) es un nodo
estable.

= Para (50, 0)

—0,2 —0,15
f(5°'°)=[ 0 —0,05]

sus autovalores son A = —0,2 y A = —0,05 luego el punto de equilibrio (50, 0) es un nodo
estable.
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= Para (20, 40)

—0,08 —0,06
1(20'40)—[ —0,12 —0,04 ]
sus autovalores son A =_3§5/E y A =_3;5/E luego el punto de equilibrio (20, 40) es un

punto silla.

Como los autovalores del sistema linearizado tienen parte real diferente de cero la caracteri-
zacion de dichos puntos es la misma que el sistema original.

) . X' =xy—x
3. Dado el sistema no lineal Y/ =2x—3y -
a) Determine y clasifique los puntos de equilibrio.

b) Dibuje el diagrama fase del sistema.
Solucién:

a) Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema resolveremos el sistema

xy—x=0 =x(y—1)=0
2x—3y=0 =2x=3y

s Six=0=y=0=(0,0).
3

" Siy=1=>2x=3=>(7,1).

Luego los puntos de equilibrio son (0, 0) y (% 1). Para clasificar los puntos de equilibrio
calcularemos la matriz Jacobiana

-1 X
J(><,y)=[y2 23 ]
luego evaluamos dicha matriz en cada punto de equilibrio

= Para el punto de equilibrio (0, 0) el sistema linealizado es z’ = J(0, 0)z donde

jo.0=[ 3 5]

y sus autovalores son A = —1, A = —3, entonces el punto de equilibrio (0, 0) es un
nodo estable.

= Para el punto de equilibrio (% 1) el sistema linealizado es 2’ =/ (% l)z donde

’(;1)2[2 —%3]

—3+21/ﬁ YA = —3—2/ﬁ

y sus autovalores son A = , entonces el punto de equilibrio (% 1)
es un punto silla. Como los autovalores del sistema linealizado tienen parte real diferente
de cero la caracterizacion de dichos puntos es la misma que el sistema original.
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b) Eldiagrama de fase es:

%:

\

\\_

}/// \\\

. . . X' =xy—x
Figura 7.15: Diagrama fase del sistema Yy =2x—3y "

4. Dado el sistema

2(1-3)—xy
—2y + 4xy

X
y/
a) Determinar y clasificar los puntos criticos.
b) Esboce el diagrama de fase.

Solucioén:

a) Para determinar los puntos de equilibrio resolvemos el sistema

2(1-3)—xy= 0
—2y+4xy= 0

de donde
2—?—Xy 0
(—2+4+4x)y=0 =-2+4x=0 o y=0
" Si—2+4x= 0=>X—2=>y_10=>(%,%)_

s Siy=0=x=3=(3,0).

Luego los puntos de equilibrio son (1 10) y (3,0).
Para clasificar los puntos de equilibrio determinamos la matriz Jacobiana

2
_[-3-y  —x
j(x,y)_[ 321y —2+4x ]

luego evaluamos dicha matriz en cada punto de equilibrio
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= Para el punto de equilibrio (% 13—0) el sitema linearizado es z’ =j(%, 13—0)2 donde

y sus autovalores son A =

1 10 —4 -1
Z 2= 2
ey 7

% /=96 entonces el punto de equilibrio (% 13—0) es un

nodo espiral estable.
= Para el punto de equilibrio (3, 0) el sitema linearizado es z’ =J(3, 0)z donde

2

_[-%3 -3
1(3'0)‘[ 0 10]

y sus autovalores son A = —% y lambda = 10, entonces el punto de equilibrio (3, 0)
es un punto silla. Como los autovalores del sistema linearizado tienen parte real diferente
de cero la caracterizacion de dichos puntos es la misma que el sistema original.

b) El retrato fase

r
3

-]

-1 4

es:

72

AR
AN \\\
NN \\\

<3

-2

Figura 7.16: Diagrama de fase del sistema

5. Dado el sistema

-1 0 1 2 3 4 3 6 X

x'=2(1-3)—xy
y'=—2y+4xy

X'=x—y
y’ =senx

a) Determine y clasifique el o los puntos de equilibrio del sistema.

b) Esboce el diagrama de fases.

Solucioén:

a) Para determinar los puntos de equilibrio resolvemos el sistema

X—y=0 = x=y
senx=0 = x=nm dondene€Z

luego (nm, nm) donde n € Z son los puntos de equilibrio de este sistema. Para clasificar
estos puntos, linealizamos el sistema dado, para esto es necesario calcular la matriz jacobiana
asociada a este sistema
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j(x,y)=[ colsx _0:l ]

luego evaluando la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio obtenemos

1 -1
J(nn,mr)=[ -1)" 0 ]
asi tenemos que

) 1 -1 . .
= Sinespar/(nmnm) = 1 0 | entonces su ecuacién caracteristica es

det([ M D =0,

+ [ .
y sus autovalores son A = 1T‘/§’ ya que los autovalores son complejos y la parte real es
positiva, entonces los puntos de equilibrio se clasifican como espirales inestables.

. . 1 -1 . o
= Sinesimpar/(nm nm) = -1 0o | entonces su ecuacion caracteristica es

(73 3]0

luego sus autovalores son A = 1"2—‘/5 YA= 1_2—‘/5 ya que los autovalores son reales

y de signos opuestos, entonces los puntos de equilibrio se clasifican como puntos silla.
Ademas como los autovalores del sistema linealizado tienen parte real diferente de cero
la caracterizacién de dichos puntos es la misma que el sistema original.

b) El diagrama de fase respectivo es:

vh

10 3 3 — {J\ﬁ
= =

|

e ==
e ——
B E-—— e — : =
=15 -10 -5 0 - 10 X
- —
Figura 7.17: Diagrama de fase del sistema x, _ Xy
y’ =senx

6. Dado el sistema no lineal
x' =x—y?
y' =y(9x—4)
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7.2. Ejercicios resueltos

a) Determine los puntos de equilibrio.
b) Clasifique los puntos de equilibrio obtenidos en la parte a)

c) Dibujar el diagrama fase de este sistema.

Solucién:

a) Para encontrar los puntos de equilibrio resolveremos las ecuaciones
x—y2=0 y y(9x—4)=0,

obtenemos que (0, 0), (g, %) y (g, —%) son los puntos de equilibrio del sistema.

b) Para clasificarlos linearizamos el sistema, entonces obtenemos

u’ =J(xo, yo)u

donde J(x,y) = [ gly 9;2_y4 } luego evaluemos los puntos de equilibrio en la matriz

jacobiana

= /(0,0) = [ é _04 ] luego los autovalores de esta matriz son A =1y A = —4,

entonces (0, 0) es un punto silla.

4 :
u j(%, %) = [ (15 03 ] luego los autovalores de esta matriz son A = “T‘B_l‘ yA=
I"T‘B_” , entonces (g, %) es punto espiral inestable.
4 .
. j((%,-%) = [ —16 3 ] luego los autovalores de esta matriz son A = “T‘B_l’ y
A= 1_T‘/3_1' , entonces (g, —%) es punto espiral inestable.

c) Eldiagrama de fase respectivo es

bl

»
2 X
Figura 7.18: Diagrama de fase del sistema X' =x—y?
o y' =y(9x—4)

190



7.3. Ejercicios propuestos

7.3. Ejercicios propuestos

1. Dado el sistema Y’ = [ —48 _24 ]Y. clasifique el punto critico (0, 0).

2. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones

a) Los sistemas x’ = Ax y x’ = 2Ax tienen la misma clasificacion para sus respectivos puntos
de equilibrio.

b) Para un punto de equilibrio silla (0, 0), las Unicas trayectorias que se aproximan a un punto de
equilibrio (0,0) cuando t — +00 son aquellas en direccién de el autovector correspondiente al
autovalor positivo.

¢) El punto de equilibrio del sistema x’ = Ax que tiene dos autovalores positivos es un nodo
inestable.

3. Hallar los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas, estudiar su estabilidad y esbozar su dia-
grama de fase.

e*x—1
_yex

xX'=x+y
y'=x>+y

x'=y+1 x'=1-—xy x' =
2 D a9 y—y_xd o0

4. Determinar los puntos de equilibrio del sistema dado y si existen clasificarlos, presente su retrato

fase
X’ =2x—x? X' =y° x’ =X+ 3y?
a) y'=—y+xy d) y/=—X3 g) y’=y(x—2)
b x' =xy x' =y(3x—2) B x’ =2x+ 5y2
y'=(x—1)(1+y3) €) y’ =2x—9y? ) y’ =y(3—4x)
0 x’ =x—3y? f x' =x—y? h x’ =2y + sen(x)
y'=-y y' =y(9x—4) Yy’ =x(cos(y)—2)
5. Considere el modelo predador - presa
ax @ )
— =X —_
5
y
—=y(x-2
at y( )

Represente el diagrama fase para 0 < x < 10, 0 <y < 10. Compare el comportamiento especifico
para dos casos especificos correspondientes a la condicion inicial

[;Egg ]z{ 01 }y[;ggg }z[ i ]

6. Considere el modelo predador - presa

dx 3 )
gt—x X—y
4

—_—= —1

o y(x—1)

Represente el diagrama fase y determine que sucede con las poblaciones de ambas especies cuan-
dot— +o0.
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Apéndice A - EDOs con

EDOs con Python.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Resolver la ecuacion

codigo en python

from sympy import *
x=symbols(’'x")
y=Function(’'y")('x")

ecuacion = Eq(diff(y,x)-1/xxx2,0)
display(ecuacion)
dsolve(ecuacion)

1
Solucién: y (x) =C1— )—(

Resolver el PVI

1
y’—x—2=0,y(1)=0

codigo en python

from sympy import x*

x=symbols(’'x")

y=Function('y")('x")

ecuacion = Eq(diff(y,x)-1/xxx2,0)
display(ecuacion)
dsolve(ecuacion,ics={y.subs(x, 1): 0})

1
Solucién: y (x) =1— ;

Resolver el PVI

y’—y =—cos(t), y(0) = 1/4

codigo en python

from sympy import =*

x=symbols('x")
y=Function(’'y")('x")

ecuacion = Eq(diff(y,x)-y,-cos(x))
display(ecuacion)

dsolve(ecuacion)




Apéndice A - EDOs con Python.

Solucién:

y(x) =—0,25eX — sen(x) cos(x)

2

Graficar la solucion del PVI

y’—y =—cos(t), y(0) =1/4

codigo en python
import sympy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Definir simbolos y funciones
t = sp.symbols('t")
y sp.Function('y"’)

# Definir la ecuacién diferencial
ecuacion_diferencial = sp.Eq(y(t).diff(t), y(t)-cos(t))

# Definir la condicién inicial y(0) = 1/4
condicion_inicial = {y(0): 1/4}

# Resolver la ecuacién diferencial con dsolve
solucion = sp.dsolve(ecuacion_diferencial, ics=condicion_inicial)

# Obtener la solucién en forma funcional
solucion_funcional = solucion.rhs

# Convertir la solucidén funcional a una funcién numérica
y_numerica = sp.lambdify(t, solucion_funcional, 'numpy’)

# Graficar la solucidn
t_valores np.linspace(-3, 10, 10000)
y_valores = y numerica(t_valores)

plt.plot(t_valores, y_ valores, label='Solucién’)

plt.scatter([0], [1/4], color="red’, label='Condicién Inicial (t=0, y=1/4)")
plt.xlabel('t")

plt.ylabel('y(t)")

plt.legend()

plt.show()

—1000 4

—2009 1

4]

= 3000 {

=4000 -

-5000 1 — solucién

® Condicidn Inicial (t=0, y=1/4)

=2 o z 4 6 B 10
t
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Apéndice A - EDOs con Python.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo or-
den

Resolver la ecuacion

y’+2y'+y=0

codigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve
X = symbols(’'x")

y = symbols('y’, cls=Function)
eq = Eq(Derivative(y(x), x, 2) + 2xDerivative(y(x), x, 1) + y(x), 0)

# Condiciones iniciales

ics = {y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0}
# Resolver la ecuacién diferencial

sol = dsolve(eq,y(x))

print(sol)

Solucién: y (x) = (C1 + Cax) e

Resolver la ecuacion

y” + 2y’ +y=cos(x)

codigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,cos
symbols('x")

symbols('y’, cls=Function)
g = Eq(Derivative(y(x), x, 2) + 2«Derivative(y(x), x, 1) + y(x), cos(x))

X
y
e

# Condiciones iniciales

ics = {y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0}
# Resolver la ecuacién diferencial

sol = dsolve(eq, y(x))

print(sol)

Solucioén:
y(x)=(C1+Cox)e™+

sen(x)
2

Resolver el PVI

y"’ +2y’+y=cos(x),y(0)=0,y’(0) =0

cédigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,cos

x = symbols(’'x")

y = symbols('y’, cls=Function)

eq = Eq(Derivative(y(x), x, 2) + 2*Derivative(y(x), x, 1) + y(x), cos(x))
# Condiciones iniciales

sol=dsolve(eq, y(x),ics={y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0})

print(sol)
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Apéndice A - EDOs con Python.

Solucion:
) xe™* sen(x)
X)=— +
Y 2 2
Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden supe-
rior

Resolver la ecuacion

y® + 5y 44y =0

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,cos
x= symbols(’'x"); y = symbols ('y’, cls = Function)

eq = Eq(Derivative(y(x),x,4)+5*Derivative(y(x),x,2)+4xy(x),0); #
sol=dsolve(eq, y(x))

print(sol)

Solucién:
y(x) =Ci1sen(x)+ Casen(2x) + C3zcos(x) + C4cos(2x)

Resolver la ecuacion

y® + 5y 4 4y = xsen (x)

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,sin

x= symbols(’'x"); y = symbols ('y’, cls = Function)

eq = Eq(Derivative(y(x),x,4)+5xDerivative(y(x),x,2)+4*xy(x),xxsin(x)); #
sol=dsolve(eq, y(x))

print(sol)

Solucién: y (x) = C1sen (x) + Casen (2x) + C3cos (x) + C4cos(2x) — ’%%(X) — X2cos(q)

Resolver el PVI

y® +5y2 4 4y =4,y(0)=0,y’(0)=0,y”(0) =0,y (0) =0

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,sin
x= symbols(’'x"); y = symbols ('y’, cls = Function)

eq = Eq(Derivative(y(x),x,4)+5xDerivative(y(x),x,2)+4xy(x),4); #
sol=dsolve(eq, y(x),ics={y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0,
y(x).diff(x,2).subs(x, 0): 0,y(x).diff(x,3).subs(x, 0): 0})
print(sol)

Solucioén:
y (X) - 4co§(x) + cos(2x)

5—+1

Graficar la solucion del PVI

y® +5y2 4 4y =4,y(0)=0,y’(0)=0,y”(0) =0,y (0)=0

codigo en python
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Apéndice A - EDOs con Python.

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve, sin
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = symbols('x")
y = symbols(’'y’, cls=Function)
eq = Eq(Derivative(y(x), x, 4) + 5xDerivative(y(x), x, 2) + 4xy(x), 4)

# Condiciones iniciales
ics = {y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0, y(x).diff(x, 2).subs(x, 0): 0, y(x).diff(x,

# Resolver la ecuacién diferencial
sol = dsolve(eq, y(x), ics=ics)

# Extraer la expresién simbélica de la solucién
solucion_expresion = sol.rhs

# Convertir la expresién simbdélica a una funcién numérica
solucion_numerica = lambdify(x, solucion_expresion, ’'numpy’)

# Definir puntos de tiempo para la gréfica
x_vals = np.linspace(0, 10, 1000)

# Evaluar la solucién numérica en los puntos de tiempo
y_vals = solucion_numerica(x_vals)

# Graficar la solucidn

plt.plot(x_vals, y_vals, label="y(x)")
plt.xlabel(’'x")

plt.ylabel(’'y")

plt.title(’Solucién de la EDO obtenida’)
plt.legend()

plt.show()

Solucion de la EDO obtenida

— ¥l
2.5

2.0

1.5 A

1.0 4

0.5

0.0

Sistemas de EDOs
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Apéndice A - EDOs con Python.

Resolver el sistema

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, dsolve, exp

# Definir simbolos y funciones
t = symbols('t’)
X, y = symbols(’x y’, cls=Function)

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales
eql = Eq(x(t).diff(t), -2*x(t) + y(t))
eq2 = Eq(y(t).diff(t), 3*x(t) - 4xy(t))

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
sol = dsolve([eql, eq2])

# Mostrar la solucidn general
print(sol)

Solucién: o
x(t)=—c155- + et
y(t)=cie P+ cret

Graficar la solucion del PVI
X' ==2x+y
y'=3x+4y
y(0)=1,y'(0)=2

codigo en python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales
def sistema(y, t):

X, y=Y

dydt = [-2%x + Yy, 3*%X - 4xy]

return dydt

# Condiciones iniciales
yo = [1, 2]

# Definir puntos de tiempo para la grafica
t_vals = np.linspace(0, 5, 100)

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales con odeint
sol = odeint(sistema, y0, t_vals)

# Graficar las soluciones
plt.plot(t_vals, sol[:, 0], label="x(t)’
plt.plot(t_vals, sol[:, 1], label="y(t)’
plt.xlabel('t")

plt.ylabel(’Soluciones’)
plt.title(’'Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales’)

)
)
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Apéndice A - EDOs con Python.

plt.legend()
plt.show()

Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Cendiciones Iniciales

2.00 1 = X
| yit)
1.75 \

150
125

1.00

Soluciones

0.75

0.50

0.25

0.00

Resolver el sistema

X' =—=2x+y + sen(t)
y'=3x+4y+et

cédigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, dsolve, sin, exp

# Definir simbolos y funciones
t = symbols('t’)
X, y = symbols(’'x y', cls=Function)

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas
eql = Eq(x(t).diff(t), -2xx(t) + y(t) + sin(t))
eq2 = Eq(y(t).diff(t), 3*xx(t) - 4xy(t) + exp(-t))

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas
sol = dsolve([eql, eq2])

# Mostrar la solucién general
print(sol)

Solucién: o
_ —t__ S et et 1lsen(t) _ 5cos(t)
x(t)=cie Tttt T T3

_ —t _s5t et | 3e~t | 3sen(t) _ 9cos(t)
y()=cie t+cre +tT+ 16 + 13— 26

Graficar las soluciones del sistema

X' =—=2x+y + sen(t)
y'=3x+4y+et

codigo en python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint
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Apéndice A - EDOs con Python.

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas
def sistema(y, t):

X, y=y
dydt = [-2*xx + y + np.sin(t), 3xx - 4xy + np.exp(-t)]
return dydt

# Condiciones iniciales
yo = [1, 2]

# Definir puntos de tiempo para la integracién
t_vals = np.linspace(0, 5, 100)

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas con odeint
sol = odeint(sistema, y0, t_vals)

# Graficar las soluciones
plt.plot(t_vals, sol[:, 0], label="x(t)’
plt.plot(t_vals, sol[:, 1], label="y(t)’
plt.xlabel('t")

plt.ylabel(’Soluciones’)
plt.title(’'Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales No Homogéneas')
plt.legend()

plt.show()

)
)

Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales No Homogéneas

209 —
\ — yit)

1.5 4 \

104

Soluciones

0.5

0.0 A

—0.54

codigo en python
from pylab import x*
xvalues,yvalues=meshgrid(arange(-3,3,0.1),arange(-3,3,0.1))
xdot=xvalues-yvalues*x*2
ydot=yvalues*(9xxvalues-4)

streamplot(xvalues,yvalues, xdot,ydot)
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Apéndice B

Autovalores y autovectores de una matriz.
Sea A una matriz cuadrada de orden n x n un autovalor de esta matriz es un nimero A € C si existe un

vector v # 0 tal que
Av=)\v,

ademas este vector v es denominado autovector de la matriz A asociado al autovalor A.
. . 1 -3
Ejemplo: Dada la matriz A = 1 5 |

. -3 .
A =2 esunautovalorde lamatrizAy v= [ 1 ] es un autovector asociado a este autovalor ya que

Av=[ 1 -3 ][ -3 ]=[ (1)(=3)+ (=3)(1) ]=[ _6 ]

1 5 1 WEE3H+GI) 2
y
e 7[5 7]
luego
el e
es decir

Av =Av

El autovector asociado a un autovalor no es Unico ademas una matriz puede tener varios autovalores.

Dado que conocer todos los autovalores de una matriz serd de gran utilidad, presentaremos un método
para poder encontrarlos.

Como sabemos que si A es un autovalor de la matriz A entonces debe existir un vector v # 0 tal que
Av = AV, lo que se puede escribir equivalente como

Av =Alv
donde I es una matriz identidad, luego tenemos que
Av—Alv=0<«< (A—IN)v=0.

Notemos que A — A es una matriz cuadrada y que el sistema de ecuaciones

(A—IN)x=0
tiene infinitas soluciones entonces
det(A—AI)=0.
Por tanto, concluimos que para encontrar los autovalores de la matriz A debemos resolver la ecuacion
det(A—AI)=0

que sera llamada en adelante Ecuacion Caracteristica, esto debido a que la expresion
p(A) =det(A—AI) =apA" + ap 1AL+ ...+ a2A? + a1A + ao

sera llamada de polinomio caracteristico de la matriz A.

Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz A = [ 1 _53 ] .




Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

= Autovalores
Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

1-A =3

1 5-x |70

det(A—AD = ‘

entonces (L—A)(5—A)+3=01luego 5—5A—A+A24+3=0=(A—4)(A—2)=0

Por tanto, los autovalores son A =4 y A = 2.
= Autovectores, se busca v # O talque Av =Av <= [A—AI]v=0

P Vi1
S|v—[ Vz]

— 1-2 -3 vi]_[0O —vi—=3v2 | _[ O
SI/\_2=>|: 1 5—-2 ][Vz]_[0]=>[ vi1+ 3vy ]_[0]
luego vi+3vy=0=v1 =—3Vv,=Sivy=1,v; =—3,luego v = [ -3

o 1-4 -3 w1 ]_[0O —3w1—3w;
SI)\_4=>|: 1 5—-4 ][ Wz]_[0:|=>[ w1 + W

I
| —
ol
AR
| I—

luego w1+ wp =0= w1 =—w=Siwy =1 ,w; =—1, luego w

= Observacion

vy w son vectores linealmente independientes.

1 -3 7
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de lamatrizA=| —1 —1 1
-1 1 -3

= Autovalores

Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

1-x =3 7
=det(A-A)=| -1 —-1-x 1 |=0
-1 1 —3-A

entonces —A3 —3A2—2A =01luego —A (A2 +3XA+2)=0=A(A+1)(A+2)=0

Por tanto, los autovalores son A =0, A=—1y A =-2

= Autovectores, se busca v # O talque Av =Av < [A—AI]v=0

Vi
Siv=| v2
V3

1-0 -3 7 \%1 0

* SiA=0= -1 -1-0 1 vy | =10

-1 1 —3-0 V3 0

vi—3vy+7v3
—Vi—V2+ V3 =
—V1+ V2 —3Vv3

[oNeoNe]
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Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

luego

V1=3V2—7V3
Vi=—Vy+Vvy = 3vp—T7v3=—V+Vv3y = 4v,=8v3

= vy =2V3
vi=Vvy—3vy = 3vy—7v3=Vvy;—3v3y = 2Vvy=4v3

= Vvi=6vz3—7v3=—V3

entonces si vz = 1 tenemos que v =(—1,2,1)

1-(-1) -3 7 1% 0
e SiA=—-1= -1 —-1—-(-1) 1 vy | =] 0
-1 1 —-3—-(-1) V3 0

2vi—3va+7v3 0

—Vi1+ V3 = 0

—Vi1+ Vvy—2vV3 0

luego

2vi=3vy—7vVv3
V1i=1V3
= 2vi=9vi—7v3
V1i=Vy—2V3 = Vvi=V2—2vy = 3Vvi=Vy

= V1 =YV3
entonces si w1 = 1 tenemos que w =(1, 3, 1)

1—-(-2) -3 7 1% 0
e SiAN=-2= -1 —-1—-(-2) 1 v2 [=1] 0
-1 1 —3—-(-2) V3 0

3vi—3va+7v3 0

—Vi+Vy2+ V3 = 0

—Vi+Vy—V3 0

luego
3vi=3vy—7v3
V1i=V2+ V3
= V2+Vv3i=Vvy—Vv3 = 2v3=0 =>v3=0
V1=V2—V3
S V1=V =

entonces si u; = 1 tenemos que u= (1,1, 0)

Vv, Wy u son autovectores linealmente independientes.

. . 1
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz A = [ _01 0 ] .

= Autovalores
Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacién caracteristica

0-x 1 ‘

—1 o0-x |70

det(A—AI) =‘
entonces A2+ 1 =0 luego A = i
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Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

= Autovectores, se busca v # 0O talque Av =Av <= [A—AI]v=0

L V1
SIV—[ Vv ]

A= 0—i 1 vi]_[O —ivi+v2 ]_[ O
Sl)\_z=>[ 1 0—i ][ v ]_[ 0 ]:[ Vi v ]_[ 0 ]
luego ivy = vz =>Sivi =1,v2 =, Portanto v = [ } ]
luego deducimos que el autovector correspondiente al autovalor A = —i (conjugada) es el vector
w=[ 2]

Vv y w son vectores linealmente independientes.

Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz A = [ g :g ]

= Autovalores

Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

6—A -8

det(A—AI):‘ 5 _2_/\‘=0

entonces (6—)\)(—2—)\)+16=OIuego)\2—4)\+4=0=>()\—2)2 =0

= Autovectores, se busca v # O talque Av =Av < [A—AI]v=0
L V1
SIV—[VZ]
Loy 6—2 -8 vi]_[ O 4vi—8vy |1 _[ O
S"\—Z:[ 2 —2—2][Vz]_[O]:[2V1—4V2:|_I:O:|
luego v1 =2v, = Si vz=1,v1=2,Portantov=[ i }

. . 2
luego deducimos que un autovector correspondiente al autovalor A = 2 es el vector v = [ 1 ]

En este caso solo hay un autovector linealmente independiente.

5 2 -1
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de lamatrizA=| 1 6 -1
36 1

= Autovalores

Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacién caracteristica

5-A 2 -1
det(A—AD)=| 1 6—-A -1 |=0
3 6 1—A

entonces —A3 + 1202 — 48X + 64 = 0 luego — (A — 4)> = 0. Por tanto, A = 4 ,
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Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

= Autovectores, se busca v # O talque Av =Av <= [A—AI]v=0

Vi
Siv=| v2
V3

5—-4 2 -1 \%1 0 V1i+2Vvy—V3 0

SiA=4= 1 6—4 -1 v | =] 0 |= v1+2vy— V3 =|0

3 6 1-4 V3 0 3v1+6vy—3v3 0

luego vi+2vo—v3=0 = Vvi+2v2=V3

entonces v = (v1, v2, vi+2v2) = v1(1,0,1)+ v2(0, 1, 2) luego existen dos autovectores li-
nealmente independientes del autovalor A =4 sonv=(1,0,1)y w= (0, 1, 2).

1 -2 2
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de lamatrizA=| —2 1 =2
2 =2 1

= Autovalores
Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacién caracteristica
1-2 =2 2
det(A—A)=| =2 1—-Xx =2 |=0
2 -2 1=

de donde se obtiene — (A + 1)2 (A —5) = 0. Luego los autovalores de la matriz A son

« A =—1 (doble)

-)\25
= Autovectores, se busca v # O talque Av =Av < [A—AI]v=0
paraA =-—1
2 =2 2 %1 0 12!
Av=—v= A+)v=0= | -2 2 =2 v2 [=] 0 |dondev=| vz
2 =2 2 V3 0 V3

vo=1,vi=0=vi=1 = v=(1,1,0)
= Vvi—V2+Vv3=0=si
vo=1,v3=1l=v;=0 =v=(0,1,1)
Luego como (1,1, 0) y (0, 1, 1) son vectores linealmente independientes (uno no es mdltiplo del
otro)
Por dltimo busquemos el autovector w correspondiente al autovalor A =5

—4 =2 2 w1 0
AWw=5w< (A-5)w=0«< | —2 —4 =2 wy [=[ 0
2 -2 -4 w3 0
w1 = w3y wp = —Wws. Al seleccionar w3 = 1 se obtiene w1 = 1,w, = —1 por lo que w =

(1,—1, 1). Los autovectores (1, 1, 0), (0,1, 1) y (1,—1, 1) son linealmente independientes.

MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA

Se define la multiplicidad algebraica de un autovalor al nUmero de veces que se repite este autovalor.

MULTIPLICIDAD GEOMETRICA

Se define la multiplicidad geométrica de un autovalor al nimero de autovectores linealmente indepen-
dientes que puede generar este autovalor.
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El presente libro tiene como base los contenidos
mas importantes que se dictan en los cursos
de Calculo Avanzado Il y de Ecuaciones
Diferenciales en la Facultad de Ciencias de la
Universidad Nacional Agraria La Molina. Asi
mismo, sera de gran utilidad para los alumnos
que lleven el curso de Analisis Matematico IV
en la Facultad de Industrias Alimentarias y en
general resultara muy practico y provechoso
para estudiantes que cursen las diversas
carreras de ciencia e ingenieria.

Este trabajo ha sido realizado con el objetivo
de guiar a los estudiantes en el proceso de
aprendizaje hacia las ecuaciones diferenciales
considerando los aspectos formales como
definiciones y teoremas, donde nos centramos
en la parte practica y aplicativa dando una
diversidad de ejemplos, desde casosinmediatos
hasta casos que requieren de un analisis mas
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