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Prdélogo

El presente libro, destinado a estudiantes universitarios de ciencias e ingenieria, abor-
da de manera exhaustiva el tema del cdlculo integral. A través de sus paginas, el lector serd
guiado mediante los conceptos fundamentales de la integral indefinida, la integral definida y
sus aplicaciones, proporcionando una base solida para comprender y dominar esta disciplina.
A continuacidn, se ofrece una breve y resumida descripcién del contenido y desarrollo de los
temas.

En el capitulo uno, iniciamos con la nocién de integral indefinida, presentando las técnicas
necesarias para encontrar antiderivadas y resolver problemas de integracion. Desde las reglas
béasicas hasta las técnicas més avanzadas.

En el capitulo dos, continuamos con la integral definida, precisando las nociones de particiones
de un intervalo, aproximacion de areas de regiones planas, sumas de Riemann, interpreta-
cién de la integral definida, propiedades y los teoremas fundamentales del calculo. Ademéds,
desarrollamos las integrales impropias y cerramos este capitulo abordando las funciones es-
peciales: Gamma y Beta.

En el capitulo tres, exploramos las aplicaciones de la integral definida en el calculo de dreas
de figuras planas, volimenes de solidos de revolucién, longitud de arco y areas de superficies
de revolucién. También incluimos aplicaciones a la fisica, como la cinematica, el trabajo, el
centro de masa y los centroides. Asimismo, aplicamos estos conceptos en el célculo de fuerzas
sobre superficies planas sumergidas utilizando los momentos de inercia.

Los autores



Introduccion

El calculo integral es una de las ramas fundamentales de las matematicas y una herra-
mienta esencial en las diversas aplicaciones, tanto en ciencias como en ingenierfa. Los temas
principales del cédlculo integral permiten cimentar bases sélidas entre los conocimientos de
las matemadticas bésicas y principalmente del calculo diferencial. Asi, todas las definiciones
y explicaciones en este texto, son claras y sencillas para que el estudiante pueda adquirir
habilidad en la solucién de los problemas mediante un razonamiento logico e inductivo. La
didéctica que se desarrolla en este texto se fundamenta en una exposicién de conceptos intro-
ductorios y ejemplos demostrativos. Los problemas y ejercicios practicos que se desarrollan a
lo largo de los distintos capitulos, tienen una dificultad progresiva, lo cual permite tener una
evaluacién continua del proceso ensenanza-aprendizaje.

El presente texto esta disefiado exclusivamente para guiar a los estudiantes de la Universidad
Nacional Agraria La Molina en el estudio del célculo integral y sus aplicaciones. De esta
manera, buscamos sentar bases sélidas que permitan a nuestros estudiantes avanzar hacia los
cursos superiores de matematicas.

Este libro esta estructurado de manera progresiva, comenzando con los conceptos méas basicos
y avanzando hacia temas mas complejos. El contenido se organiza en tres capitulos principales.
El Capitulo 1 aborda la integral indefinida. Se presentan los conceptos bésicos, la definicién
y propiedades de la integral indefinida, asi como diversos métodos de integracion, incluyendo
la integracién por partes, la sustitucion trigonométrica, fracciones parciales y las integrales
de funciones racionales, senos y cosenos.

En el Capitulo 2 se estudia la integral definida. Aqui se explora el uso de la integracién para
calcular dreas mediante sumatorias, la particion de un intervalo y la aproximacién del drea
de una regién por la suma de areas de rectangulos. Ademaés, se analizan las propiedades de
la integral definida, los teoremas fundamentales del cdlculo y las integrales impropias. Asi-
mismo, se evaliian integrales definidas usando las funciones especiales: Gamma y Beta.

El Capitulo 3 se dedica a las aplicaciones de la integral definida. En este capitulo se muestra
como utilizar la integracion para calcular areas de regiones planas, volimenes de solidos de
revolucién, areas de superficies de revolucion, longitudes de arco y centros de masa. Adem4s,
se incluyen aplicaciones del célculo integral a la fisica y la ingenieria, discutiendo temas como



la cinemética, los centros de gravedad de cuerpos rigidos y los momentos de inercia, asi como
las fuerzas de presion sobre superficies planas.

Concluimos destacando que el calculo integral es una herramienta poderosa y versatil que
nos ayuda a entender mejor los fenémenos naturales y a resolver problemas complejos en
muchas areas. Por tal motivo, esperamos que este libro sea una guia 1til y clara. Queremos
que las habilidades y conocimientos adquiridos no solo amplien sus horizontes académicos y
profesionales, sino que también les hagan apreciar la belleza y utilidad de las matemaéticas.



Integral Indefinida

Capitulo

En este capitulo, nos sumergiremos en el emocionante universo de las integrales indefi-
nidas. Exploraremos su naturaleza, funcionamiento y métodos de calculo. Analizaremos los
procesos cruciales que esta intimamente ligado con la diferenciacién e integraciéon, desde los
principios més simples hasta las estrategias mas avanzadas.

m Antiderivada e Integral Indefinida

La importancia de comprender el concepto de la antiderivada radica en su aplicacién en una
amplia gama de areas, desde la fisica y la ingenieria hasta las ciencias sociales. La antiderivada
permite resolver problemas que requieren la obtencién de una funcién, si se conoce la derivada
de la misma; esto es, se conoce su tasa de variaciéon.

Por ejemplo, si f es una funcién definida por

3, .
y=ua"+2
flz) = 322, entonces una antiderivada es
F(z) = 23, pues la derivada de F(z) = 23
es -
L p(e) = P'(a) = 3% = f(a) y=at—>
dx N - T : 5

Se puede observar que no es la tinica, también | ‘

existen otras funciones como:

Fiz)=23+2 v F(2) :a:?’fg

que también son antiderivadas de f.

Figura 1.1: Algunas primitivas de f(z) = 32°.
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Integral Indefinida n

Es claro que las funciones F(z) = 23 + C, con C una constante arbitraria, representan

todas las antiderivadas o primitivas de la funcién f(z) = 3z%. En un sentido més amplio,
brindaremos la siguiente definicion.

| Definicién 1.1: Antiderivada |

Una funcién F' se denomina antiderivada o funcién primitiva de la funcién f en un intervalo
I, si F'(z) = f(z), para todo = € I.

Ejemplo 1.1. Determine una antiderivada para las siguientes funciones:

a) f(x) =coszen I =R _ 2 _
b) g(z) o I=R
Solucién.

a) Una antiderivada para f es F(z) = sen(z), ya que la derivada de F(z) = sen(z)
es F'(z) = cos(z) = f(x).

b) De manera similar, se puede notar que una antiderivada de g es G(z) = In(z2+1),

2
pues la derivada de F(x) = In(z? + 1) es F'(z) = 2 _T_ T g(x).

La siguiente definicién establece que, a excepcién de las funciones obtenidas de esta manera,
ninguna otra funcién puede ser una antiderivada de una funcién f.

Definicion 1.2: Antiderivada general |

Si F' es una antiderivada de f en un intervalo I, entonces G es una antiderivada de f en el
intervalo I si y s6lo si G es de la forma G(z) = F(z) + C, para todo z en I, donde C es
una constante.

La expresién F'(z) + C en la definicién anterior recibe el nombre de antiderivada general
de la funcién f.

Si Fy y Fy son dos antiderivadas de una funcién f en un intervalo I, entonces F} y F»
difieren en una constante en 1.

Demostracién.

Para la demostracién de este teorema, definimos una funcién G, como G(z) = Fy(z) — Fa(x),
para todo z € I. Luego, derivando ambos miembros

G'(z) = F{(z) — Fj(x) = f(z) — f(z) =0, para todo z € I.
Como G'(z) = 0, se tiene G es una funcién constante C, entonces
C= Fl(ac) — FQ(.’E)

Por lo tanto,
Fl(ﬂj) = FQ(IE) +C.




Antiderivada e Integral Indefinida

Ejemplo 1.2. Halle la antiderivada general de la funcién f, cuya regla de correspondencia
es f(z) =4z + 7.

Solucién. Se observa que la funcién F dada por F(x) = 222 + 7z, es una antiderivada
de la funcién f, ya que F'(z) = 42 + 7. Por lo que, la antiderivada general es f es

F(z) =22+ 7z + C,
con C' una constante arbitraria.

Ejemplo 1.3. Halle la antiderivada general de f(z) = sec® z.

Solucién. Tenemos que la funcién F(z) = tanz + C, con C una constante arbitraria,

es la antiderivada general de la funcién f, puesto que su derivada es F'(z) = sec? z.

Ejemplo 1.4. Halle la antiderivada de la funcién f(z) = 322 — 3, cuya gréfica pasa por el

punto (1,2).

Solucién.

Por un lado, rdpidamente se observa que Yy PRI
Fz)=2%-3z+C

es la antiderivada general de la funcién f,
ya que F'(z) = 322 — 3 = f(x), donde C
es una constante arbitraria.

Ademads, como (1,2) € Gra(F), tenemos
que F(1) = 2; asi,

2=F(1)=(1)%-301)+C,

obteniendo C' = 4. Por lo tanto, la antide-

rivada que pasa por el punto (1,2) es

Figura 1.2: Grafica de la funcién
F(x)=x3—3w+4. F(z) = 2* — 3z + 4.

Ejemplo 1.5. Halle la antiderivada general de f(z) = 2°°"*In(2) cos .

Solucién. Tenemos que hallar una funcién F' cuya derivada coincida con f(z). En ese
sentido, se observa que

f(z) =2°"%1n(2) cosz = (aEeRsf
En consecuencia, la antiderivada general de la funcién f es
F(.’IT) — 2senz + C,

donde C' es una constante arbitraria.

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
—




Integral Indefinida

Ejemplo 1.6. Si G es una antiderivada de g, determine la antiderivada de la funcién h,

cuyas funciones G y h estan definidas, correspondientemente, por:
G(z)=e¥ —Inz y h(z) =2+ g(z).

Solucién. Sea H la antiderivada de h, entonces H'(x) = h(z). Ademés, como G es una
antiderivada de g entonces G’(z) = g(z). Asi, teniendo en cuenta estos datos, se tiene
que

h(z) = 2°" + g(z) = 51n(2) (25151%) +G'(z) = (25“05)1%)/ + G ().

Por lo tanto, la antiderivada general de la funcién h es

1
H(z) = 25xm +e3 —Inz + C.

2

Ejemplo 1.7. Si f es una funcién tal que f'(z) = = + Tx?) z € Ry la gréfica de f
7
pasa por el punto (0;3), halle f(x).
Solucién. Como f'(z) = x + 37362 = xj +1n(1+2%) / entonces
' T T 1423\ 2 ’

f(ac):%z—i-ln(l—i-ms)—i-c

Se sabe que la grafica de f pasa por el punto (0;3), esto es f(0) = 3, luego

3=0+1In(l)+C = C=3.

2
Por lo tanto, f(z) = % +1In(1+2%) +3.

| Definicion 1.3: Integral indefinida |

La antiderivada general de una funcién f se llama integral indefinida de f y se representa
por /f(a:)dz. Es decir,

©
i
=
=
15}
]
£
©
o
o0
)
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/f(:n)d:c =F(z)+C siysolosi F'(z)= f(z), paratodo x € Dom(f)

donde C es una constante arbitraria.

/f (2)dzx

Simbolo de la integral —T T— x es la variable de integracién

Integrando




Antiderivada e Integral Indefinida

Ejemplo 1.8. Halle la integral: /esxdaz.

Solucién. Como una antiderivada del integrando f(z) = €5 es

X

F(z) ==,

entonces

6500
/esﬁda? = ? + C,

donde C es una constante arbitraria.

1
Ejemplo 1.9. Determine: /7dx.
Jemp 1= .2

1
Solucién. En este ejemplo, es claro que una antiderivada de f(z) = —— es

V1—22

F(z) =arcsenz.

Entonces, la integral indefinida queda determinada por

/ LI +C
————dx = arcsenx \
V1—a2

donde C es una constante arbitraria.

Propiedad 1.1. Si f y g son funciones que admiten antiderivadas, para todo = € I,
entonces sucede lo mismo con las funciones f + g y kf, donde k es una constante y se
cumple:

1 [1f@) £ g@lds = [ fe)dox [ gla)da

2 / kf(z)dz = k / F(@)da.

En general, si f1, fo, ..., fn son funciones que admiten antiderivadas, para todo x € I, y sean
las constantes ¢y, ca, .. ., ¢, entonces

/ e fo(2) + e1fal@) + ..+ erfulz)] dz = / fi(@)dz + e / @)+t e / ful@)da.

Férmulas de Integracion inmediata

En las siguientes férmulas considere v = u(x) una funcién derivable y C' denota la constante
arbitraria.

1. /duzu—i—C

wb
2. /updu: +C,conp#—1
p+1

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Integral Indefinida

d
3. /—u:1n|u|+0

U
4. /senuduz—cosu—l—C
5. /cosudu:senu—l—C
6. /tanuduz—ln|cosu|+C=ln|secu|+C’
7. /cotudu:ln\senuH—C
8. /secudu=1n|secu+tanu|+C’
9. /cscudu:—ln\cscu+cotu|+0
10. /cscucotuduz—cscu+C
11. /sec2udu:tanu+0
12. /csc2udu=—c0tu+C

au

13. /a“du:——&—C, a>0,a#1

Ina

14 edu=e"+C

du 1 u—a
=—1In

16 —_ =
u? —a? 2a

du 1 U
15. /m = a arctan (g) + C

+C, (u2>a2)
u—+a

uta +C, (u2<a2)

dx 1
17. — = —1
/(12—u2 2

= arcsen (E) +C
a

u—a

18 /diu
’ Va2 —u2

19

du
_ 2 2
/ u2ia2—ln‘u+ u:ta‘—l—C’

Ej lo 1.10. D i ——dz.
jemplo 1.10 etermme/w2+25d:c

Solucion.

1 1 1 T
/md.’ll = /md.’lf = g arctan (g) + C.




Antiderivada e Integral Indefinida

Ejemplo 1.11. Halle/{’/:?%dx.

Solucién.

1/5,.1/3 8/15 4
/%%dwz/x/m/dxz/x/ dr = 5—— =

Ejemplo 1.12. Halle / (62* — 1)2da:.

Solucién.

/(69:3—1)2dx:/(36x6—12x3+1) dx
=36/x6dx—12/r3dx+/1dx
7 (L‘4
36

= 7x —3zt+2+C

Ejercicios propuestos 1.1.

1. Halle la siguientes integrales:

— 2
\/f 3dw e. /COS( w)d:c
cos T
b, /csc Y(2)da ¢ /5senmfcosa:+1dx .
sen x <
/ 1 s =
C. T T &=
a4 / sen(z) de T_c
cos?(z) =
1 2
2. Halle una antiderivada de la funciéon f(r) = ————= que pase por el punto (2, 6). =
f(z) i duepaseporelp (2,6) =
S Ly z+5
3. Halle una antiderivada de la funcién f(z) = -+ 3 due pase por el punto (—4,7).
21—1 .97

4. Halle la antiderivada de la funcién f(z) =

unto | 2 i
P "6 )’

5. Verifique que:

T cuya grafica pasa por el

/xcosa:dx =xsenx +cosz + C.

1
VRN

6. Halle la antiderivada de la funcién f(x) = , cuya grafica pasa por

el punto (1,4).
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Integral Indefinida

m Método de Integracion por cambio de variable J

En esta seccién presentamos un método denominado cambio de variable o sustitucién,
que nos permitird integrar una variedad extensa de funciones. Al igual que las férmulas de in-
tegracion de la seccién anterior, este método se obtiene invirtiendo una regla de diferenciacién
especifica, en este caso, la Regla de la Cadena.

Sea g una funcién derivable y sea el rango de g algin intervalo I. Suponga que f es una
funcién definida en I y que F' es una antiderivada de f en I. Entonces

[ Ha@)d @)z = Flg(a) +C.

Pasos a seguir para resolver / flg(z))g'(x)dx por el método de sustitucién:

1. Hacer el cambio u = g(z), donde g(x) es parte del integrando, usualmente, la funcién
dentro de la composicién f(g(z)).

2. Calcular du = ¢'(z)dz.

3. Usar la sustitucién v = g(z) y du = ¢'(z)dx para transformar el integrando en una

donde solo involucre a u: / f(u)du.
4. Encontrar el resultado de la integral.

5. Finalmente, reemplazar u por g(x), para que la solucién final quede en términos de x.

Ejemplo 1.13. Halle:
/sen(?x)dm.

Solucién. Haciendo el cambio u = 2z, tenemos que du = 2dz. Luego, reemplazando se
obtiene

/sen(2x)dm = /sen(u)%du = —% cos(u) +C = —% cos(2z) + C.

Ejemplo 1.14. Calcule:
2
1
/sec (n:E)da:.

x

1
Solucién. Realizando el cambio u = Inz, con diferencial du = —dz. Luego,
T

2
/Mdz = /secz(u)du =tanu + C = tan(lnz) + C.
T




Método de Integracién por cambio de variable

Ejemplo 1.15. Halle:
3vT

—dx.
E
. . . . 1
Solucién. Sea el cambio u = y/z, con diferencial du = ——=dxz. Entonces
2\/x

3V 2 2
= ©Ody) = ——3Y — 2 gvz ]
/ﬁdx 3%(2du) 1n33 +C 1n33 +C

Para evitar la necesidad de cambio de variable, es recomendable abordar la integracion di-
rectamente, siempre y cuando se conozca si existe la derivada de u = g(z). Veamos esto en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.16. Calcule:
= /csc3xcot xdx.
Solucién.

1
I= /CSC3$COt$d$ = /CSCQLECSC.’ECOt.'L’d:E: -3 esdz+C.

Ejemplo 1.17. Halle la antiderivada de:

B ac_tan(\/i—l—w)

cuya gréafica pasa por el punto (0;2).

Solucién. -
2
Flz) = / (51 _ w) dr = /5% _/de -
VT N :g,
xr
i —/7tan(ﬁ+ﬂ)dx (1.1) =
Inb VT ©
Haciendo: 1 E’D
=
u=+z+m, du = ﬁd:c B

Reemplazando en (1.1)

F(z) = % — 2/tan(u)du

F(z) = o —2In|sec(vz + )|+ C

Inb
Como F pasa por el punto (0;2), entonces:
F(0) =2
L onsec(m)|+C=2—C=2— —
Inb fisectT B N Inb

Por lo tanto,

5% 1
F(x) = e —21n|sec(\/:f+7r)|+2—m.




Integral Indefinida

Ejemplo 1.18. Halle la antiderivada de:

eCOS X

) =3"-—5———
1) (3 + ecos7)? csc(x)

. 1
cuya grafica pasa por el punto | 0; — |.
In3

Solucion.

F(w):/ {31—6—2] dm:/3zd:c—/e—2d:c
(3 4 e%s)” csc(x) (3 4 e%s%)” cse(x)

Haciendo

u=3+¢e" du=—senx- e dr

Luego,
1
F “2du = —— 4+ C
(@) = / “= 1n3 3+e°°”+

Como F' pasa por el punto ( ; ), entonces:

RIS S 1 1
In3 3+e " In3 T 3+e

Por lo tanto,
3" 1 1

Flg)= o -y ——
() In3 3+e°°”+3+e

(o]
=]
g Ejemplo 1.19. Calcule el valor de @ = 5M + 2N, si se cumple
K
=] 2x 2z Nz
= 3% +3 3 9
= V- dx = M+/(—x)b — K
3 /(x v )x 2+ s " ms T K
)
*2 donde K es la constante de integracién.
— Solucion. Lo que se debe hallar es
43 2z
/{x\/—x—i—g sl ]daj
Separando en dos integrales se tiene
3z 3—21
I:/x\/—xdx—l—/;—de (1.2)
11 I2

» Hallando I; = / x+/—xdz: Haciendo el cambio de variable

t=v—z=1t>=—z= —2dt =dz




Método de Integracién por cambio de variable

Luego, se obtiene

5 2 Y
I = /—t2t(—2tdt) = 2/t4dt = % = %

= Hallando Is:

Reemplazando I e Iy en (1.2) se tiene:

2 (_$)5 3230 3=
I=—%*oms w3 ¢

2 1
Entonces, se observa que M = 5 y N —3 Por lo tanto,

Q=5M+2N=1.

Ejemplo 1.20. Calcule:
/tan(x) + 1dm

tan(z) — 1
sen(z)
os(z)
/tan(:t) + ld B / sen(x) —I—Cos(:v)dx

tan(z) — 1 T sen(z) — cos(x)

Solucién. Como tan(z) = , la integral se puede reescribir de la siguiente manera:

Luego, haciendo un cambio de variable: u = sen(z) —cos(z), con du = cos(z) +sen(z)dz

/tan(a:) + 1d / sen(z) + Cos(x)dx _ [du

tan(z) — 1 v
=Inful+C
= In|sen(z) — cos(z)| + C.

sen(z) — cos(x) u

Ejemplo 1.21. Calcule:

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
—

[ G
_/e2w—2ew+10 e

Solucion. Completando cuadrados en el denominador, se tiene:

T
(e —1)"+9
Haciendo un cambio de variable
u=¢e" -1, du=e"dx
du
I= [ ——=
/ u? + 32

1 T —1
Izgarctan(e 3 )—l—C.




Integral Indefinida

Ejemplo 1.22. Calcule:

z2 [cos (22:3 — 1) + 1]
I= / sen? (222 — 1) de

Solucién. Separando la integral I, se tiene
= /x2 csc (29:3 — 1) cot (2ac3 — 1) dx + /9:2 csc? (2x3 — 1) dx
Haciendo un cambio de variable: u = 223 — 1 con diferencial du = 6a%dz. Luego,

I= é/csc(u) - cot(u)du + %/CSCQ(u)du

I= —écsc (223 - 1) - %cot (223 - 1) +C.

Ejemplo 1.23. Calcule la integral:

e(L’

/ (Ver—1-1) (e* — 1)dm'

Solucién. Sea z = /e* — 1, entonces

e =22+1, %dr = 37%dz.

Luego, reemplazando en

eI

= = 71 Z2Z
I*/(%17—1—1)(ew—1)dx*/(z—1)z33 a

:/(zif%)dz

=3In|z—1|—-3In|z|+ C.

y regresando a las variables originales, tenemos:

e(E

I:/(é/ez—l—l)(ew—l)

©
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dx=3ln|\3/e“”—1—1| —31n|\3/e“”—1|+C.

Ejemplo 1.24. Halle el valor de:

/ [ln (y—|— Vi 1)}2
— dy
V1492

Solucién. Realizando el siguiente cambio

d
zzln(y—l—\/y?—}-l), con dz=—H__
Vi +1




Método de Integracién por cambio de variable

Luego, sustituyendo el cambio en M, se tiene:

v
e

)

3
3 +C.

Z3
dy:/szz:EjLC:

dx

Ejemplo 1.25. Calcule: /W

Solucién.
/ dx _ / dx
$2(x4 L 2)3/4 l’2 [934 (1 + ?24)]3/4
_ / dx
A2
2
Seaut =1+ = = wdu = —2d—§. Entonces
T a8
dx _ —%u3du
1'2($4 AL 2)3/4 - [u4]3/4

1 [ uldu 1
Ll

arcsen(z'/4) — 2

234 /1 —/z

Ejemplo 1.26. Determine la antiderivada de la funcién f(z) = cuya

gréfica pasa por el punto A(1,2m).

Solucién.
/ arcsen(@!/) -2 _ / arcsen(e!/)de da
2341 — /x 234y /1 — 21/2 23/4y/T — (z1/4)2

/arc sen(z'/4)d (4arcsen(x1/4)) - 2/ dz

23/4\/1 — (z1/%)2

1 d
Sea u = 24 = du = ~2~3*dr = 4du = —m‘ Entonces
4 23/4

/ arcsen(z/4) — 2. PR sen?(z1/4) 5 4du
z3/4/1 - /z 2 V1—u?
= 2arcsen®(z"/*) — 8arcsen(u) 4+ C
= 2arcsen?(z!/?) — 8arcsen(z/4) + C.
Luego, F(z) = 2arcsen®(z'/*) — 8arcsen(z'/?) + C, es la antiderivada general. Asf,
2

21 = F(1) = 2arcsen?(1) — 8arcsen(1) + C = C = 67 — %

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Por lo tanto,

2
F(z) = 2arcsen®(z'/*) — 8arcsen(z'/*) + 67 —

3.
. . zt —2
Ejemplo 1.27. Determine:
22zt + 22 + 2
Solucién.
-2 -2
/ 2, /304 o - / - dz
VIt + @ 22, /x? (22 + 1+ 5)

_ / zt—2
:v3,/:c2+1+

Utilizando el cambio:

2 2
u2:x2+1+—2=>udu:<x——>dx
x B

se tiene

/ 4 -2 - udu /du
x2v/xd + 22 +

©
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Ejemplo 1.28. Calcule la integral
/2:E cos? (a:z) sen? (mQ) dz.
Solucién. Usando el cambio de variable z = 22 y dz = 2zdz, se tiene

I= /29[; cos® (z%) sen* (27) dz = /cosQ(z) sent(z)dz

(o) (e

Luego,




Método de Integracién por cambio de variable
I= % /(1 + cos(22)) (1 — 2cos(2z) + cos®(2z)) dz
= é/(l — cos(2z) — cos?(22) + cos’(22)) dz
= é/ {1 — cos(22) (H%s(élz)) +(1- sen2(2z)) cos(2z)] dz
= é/ {1 — cos(22) (%) + cos(2z) — sen?(2z) cos(2z)] dz
= é/ E = % s(4z) — sen?(22) cos(2z)] dz
_ 1 dz — 1 cos(4z)dz — 1/sc3112(2z) cos(2z)dz
16 16 8
= 11—6,2 — 6i4 sen(4z) — % sen®(2z) + C
= %mQ — 6i4 sen (4x2) — 4_18 sen® (23:2) +C.

Ejercicios propuestos 1.2.

1. Halle las siguientes integrales

2
a) /sec(3x+5)dﬂc 7 /LM
Vit
b) /\/3x+1da: 9) /de
x
1 1
d
2 /sen(7z) * h) /m x4_1dx
2 . sen
d) /mdm Z) /5 cos xdx
e) /m36x4+1dac 7) / 1+esen2z) sen(2z)dx

(
2. Halle /Wmcm, donde f(z) = sen (3 +In <‘” - 2))

3. Calcule la antiderivada general de:

[1+]
=
c
=
(]
=
s
o]
=
o0
[
-
(=
™

4. Calcule la antiderivada general de:

he) = / <[m(w+4) +x3T\/2w2+T+ )

5. Calcule la antiderivada general de:

$2CSC.’E2— cot (r™ — nr
R FER

T
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Integral Indefinida

6. Calcule la siguiente integral:
t
/ anz .
In(cos x)

7. Halle la antiderivada de la funcién f(z) =

el
2V —1+

, cuya grafica pasa
1
por el punto | 2, 3)

. Calcule el valor de M = B+ A — D, si se cumple:

etan A 2 5
& B -4 2.2
/[cos2x(4+eta”)2+ m}dcci4-1-6““””_’_B£BD—i_K

Donde K es la constante de integracién.

9. Calcule la siguiente integral:

/;dz
V—822 + 48z — 68

o]

m Métodos de Integracion )

En esta seccién, estudiaremos los diferentes métodos de integracién, que son una colecciéon
de técnicas disenadas para abordar una amplia variedad de problemas mateméaticos. Estos
métodos nos permiten resolver ejercicios que van més alla de las integrales bésicas, ofreciendo
soluciones eficaces para integrales mas complejas.

m Integrales usando el método de integracion por partes

Para aplicar este método, la funcién integrando se debe descomponer en un producto de
dos funciones. El método se basa en la regla del producto en sentido inverso:

= Sea la integral indefinida / f(z)g(x)dz, donde f y g son funciones diferenciables.
= Sila funcién g(x) se puede integrar, entonces escribir a G(x) como una antiderivada de
g(x).

= Ademds, la derivada de un producto establece que:

L (@6@) = 16 (@) + @) @)

Como G'(z) = g(z), se obtiene:

L (F@)6@) = f@)gla) + G f (@)

Luego, integrando resulta:
/ f(z)g(z)dzx + / G(z

mtegral a calcular




Métodos de Integracién

Ahora, se tiene la siguiente ecuacién

/ f(@)g(@)de = f(x)G(z) - / G(2)f'(@)dz. (1.3)

Denotando por u = f(z) y dv = g(z)dx, se obtiene

u= f(z) dv = g(z)dx
du = f'(z)dz | v = /g(z)dfc = G(x)

Luego, reemplazando en (1.3):

/udv:u~v—/vdu (1.4)

esta relacién es conocida con el nombre de férmula de integraciéon por partes.

Importante.

1. Es conveniente asignar la variable u a las funciones logaritmicas, inversas trigonomé-
tricas y funciones polinomiales, segiin se presenten en la integral a calcular.

2. Las funciones exponenciales y trigonométricas del tipo seno y coseno se eligen como
dv, segln sea el caso.

Ejemplo 1.29. Halle
/xezdx.

Solucién. Sea u =2 y dv = e"dx, entonces du = dx y v = e".

/xexdac = (x)(e%) —/(ewdx) = ze” —/e’”daz

= ze¥ -+ C.

Luego,

Ejemplo 1.30. Calcule la integral
/e% sen(bz)dx.

Solucién. Seleccionemos u y dv

u=e? = du=2>dx

1
dv = sen(bz)dr = v = ~% cos(bz)

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.




Integral Indefinida

Luego, se tiene

2x

2
I= / % sen(5x)dr = —% cos(5z) — 5 / —e** cos(5z)dx

o2z 2 .
I= — 5 cos(5z) + 5 /e cos(bz)dx
S —
Iy

Integrando I; por partes, se tiene
u=e¥ = du = 2e*%dx

1
dv = cos(bx)dxr = v = E sen(bz).

Asi,
e 2
I= == cos(5z) + E / % cos(5z)dx
2z 2 2z 2
= —% cos(bz) + E % sen(bx) — 3 / e* sen(5z)dx
N— ——
I
Entonces
2
<I+ —I) = [——cos 5z) + %e% sen(5x)}

I

e’ 2 2z
@ {—? cos(5z) + 3¢ sen(5x)} +C.

Ejemplo 1.31. Calcule la integral:
I= /\/ac + 1ln(x + 1)dz

Solucién. Integrando I por el método de integraciéon por partes. Seleccionando adecua-
damente u y dv:

d 2
u:ln(x—i-l)édu:ffl y dv:\/.’c—i-ldazév:g(:c—i-l)s/2

©
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Luego, se tiene
2 2
I= g(x+ 1?2z +1) — g/\/x+ ldz

= %(x +1)*2In(z +1) - g(a: +1)%2 +C.

Ejemplo 1.32. Calcule la integral I = /arcsenacdac.

1
du =vdr = ———dx
u = arcsen x V1—2a2

=
dv = dr v:/dvz/daczx

Solucién. Método por partes




Métodos de Integracién

Aplicamos la férmula del método de integracién por partes:

I / arcsen xdr = x - arcsen

(z) —/xﬁdw

= xarcsenzw x = xarcsen(x) — Ih (1.5)

_ / _r 4
V1 — 22
Ahora debemos resolver la integral
x
L = / ———dz.
! V1 — x?

t=1—22

g — —9wdr Sustituyendo en la integral I; :

Por cambio de variable, hacemos : {

x —1 1
= —_— — R —— = — _ = — = = — 72
L /md:ﬂ /zﬁdt /Nidt Vi+C=-v1-z2+C

Finalmente, reemplazando I3 en la referencia (1.5):

I= /arcsena:dz = xarcsenx — [; = xrarcsenx — (,\/1 — xZ) +C
=garcsenz + V1 — 22+ C.
Ejemplo 1.33. Calcule /sec3(x)dx.

Solucién. Aplicando integracién por partes en:
1= / sec® xdx = / sec z sec? xdx

y eligiendo

U = Sec T dv = sec? xdx
du = sec x tan xdx v =tanzx
Se obtiene:
I= /sec3 xdr = secxtanx — /secmtan2 xdx

_ 2

=secxtanz — /secac (sec T — 1) dx

=secxtanx — /sec3 xdzx + / sec xdx

I

Luego,

2/sec3 xdr = secxtanx + /secxdw =secztanz + In |secz + tan x|
Por lo tanto,

1 1
/sec?’xdx = isecxtanm—l— §ln|secm+tanx| I+ G

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Integral Indefinida

Ejemplo 1.34. Halle |a siguiente integral:

/(63: —1)(e + arctan z)dx.

Solucién. Integracion por partes:

u=e+arctanz | dv = (6x — 1)dz
dx

du:m2+1 v=2322 -z
322 —x
2
I = (32" —2) (e—f—arctanac)—/3527_'_1 2
9 z+3
= = t = = d
(32% — ) (e + arctan z) /(3 :c2+1) 2

3
= (32% — z) (e + arctan ) — /3dac + / xQL—l—ldm + / T_’_ld:c

1
= (32% — z) (e + arctanz) — 3z + o In (z? 4+ 1) + 3arctanz + C.

Ejemplo 1.35. Calcule

dzx.
=3

I:/ln(m)

Solucién. Aplicando la propiedad de logaritmos, se tiene:
1
In (Y1+22) = ghn(1+2%).

Luego, reemplazando en la integral

2
,:/de

323

Ahora aplicando el método de integracién por partes.

1 2x
=-In(1+z¥)=>du=——d
u 3n( +x):> U 3(932_'_1) X

dv=x73%d =——.

v==z “dr="v 272

Por lo tanto, se tiene:

sziln(1+x2)f

/,#dw
622 (22 +1)

/1+x2—:v2
————dzr
z (2?2 +1)

1 a3
/[;_ﬁ—i—l] dr

(ln || — %ln (z* + 1)) +C.

1

1

WIE ik = =

1




Métodos de Integracién

Ejemplo 1.36. Calcule la integral
/ [(1 - aa:)3e(17‘””)2 + 2 (ba® + 1) sen (ba? + 1)] dz,
donde a y b son constantes reales diferente de cero.
Solucidn. Se observa que
= / [(1 — anlc)?’e(l*‘”")2 + 2 (bz® + 1) sen (ba? + 1)] dx

/(1 - ax)?’e(l_”)zdx + /a: (b2® + 1) sen (b:z:2 +1)dz

Haciendo un cambio de variable

z=(1-ax)? | dz = —2a(1 — az)dz
w=bx’+1 dw = 2bxdx

Luego, reemplazando en la integral inicial
1 1
I=—— / —2a(1 — ax)(1 — ax)Ze(lf‘”:)Qd:c + % /me (b:v2 +1) sen (bx2 +1)dx
= ——/z ezdz-i- — [ w-sen(w)dw.

Integrando por partes en ambas integrales:

Uy =z dvy = e*dz u=uw dv = sen wdw

duy = dz v = e° du=dw | v=—cosw

Finalmente, se obtiene

— 1 z z 1
I = % [ze /e dz} + % [ wcosw—i—/coswdw}
— 1 z z
= % [ze e]+2b[ wcosw + senw] + C
L 2 1—az)? | 1 2 2 2
= [(1-az)®—1] el=a2)® 4 % [~ (ba* + 1) cos (ba? + 1) + sen (ba* +1)] + C.

Ejemplo 1.37. Calcule el valor de M = D + B — A, si se cumple:
A
/:::3 arcsec(z)dz = Z£E4 arcsec T — E( 132 4 — \/ 1+C,

donde C es la constante de integracién.

Solucién. Integrando por partes:

1
u = arcsecx = du = ————dx
zvz? -1
4
4
dv:a:?’d:z::>v:z

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Luego,

I 14 1 T d
= -z arcsecr — — [ ———
i -7 1 4
| S S ——
I
Para I; hacemos: u? = (x2 — 1) entonces udu = xdx y

11=/(u2+1)du:%u3+u+0

Asi, la integral I queda determinada por

I= iw‘larcsecx — i [é (x2 — 1)3/2 + (mz — 1)1/2 +C.

Por lo tanto,

Ejemplo 1.38. Calcule:
/Q(ac — 1) arctan zdz.

Solucién. Usando el método de integracién por partes, donde

u=arctanz y dv=2z—1),

entonces 1
du:mdx y v=21%—2z.
& Luego,
z ,
< B _ 2 Y 2z
E /2(9: 1) arctan zdx = (2° — 2z) arctan / T2 dx
— 2
© 9 g7 - 1| = 1 = 23
= = (z* — 2z)arctanxy — | ——————dx
fﬁn ( ) / 1422
1=
—

2
9 z°+1 1+2x
= (= —2x)arctanx—/mdx+/1+x2dx

1 2
= (x2—2x)arctanx—/d:c+/1+m2dm+/1+xx2dx

= (x2 — Zm) arctanx—x+aretanm+1n|1 +ac2| +C.
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Ejercicios propuestos 1.3.

1. Halle las siguientes integrales:

a) /mcosxdw e) /serﬁ;xdx

b) /e“C cos(2z)dx 1) /(z2 + Tz)eddx

c) /warctan(?m:)dac 9) /cosxln(sencc)dac

d) /sec3a:d:1: h) /eﬁd:c

2. Pruebe que

P pant

) - 5 +C p#-L

/:r” In(z)dz = P} In( TESE

3. Halle las siguientes integrales:

xe?a:
a) /7(2‘%_‘_1)26158

9) / z? arcsec xdx
b) / €% sen?(3z)dx

t arcsent

V1—1t2

i) / €°5% sen ¢ cos? wdx

h) dt

c) /wer sen (22 + 1) dz
d) /sen2(2ln x)dx

. In?z
e) / (2 - 22) e¥dz

k) /a,rccos< e )dx
b /:csechtanacdm r+1

4. Verifique que:

[1+]
=
c
=
[}
=
s
o]
=
o0
2]
-
(=
™

axr

asenbr — beosbz) + C

a) /e‘“” sen bxdx = m(

ea:c

b) /e‘“” cosbxdr = m(a cosbx + bsenbz) + C
5. Demuestre que:

a) /sen" zdr = —sen™ Y zcosz + (n— 1) /sen("_2) x cos? zdzx

(n—1) —
b) /sen" zde = -2 na:cosm + 0 - ! /sen("%) xdx

/x"exdx =z"e” — n/ac"flexdac.

6. Verifique que:
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Integral Indefinida

m Integrales Trigonométricas

En esta seccién, exploraremos las técnicas para abordar integrales que involucran fun-

ciones trigonométricas, desde los casos mas simples hasta situaciones mas complejas que

requieren un mayor analisis.

I. Integrales de funciones trigonométricas basicas.

Existen casos inmediatos, que solo requieren un cambio de variable para luego obtener una

integral inmediata. A continuacién, mostramos algunos ejemplos:

" /sen(nm)dz ! cos(nz) + C
n
1
" /cos(nx)da: = sen(nz) + C

" /secz(nx)da: = %tan(nm) +C

" /tan(ac)dm = —In|cos(z)| + C = In|sec(x)| + C

La idea para resolver una integral que involucre funciones trigonométricas es modificar la

integral usando identidades adecuadas y, en muchos casos también el método de cambio de

variable, que nos permite llegar a una integral inmediata.

1. sen’z +cosz =1
sen x
2. =tanz
cos T
Cos T
3. =cotx
sen x
1
4. =cscx
sen x
1
5. =secx
cos T
1
6. =cotx
tanx

Importante. Es sustancial recordar algunas identidades trigonométricas como:

7.

10.
11.

12.

1+ tan?x = sec’x

1- 2
sen’z = 728( 2)

1+ cot?x = csc?x

1 2
cos? 1 — +C%(@

sen(2z) = 2senx cos T

cos(2z) = cos® & — sen? z

II. Cuando el integrando es un producto de funciones trigonométricas.

Caso 1: Integrales que involucran productos de cosenos y senos de la forma:

/ (e (Bl

/ cos(Az) cos(Bz)dx

/ el B

Estas integrales se resuelven aplicando técnicas de expansiéon y manipulacién algebraica para

descomponer estos productos en términos mas simples, lo que nos permitird integrar cada

término por separado.




Métodos de Integracién

Importante. Para este primer caso es valioso recordar las siguientes identidades:

i. sen(Az)cos(Bz) = = [sen ((A — B)z) + sen ((A + B)x)]

= N

ii. cos(Az)cos(Bz) = = [cos ((A — B)x) + cos (A + B)z)]

DO |

iii. sen(Ax)sen(Bx) = = [cos ((A — B)x) — cos ((A + B)x)]

N =

Ejemplo 1.39. Calcule /sen(le) cos(bz)dz.

Solucién.

/sen(lO:E) cos(bz)dr = / % [sen(10z — 5z) + sen(10z + 5z)] dx

. / (sen(5x) + sen(152))dzx
1 <cos(5:v) cos(lSac)) LC

2 5 15

_ cos(5x)  cos(15x)
B 10 s ¢

Ejemplo 1.40. Calcule /cos(Slw) cos(12z)dx.

Solucién.

/Cos(31m) cos(12z)dx = %/(cos(lgx)+cos(43x))dw
_ 1 (sen(lQm) N sen(43x)) Lo

2\ 19 43
19 43
sen(19zx) n sen(43z) +C

38 86

Ejemplo 1.41. Calcule /sen(lBa:) sen(7z)dx.

Solucién.

/sen(13x) sen(7z)dr = %/(003(6:1:) — cos(20z))dx
_ 1 (sen(6 sen( 203@ >

2 6
sen(6zx) sen(20x
= +C.
12

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Caso 2: Integrales de funciones trigonométricas elevadas a potencias enteras de

la forma:

/sen”(m) cos?(z)dx /tanp(:c) sec!(z)dx /cot”(w) cscl(z)dx

donde p o ¢ son ntimeros enteros positivos. Para este segundo caso, utilizaremos identidades
trigonométricas y propiedades de las potencias para simplificar estas expresiones y resolver
las integrales resultantes de manera simple.

Ejemplo 1.42. Calcule:
/ sen? z cos® zdz.

Solucién. Observemos que
cos® x = cosx cos® & = cosx (1- sen? )

= COST — sen2 X COST

Entonces, reemplazando se obtiene:

/sen2 x COS3 rdr = /sen2 x (COS T — S€H2 X COoS IE) dx

= / sen® z cos zdx — / sen’ z cos zdx

3 5
sen”x  sen’x
= - +C.

3 5

©

i

= . .

= Ejemplo 1.43. Calcule la integral:

]

= 3 2

— sen® x cos” zdzx.

s

o0

)

= .7

i Solucioén.

.

2

/ sen® zcos?xdr = sen® z sen z cos® xdx

(1 — COS2 ZI?) senx 0082 xdx

Il
e

cos® zsenzdx — / cos® z sen zdx

1
= —gcos3:v+gcos5x+0.

Ejemplo 1.44. Halle la integral:

/ sen’(4z) cos® (4z)dz.
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Solucién.

cos?(4x) cos(4x) sen® (4x)dx

/ sen®(4x) cos® (4x)dx /
_ / (1 — sen? dz) cos(4z) sen’(dz)de
/sen3(4ac) cos(4zx)dx — /sen5(4ac) cos(4zx)dx

1 1
= = sen(4z) — BT sen®(4z) + C

En el siguiente ejemplo, se muestra una integral donde p es un nimero racional.

Ejemplo 1.45. Calcule la integral:
/ V/sen3 (4z) cos® (4z) dz.

Solucién.

/ /sen3 (4x) cos® (4z) dz

(M)

sen2 (4z) cos* (4z) cos (4z) dz

(4z) (1 - sen? (élx))2 cos (4z) dx

3

[senz (4z) — 2sen? (4z) + sen’ (4x)] cos (4z) dz

Il
‘H\\}\
g

= losen% (4z) — %sen% (4z) + % sen’® (4z) + C.
Ejemplo 1.46. Calcule:
/cos2 (2z) sen (6z + 1) du.
Solucién.
1 4
/cos2 (2z)sen (6 + 1)dz = / (H%W) sen (6z + 1) dx

%/sen (6z+1) da:—{—%/sen(ﬁm—i—l) cos (4z) dx
%/sen(6x+1)dz+i/sen(10z+1)+sen(2x+1)da:

1 1 1
= —1—cos(6x+1)—Ecos(le—f—l)—§c05(2x+1)+C.

Ejemplo 1.47. Calcule la integral:

/ sen’® z cos® zdz.

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
—




Integral Indefinida

Solucion.

2
1-— 2 1 2
/ sen® z cos® zdx CZOS $> < + (:205 x) dx

(1 - cos®(22)) (1 + cos(2z)) dx

Il
\\\>\

sen?(2x) (1 + cos(2z)) dz

0| — 0| = |

1
sen?(2z)dz + / gsen2(2x) cos(2x)dz

= %/ (ﬂ) dx+é/sen2(2x) cos(2x)dx

11 1
= %% " ® sen(4x) + 18 50 (2z) + C.

Ejemplo 1.48. Calcule la integral:
/sen2(4x)daj.

Solucién.

/sen2(4x)dfe = /I—Ls(&v)d

. %
1 1

§/da:— E/cos(&c)dac
1 1

= —x— —sen(8z)+C.

2716
;S Ejemplo 1.49. Calcule:
=
5 /coss(?)x)dx.
]
=
T Solucién.
&
£ / cos®(3z)dxr = cos*(3z) cos(3x)dx
=

(1- senQ(Sx))2 cos(3z)dx

(1 — 2sen?(3z) + sen*(3)) cos(3z)dx

I
— e — —

cos(3z)dx — 2/sen2(3x) cos(3z)dx + /sen4(3x) cos(3z)dx

Wl =

2 1
sen(3x) — 3 sen3(3z) + IR sen®(3z) + C

Ejemplo 1.50. Calcule la integral:

/ tan*(2z)dz.
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Solucién.
/tan4(2x)dw = tan?(2z) tan?(2z)dx

/
_ / (sec?(2z) — 1) tan®(2z)dz
/

tan?(2x) sec?(2z)dx — /tanQ(Zx)d:v

%tan3(2x) - / (sec?(2z) — 1) dz
1

Ejemplo 1.51. Calcule la integral:
/ cot®(2x)dx
Solucién.
/ cot®(2z)dx = / cot?(2z) cot(2x)dx
= /(csc2(2x)—1) cot(2x)dx
= /csc2(2x) cot(2z)dx f/cot(Zx)dx

1 1
= cot?(2x) — 3 In [sen(2z)| + C

Ejemplo 1.52. Calcule la siguiente integral:
/tan5(a:) sec’ (z)dz.

Solucién.

/ tan® (z) sec® () dz

/ (secQ(x) — 1)2 sec®(z) tan(z) sec(x)dx

/ (sec(z) — 2sec®(z) + 1) sec®(z)(tan(z) sec(z)dx)

/ (secu(x) — 2sect(z) + secs(x)) (tan(x) sec(z)dx)

_ sec!3(z) 2 sec!(z) + sec®(x)

13 11 9 %

Ejemplo 1.53. Calcule:

/tan5(3x)daz.

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
—
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Solucidn.
/tan5(3z)d:r = /tan3(31:)(sec2(3x) —1)dz
= /tan3(3x) sec?(3x)dx — /tan3(3m)d1’

_ / tan3(3x)d(ta“§3””)) / tan(3z) (sec®(3z) — 1)de

4
= w /tan(3az sec’(3x) dx+/tan (3z)d

tan?(3z)  tan?(3z) In|sec(3x)]
=1 s s ¢

Ejemplo 1.54. Calcule la integral:
1= /217 cos? (xZ) sen’ (mz) dx.

Solucién. Haciendo un cambio de variable:

z =22, con dz = 2zdx

Luego,

~
Il

/ cos? z sen* zdz

- (e

/(1 + cos (22)) (1 — 2cos (2z) + cos® (22)) dz

1 — cos (22) — cos® (2z) + cos® (22)) dz

| — (@) — <1—i—#s(4z)> 1 (1 — sen® (22)) cos (22)} &

2

©
i
=
=
15}
]
£
©
o
o0
)
-
<
.

| = 00| 00|+ 00|k 0ok

— e — —

(
|
{1 —cos (22) — <M> + cos (22) — sen? (2z) cos (2z)} dz
{ o0s (4z) — sen? (2z) cos (22)} dz

/ z — % cos (4z) dz — é/sen2 (22) cos (2z) dz

= 1 sen (4z) dz — % sen® (2z2) + C

16 64

_ 1L, 1 IR D
= 16x 64sen(4m)dz 4856n (230)—1—0.

s
"‘c:"—‘

"‘@

Ejemplo 1.55. Calcule:

= /tan5 (z) sec3 (z) dz.
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Solucién.

Solucién.

/tan2 (2z) sect (2z) dz

Solucién.

/cot% (z) csc* (z) da

= /secg (z) tan (z) sec (z) tan (z) dz
= /sec% (z) (5602 (x) — 1)2 sec (z) tan (x) dz
= /sec% (z) (sec* (z) — 2sec? (z) + 1) sec (z) tan (z) dz

=/(secl3l( )72860%( )+sec% (x))sec( )tan (z) dx

11

= /sec? (z) sec (z) tan (x) dx — 2/3 3 (x)sec (z) tan (z) do + /secg (x) sec (z) tan (z) dx

Ejemplo 1.56. Calcule la integral:

/tan2 (2) sec* (2z) dz.

O‘.a\l—'l\.')\b—‘ \\\\

(tan? (2z) sec? (2x) sec? (22)) dz
(tan? (2z) (1 + tan® 2z) sec® (2z)) dw
(tan? (2z) + tan? (22)) sec? (27) dx

tan? (2z) sec? (2z) dx + /tan4 (2x) sec? (2x) dx

n3 (2z) N 1 tan® (2z)

Ejemplo 1.57. Calcule la integral:

3 2 5 0
n® (2z) + % tan® (2z) + C.
/cot% (z) csc* (z) d.

cot () csc? (z) esc? (z) dx

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
—
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Ejemplo 1.58. Calcule la integral:
3 (,x 4 x
/cot (e®) esc? (e )dm.

6—1‘

Solucién. Haciendo un cambio de variable e* = z, con e*dx = dz, se tiene

/wdx = /cot3 (z) esct (2) dz

e*ib

cot? (z) esc? (z) esc? (2) dz

/
- /cot3 (1+ cot® (2)) esc? (z) dz
fle

= co Yesc? (z)dz + /cot5 (z) csc? (z) dz
_cot'(2)  cotf(z)

=~z g ¢

_ cot*(e”)  cotf (e?)

==, = 4 C.

Ejemplo 1.59. Calcule la integral:

_ [tan® (2yZ +7) secd (2y/Z +7)
1= / NG dx

1
Solucién. Haciendo un cambio de variable u = 21/z+7, cuyo diferencial es du = sz,
x

se obtiene:

Il
w
@
ou> o £>
—
~
|
[\
w0
@
a
—
=
J’_
—_
~—
w0
@
[e]
ol
—
~
=+
&
=}
—
=
w0
@
[e]
—
<
=
U
<

1

©
i
=
=
15}
]
£
©
o
o0
)
-
<
.

= secs (u) 3 sec
N 4
Finalmente, tenemos

I:%sec%(2\/54—7)—%5%%(2\/5-‘,-7)4- §(2f+7)

1\3\00

Ejemplo 1.60. Calcule la integral

I= / cot (z) sen~% (z) dz.
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Solucién.

1

/ cot? () esc® () da

cot? () esct () esc? () da

cot? () (1 + cot? (alc))2 csc? () dz

cot? () (1 + 2cot? (z) + cot* (z)) csc? (v) da

— e — —

cot? () csc? () dx + 2 / cot2 (x) csc® (z) da + /COt% () cse? (z) da
= —% cot? ® == cot (z) = % cot (@) +C.

Ejemplo 1.61. Calcule:
/ sen(3z)
———dx.

csc? (%x)

Solucidon. Se puede observar que

sen(3z) 2 (5
W = sen(3:1:) sen 5.’1} o
Luego, como
sen? @ — 1-— 0(2)8(26)7

vemos que el integrando se puede reescribir de la siguiente manera:

ser21(35:c) _ sen(3x) (1 - cos(5x)) _ sen(3z) — sen(3z) cos(5z) 3
asc? (5] 2 2 E
©
Entonces E
/%dw = %/(sen(Bm) — sen(3x) cos(5x))dx %;
=
= % {/ sen(3z)dx — /sen(?’w) cos(5x)dx} =
_ 1{_005(3“3) - / 1((cos(8x)+cos(2x)))dw}
2 3 2
_ cos(3z) sen(8x) sen(2x)
B 6 32 g T
Ejemplo 1.62. Calcule la integral:
2 (T 3 (T
/tan (ee)_(;sc (e )d:v

Solucién. Haciendo un cambio de variable u = €, con du = e*dx:
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/tan2 (u) csc® (u) du =

tan? (u) (1 + cot? (u)) csc (u) du

(1 + cot®u) esc (u) tan? (u) du

Il
—— —

esc (u) tan? (u) du + /csc (u) du
= / sen (u) du + /csc (u) du

cos? (u)

B +1In |esc (u) — cot (u)| + C

cos (u)
Finalmente, tenemos
t 2 (,x 3 (% 1
/ an (66)7250 (e )dm = S + In|csc () — cot (e¥)| + C.

©
2
=
=
15}
]
£
©
o
o0
)
-
<
.
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Ejercicios propuestos 1.4.

Encuentre las siguientes integrales:

1. /0053(4:17)sen7(4x)dm 16. /cos(?;x)cos(?x)dx.

cos®(2x) d 2 sen? (\/m) cos? (W)

4 2

3. /Sen (6z) cos™ (6z)dz 18. /sensteansen:t:dw.
5

4. [ cot’(az)dz, a > 0. 19. /mtan&s da.

5. [ tan®(5x) sec®(5z)dx

20. / sen® z cos? zdz.

5 7
cot”(7x) esc’ (7x)dx 21. /sen“:z:cos5 zdz.

o
— Y S — —

2 3 aen—2(9 _ 5.3 5
x“cos(2 — 5z°)sen” “(2 — 5x°)dx 99, /sen (3x) .
cos!4(3x)
8. [ tan®(3z)y/sec?(3x)d
an’ (3z) Vsec’(3z)de 23. /(cotm+tan2 x)zdx.
33 12
0. /\/tan (Inz) sec?(In z) da /se06 o
T 24.
672
e~ tan*/3(e7)
10. / send(e—7) dx 25. /(cos4t+cost) sen? tdt.

11. /z_1/2 (W)gcosl‘r’ﬂ(ﬁ)dm 26. /sen(a: —m/2)sen(3z — 7 /2)dx.
12. /sen(Zm)cos(Sac)dm. 27. /cot6(2w)dw.

13. /sen3(4m)cos7/2(4x)dx 28. /\S/Mcot?’%:dx

14. /sen(Qa:) sen(4x)dz. 29. /(sec2x+2sena:) tan? zdz.

15. /secﬁ(x) cot?3(z)dz. 30. /\3/senxcos5(:u)dx

m Integracion por sustitucién trigonométrica

En esta seccidn, estudiaremos una técnica denominada sustitucién trigonométrica,
la cual es 1til en el calculo de integrales que tienen raices cuadradas de sumas o diferencias
de cuadrados. Con este método, transformamos estas expresiones usando funciones trigono-
métricas, lo que hace que las integrales parezcan mas simples de resolver.

) ” T sen
3 /sen(2:c) 17. / Nt dx.

[1+]
=
c
=
(]
=
s
o]
=
o0
[
-
(=
™
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Sea u = f (z) una funcién de z, estas integrales son de la forma que incluyen términos como

a? —u?, Va2 + u? y u?2 —a2, cona>0.

Para este tipo de integrales se consideran tres casos:
= Caso 1. Si el integrando contiene una expresiéon de la forma
a2 —u?, a>0,

. . m . >
sustituimos © = asen 6 considerando —5 < 0 < —. Al usar esta sustitucién, notamos

w
- 2
lo siguiente:

Va2 —u2 = a2 — a?sen? 0 = \/a? (1 — sen? 0) = Va2 cos? § = a cos b;
ademds, 6 = arcsen (%) vy du = acos 0db.
= Caso 2. Si el integrando contiene una expresiéon de la forma
\/m, a >0,

- m m - .
sustituimos v = a tan #, con 3 <0< 7 De manera similar al caso anterior, con esta

sustitucién se puede observar que

Va2 +u2 = Va2 + a2tan?0 = (/a2 (1 + tan20) = Va2 sec? 0 = asec

donde 0 = arctan (g) y du = asec? 0d6.

= Caso 3. Si en el integrando hay una expresién de la forma

vu—a2 a>0,

™ .
0<f< =, siu>a
se realiza la sustituciéon v = asecf, donde { 2 . Ademaés, para
§<0§ﬂ', siu<—a

esta sustitucién notamos que

VuZz —a? = Va2sec?0 — a? = \/a? (sec20 — 1) = Va2 tan? 0 = a|tan ),

©
2
=
=
15}
]
£
©
o
o0
)
-
<
.

con ¢ = arcsec (E) y du = asec 0 tan 0df.
a

Cuando nos encontramos con una expresién como v/ a2 — u? en el denominador de una fun-
cién a integrar, se impone una restriccién adicional sobre la variable 6: en este caso, 6 debe
estar comprendida en el intervalo —7/2 < 0 < /2. Ademads, después de realizar la integra-
cién con respecto a la variable 6, es necesario regresar a la variable original z.

Si dibujamos un tridngulo rectdngulo de referencia donde
u u u
senf) = —, tanf=—, o secl =—,
a a a

tal como se muestra en la Figura 1.3, entonces las demés funciones trigonométricas pueden
expresarse facilmente en términos de u.
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a Va2 +u? u
A A 7 )

D) D) a a

a” —u

Figura 1.3: Tridngulos rectdangulos usados para representar las funciones trigonométricas usando una
expresién algebraica que incluye a u y a.

Ejemplo 1.63. Calcule:
/ dz
22v/9 — 22’
Solucién. Se observa que este ejemplo corresponde al primer caso. Identificando u = x
y a = 3 podemos hacer la sustituciéon

x =3senf, dxr = 3cosfddl

m m

donde — - <0 < —.

onde D) < D)
Del triangulo, tenemos que

; z V9 — 22

0=—
cos 3

entonces
32 _ x2
V9 — 22 = 3cosd.

Figura 1.4: Tridngulo rectangulo
del ejemplo 1.63.
Reemplazando, vemos que la integral se convierte en

/ / 3 cos 6db 1
wa/ 9 _ ;2 9sen? §( 3c050) 9

/csc2 0do = —%cot@ +C.

9 — 22
—

1 _ 72
/dix:_,coww:_Lw
229 — 22 9 9z

Ademas, de la Figura (1.4), tenemos que cot§ =

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.

Finalmente,

+C.

Ejemplo 1.64. Calcule la integral

_/xi—k?dx
3+ V6x — a2

Solucién. Notamos que la integral se puede reescribir de la siguiente manera

el o v
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Asi, podemos realizar la siguiente sustitu-

cién 3
z—3
r — 3 =3senf, con dx = 3cosfdf \
0
y reemplazarla en la integral
9— (z—3)2

3senf
a— ———— (3 cosfdb
/3+\/9—95en20( cos §f)

Figura 1.5: Tridngulo rectangulo
sen 6 cos 6 S < &

= 3/ ——df del ejemplo 1.64.
1+ cos@

Ahora, si hacemos nuevamente un cambio de variable en la ultima integral:

u=14cosf y du= —senfdf
obtenemos
3/sen0(:os€d0 _ _3/(u71)du
14 cosé U
1

/du+3/fdu

u
—3u+3lnul+C

—3(1+cosf) +3In|l+cosb| +C

9—(z—3)* 9— (z—3)?
3|1+ | 43I+ ———— |+ C.

Ejemplo 1.65. Calcule:
/ Va4 4
de'

©
°
= Solucién. Para el célculo de esta integral,
E
= utilizamos la sustitucién trigonométrica
s o
5 z=2tanf y dz = 2sec®fdf. zt+4 5
-
<
» Ademés, del tridngulo rectdngulo dado en 5
™
la Figura (1.6), tenemos que 5
22 +4
sect = D) Figura 1.6: Tridngulo rectdngulo

del ej lo 1.65.
lo que implica que 8 SR

22 +4 = 2sech.

Luego, reemplazando estos datos en la integral inicial se obtiene

/ 2sec(6)(2sec?(0)do) _ 2/ sec(6)(1 + tan?(6))do

/ Vi +4

2tan(6) tan(0)
sec(6)do sec(f) tan?()do
- 2/ tan(6) +2/ tan(0)
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Finalmente, utilizando identidades trigonométrica y resolviendo las ultimas integrales

se consigue

/@dm = 2/csc(0)d9+2/sec(0) tan(0)do

21n|csc(f) — cot(6)] + 2sec(d) + C

Va2 +4 -2
% +Vz2+4+C.

= 2In

Ejemplo 1.66. Calcule la integral:

In?z—4
/ n°z s
z(11r12z-i-41mz—i—8)§

Solucién. Antes de utilizar el método de sustitucién trigonométrica, hacemos un cambio
de variable:

dz

-

r =1Inz entonces dx =
Asi, la integral se puede expresar como

Inz—4 24
/ ne §dz=/ z sdx.
,z(ln2,z—|—41nz—|—8)2 ((w+2)2+4)2

\(z+2)2+4

z+2=2tanf y da = 2sec’0df T +2

9\2

Luego, sustituimos:

Adicionalmente, del tridngulo recténgulo
dado en la Figura (1.7), tenemos que

Figura 1.7: Tridngulo rectangulo _'S
(z+2)2 +4 = 2sec. del ejemplo 1.66. £
3
Entonces =
( )? f
2y 4[(tano - 12 -1 )
— T i = / = 2sec’ 00 g
2 2 4sec? )z =
((x +2)2+ 4) ( ) X
1 [tan?6 —
_ 7/ an® 0 2tan€d‘9
4 sec3 0
1 2 1 2
= 1 sen” 6 cos 0df — 3 sen 0 cos” 0dO
Isend 1
= Zser; +6COS39+C
3 3
1 2 1 2
- = A S s|l——] +c
V(x+2)?+4 V(x+2)?2+4
3 3
1 Inz+2 1 2
= 5| T + 6|l TT—— +C.
\/(nz+2)%+4 V(nz+2)%+4
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Ejemplo 1.67. Calcule:

/ dx
2322 =9
Solucidn. Este ejemplo corresponde al tercer caso de sustitucién trigonométrica.

Haciendo el cambio trigonométrico

x =3secl y dx = 3secftanfdl 22 -9

Ademaés, por el tridngulo rectangulo dado 3
en la Figura 1.8, obtenemos que

Figura 1.8: Tridngulo rectdangulo

Va2 =9 =3tan6. del ejemplo 1.67.

Luego, reemplazando estos datos se puede resolver la integral de manera rapida

/7(1% = /w = i/coszede
B3Ve2 =9 27sec3 O(3tand) 27

= 2i7 %(1 + cos 26)d6

= 514 (9+ 561122‘)) +C

= 51—4(9+sen0cost9)+0

= 5i4 (arcsec (g) + 3\/3?) +C.

Ejemplo 1.68. Calcule la integral:

/ (sen(z) — 5) cos(z) s,
(3 + 2sen(x) — sen?(z))2

Solucién. Buscando utilizar una sustitucién trigonométrica, primero hacemos un cam-
bio de variable dado por:

©
i
=
=
15}
]
£
©
o
o0
)
-
<
.

u=senx y du = coszdr.
Con este cambio la integral se transforma en

/( (sen(x) — 5) cos(x) dr — /(H’du

3+ 2sen(x) —senQ(ac))g 3+ 2u — u?)

= /(_du.

4—(u—1)2)

3
2

lw

Luego, aplicando la sustitucion:

u—1=2senf y du= 2cosfdf

en la ultima integral de la derecha
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/( u=5 du = /7(2(262)(:()9534)20050d0 :/7(8;222(_0)2) do

sec(f) — tan(f) + C
2

\/4 u—l \/4 u—l

_ 1 sen(z ) 1 i

\/4 (sen(z \/4 (sen(z) — 1)*

+C

N =N =

Ejemplo 1.69. Calcule la integral:

4
dx
/ e~ (2% + 4e® + 4)? \/e2%  de®

Solucién. Utilizando el cambio de variable z = €* y dz = e"dux:

/ 4 dm_/ 4dz
e~ (€27 4 de® + 4)? /2% 1 4e® (z +2)* /(2—1—2)2—4

Luego, sustituimos: z+2 = 2sec 0 y dz = 2sec § tan 6df en la tltima integral, obteniendo

4dz 8secf tan f
- 32sect §tan Gde
(z+2)*/(z+2)* -4
= % /0083 0de
1

= - 1 — sen? ) cos 6d6
A

1 1
=) Zsen@—ﬁsen 0+C

3
_ 1ver4der 1 <\/62z+4ez> L

4 er+2 12 et 42

Ejemplo 1.70. Calcule la integral:

e(l'
dx
/ (9 + 6e* + 62’3)2 V—e2r — 6e®

Solucién. Rdpidamente notamos que la integral se puede expresar como

e’ e’
dx =/ dx.
/ (9 + Be® + €20)* /=2 — Ger (e +3)* /9 — (e= + 3)2

Ademés, utilizando el cambio de variable z = ¢ y dz = ¢"dux, logramos convertir la
integral en

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Zz
/ € do — / dz
(e +3)*1/9 — (e 4 3)? (z43)*1/9 — (z + 3)?

de donde claramente la sustitucion trigonométrica a utilizar es

z+3=3senf y dz = 3cosfdo.

Entonces,

/ 3 cos 6db _ / 3cosf o
(3sen0)4 9_ (3sen0)2 81sent /9 — 9sen? 0

_ / 3cos 0
N 81sen? (3 cosh)

S L
~ 81/ sentf

1 4
= g /e 0dé
1
= 3 csc? 0 (co’c2 0+ 1) dé
= 1 csc? 0 cot? 0dO + L /0502 0do
81 81
R |
= —ﬁcot 9—§c0t0+0
3
1 9—(2+3)? 11/9—(z+43)? o
T 243 z+3 81 z+3 +
3
1 [1/9— (e +3) 1 /9 (e®+3)° .
T 243 er+3 81 e*+3 e
)
2
% Ejemplo 1.71. Calcule la integral:
]
1= / 2
= ———dx.
5 1+2)vV1—2a?
)
=)
E. Solucién. En este ejemplo, inmediatamente nos damos cuenta que la sustitucién a
™

utilizar es
z=senf y dx = cosfdb.

Entonces,

/ 2 dr — / 2 cos 6 o
(1+2)vV1—a? (1 +senf) /1 —sen?d

1 1—send
2/1+sen0d072/ cos2 0 d0

2/sec2€d072/ send g
cos? 0

2tand — 2secf + C'
2x 2

= +C.
V1—z2 1-—22
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Ejemplo 1.72. Calcule la integral:

1
/\/(5—4x—x2)5dw

Solucién. Completando cuadrados, se observa que la integral se puede escribir la si-

/ ,/(9— (i+2)2)5dx

z+2=3senf y dx = 3cosbdb,

guiente manera

dr =

e

Luego, haciendo la sustitucion:

se obtiene

/ 3cosf _ i 14 o
/ (9 — 9 sen? 9 81 ) cos*f
= — / sec* 0d9

= (tan 0+ 1) sec? 0do

81
= L [tan20 9d0+i/ 2 0do
= 81 an sec 31 sec
1 tan®@ 1
= —2 74+ tand
8l 3 +81 anf + C
3
1 2 1 2
= 5 e +8—1L+C. -
9— (z+2)* 9—(z+2)? =
£
E
Ejemplo 1.73. Calcule: -
421 L“
/—dm o0
Ve 1 8et 1 12 2
—

Solucién. Se observa que
4e%*

\/62w+8€$+1 / /€z+4

Luego, haciendo un cambio conveniente e® + 4 = 2sec y e*dx = 2 sec 0 tan 6d6:

/ 4(2sect — 4)2sectand
\/62“ +8e” +12 2vsec? 0 — 1
=8tand — 161n|secd + tanf| + C

do =8 / sec? 0df — 16 / sec 0df

(e® 4+ 4)*> — 4 ¢y (e* +4)? — 4
=8| ——F— —161ne;r + 5 +C
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Finalmente,
427 T 4y (e’”+4)2—4
— 4/ +4) —4— 16 [T 4 +C.
Ve + 8em + 12 2 2

Ejemplo 1.74. Calcule la integral:
/ 1—3z
2+V3+ 6z — 9:t

Solucién. Si factorizamos en el denominador —9z% + 6z + 3 = 4 — (3z — 1)2, la integral

se expresa como

/ 1—-3z 1-3z
2+\/3+6a:—9:1:2 2+ 4/4—(3z—1)?

2
Haciendo un primer cambio de variable: 3z — 1 = 2senf y dr = 3 cos 0df, tenemos

/ 1—3x / 2sen 2cos9d9
2+ +/4—(3z—1)2 2414 —4sen263
_g/—senﬁcowcu9

3 1+ cosf
Luego, realizando un nuevo cambio: v = 1+ cosf y du = — sen 0df, se tiene
1— _
/ 52 dr = 2 (u=1) du
2+ +/4—(3z—1)2 3 u

/d -3 [ o

(o]

=

=

= 7u—fln|u\+C

B 3

= 2

T,‘_’ :5(1+cose)—gln|1+cose|+0

)

2 2 3 + 6z — 922 2 3+ 6z — 922
E _3<1+2 -3+ = +C.
™
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Ejercicios propuestos 1.5.

Calcule las siguientes integrales.

L /—29” =3 12 / o d
) @42 -3)32 ) eV —ser20
. [T o Ao —

L2 / Ll 13. /xi‘r’gdx

: r+1 (x2 — 22+ 2)°

E e " 2x

' 3. ——d 14. d
: / (92 +1)3/2 ! / (22 —2)Vat —4a? +5 ‘
: xdx x?

: 4. /75 —G_a? 15. / de
. \ (x —4) /(2 — 8z + 20)
' dx

. 5. / S R / z+3

' -2 5)2 16. dx
' (@ 2+5) (x —1)V3+ 2z — a2

' 3

: x

: Y Vi_— e

b0 / (422 + 9)32 ™" 17. /%d&c

4 /75” - / 1-3z

' 2

: ¢-2z-8 2 Varor o

N dx

: 8. /7 19. /—d

: Vb — z? (x2+1)V1 — a2 v

. 5e 2x 0 3

. 4+z°)2

: W 20. /%dw

. 1 1

« 10 /(1+ f) - dx

E T (zx+Inx)2 -4 21. 332,/4_$2dx

: e?z — 8e® / 1

. 1. [ ———-d 22. | ———dzx

' / (8 — 2er — e2)3/2 v (22 — 22 4 5)°

m Integracion de funciones racionales por fracciones parciales

En esta parte, estudiaremos una técnica fundamental para abordar integrales de funcio-
nes racionales, mediante un proceso de descomposicién en términos mas simples que faciliten
su integracion.

Iniciamos nuestro estudio, sumando dos funciones racionales, por ejemplo,

2 3

fa)=— v )=

Entonces, realizando la suma se obtiene:

3 5r —1

2
J@+9@) = ot T 5 = v e =2

Notamos que al sumar, los términos se combinan mediante un denominador comin. Ahora,

[1+]
=
c
=
(]
=
s
o]
=
o0
[
-
(=
™
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Integral Indefinida

supongamos que queremos integrar el resultado de la suma; esto es,

br —1
/ (z+1)(z— 2)‘1"’“‘

No obstante, podemos expresar esta integral como una suma de funciones racionales para

facilitar la integracion

5z —1 2 3
———dxr = — | dx =21 1|+ 31 2|+ C.
/(x+l)(x—2) * /(ac+1+x—2) * nle+ 1]+ 3 e —2]+

El método de descomposicién mediante fracciones parciales, consiste en descomponer

una funcién racional en la suma de fracciones mas simples, lo que facilita la integracién.

Antes de continuar con método de las fracciones parciales, es crucial entender algunas defi-
niciones basicas que nos serviran como cimientos sélidos para nuestro estudio. Comencemos
por explorar qué son las funciones racionales.

Definicién 1.4: Funcidn racional |

Una funcién racional tiene la forma:

donde P(z) y Q(x) son polinomios en la variable z de grados n y m, respectivamente.

Importante.
= Sin < m diremos que la funcién racional R es propia.

= si n > m diremos que la funcién racional R es impropia.

Si R(z) es una funcién racional impropia, por la divisién de polinomios, existen dos

polinomios ¢(z) y r(z) tales que

donde el grado de 7(x) es menor que el grado de Q(x).

Importante.

r(x)
Q(z)

= Se observa que el cociente

es una funcién racional propia.

= Si se quiere determinar la integral /
Qx

P(x . .
E ;d:u solo es necesario conocer cémo integrar

funciones racionales propias.
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P),
Q)

Caso 1: Factores lineales diferentes. Si el denominador Q(x) contiene un producto de k

Casos de descomposicion en fracciones parciales de la funcién

factores lineales distintos. Es decir, si
Q(z) = (@12 + by)(agx + b2) - - - (arx + by.),

donde los coeficientes a; y b;, i = 1,...,k son ntimeros reales. Entonces es posible encontrar
constantes unica A;, i = 1, ..., k, tales que
P(x A A A
(x) = L + 2 4+ 7’“'
Q(z) az+br  ax+be apx + b

(1.6)

Ejemplo 1.75. Exprese en una suma de fracciones parciales la siguiente funcién racional:

floy = S EEt?
23— Tr—6

Solucién. Para el primer caso es muy sencillo encontrar los coeficientes, pero primero
tenemos que factorizar el denominador:

22 +x+3 22+ +3

f@) = 3——6= (z+1)(z+2)(z—3)

Asi, f se puede expresar como

A B C

f(z) =
Luego, determinando las constantes

- {(;ii_)%] =3 - Z

Finalmente, la representaciéon de la funcién f en fracciones parciales es

3 1 3

@)=~y era T w9

Importante. El método utilizado para hallar las constantes del ejemplo anterior, se deno-
mina método de encubrimiento, y se usa en una descomposicién en fracciones parciales
en el caso especial cuando el denominador del integrando es el producto de factores lineales
distintos:

P(x)
(x—r1)(x—r2) - (w—rg)

flz) =

Caso 2: Factores lineales repetidos. Si el denominador Q(x) contiene un factor lineal
repetido; es decir, si el factor lineal (ax + b) se repite k veces

Q)= (ax+b)*. ..

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Integral Indefinida ﬂ

donde @ y b son nimeros reales. Entonces es posible hallar constantes reales tnicas Aj;,

i=1,....,k tales que

P(x)_ Al A2 Ak
Q@) tatb o T T @y T (1.7

Ejemplo 1.76. Descomponer la siguiente funcién racional en fracciones parciales:

3z +5
==
Solucion. Tenemos que
3z +5 A B

=T m—1i " (0P
Para encontrar A y B, multiplicamos ambos lados de la ecuacién por el denominador
comin (z — 1)2, obteniendo:

3z+5=A(z-1)+B
Luego, expandimos y agrupamos términos semejantes:
3r+5=Azx— A+ B

Igualando los coeficientes de = y los términos independientes:

A=3

—A+B=5
Resolviendo este sistema, encontramos que A = 3 y B = 8. Por lo tanto, la descompo-
sicién en fracciones parciales de f es:

3 8
Mo =3t eo1e

Caso 3: Factores cuadréticos distintos. Si el denominador Q(z) contiene un producto
de k factores cuadraticos irreductibles y ninguno de ellos se repite. Es decir, si

Qx)="--- (a1x2 +bix + cl) (a2$2 + box + 02) e (akx2 + brx + ck) e

donde los coeficientes a;, b; y ¢;,i = 1,2,. .., k son niimeros reales, entonces existen constantes
reales tnicas A; y B;, i = 1, ..., k tales que

P(x Az + B Asx + B Az + B
():...+ 21 1 + 22 2 +...+#+... (1_8)
Q(x) a1z +bix+c1 asx? +box + o apx? + bpx + ¢

Ejemplo 1.77. Sea f una funcién definida por:

22 —x+4
f@) == —

Exprese f en una suma de fracciones parciales.
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Solucidn. Factorizamos el denominador:

Q(z) =2* +4z =z (2° +4)
Luego, expresamos el cociente como suma de fracciones parciales

20> —z+4 A Bz+C

z(x2+4) 2z 22+4°

Determinamos los valores de A, By C'

20 —z+4=A(2* +4) + (Bz + C)z,
= (A+ B)z? 4 Cz + 4A.

Tgualando los coeficientes de x y los términos independientes: A + B = 2, C = —1
v 4 = 4A, obtenemos A = 1, B = 1y C = —1. Finalmente, la suma de fracciones
parciales es

_2?—z44 1 z-1

o=@y ~z T @ra

Caso 4: Factores cuadraticos repetidos. Si el denominador Q(z) contiene factores
cuadréticos irreductibles repetidos. Es decir, si suponemos que el factor (az? + bz + ¢)
se repite k veces

Qz)=---(az® + bz + )k -

donde a, b y ¢ son nimeros reales. Entonces, es posible encontrar constantes unicas A; y B,
con i = 1,..., k tales que la descomposicién en fracciones parciales contiene la suma
P(:I}) Aix + By Asx + Bo Apx + By,

— ... e R TERE L 1.9
Q(x) +ax2+bx+c+(ax2+bm+c)2+ +(am2+bx+c)k+ (1.9)

Ejemplo 1.78. Sea f una funcién dada por:

1—x+22%— 23
f(x): 5 2
z(z2+41)

Encuentre su descomposicién en fracciones parciales.

Solucién. Expresando f(z) como suma de fracciones parciales

1—ac+2x2—m3_A Bx+C Dx+ FE

== .
z (22 +1)2 224+l (22 41)?

Luego, para determinar los valores de las constantes A, B,C,D y FE, en

—w3 42—z +1 =A(a:2+1)2+(B:1:+C)ac(acz+1) + (Dz + E)z,
=(A4+B)a* +Ca*+ QA+ B+ D)x? + (C+ E)z + A,
igualamos los coeficientes y términos independientes

A+B=0, C=-1, 24+B+D=2, C+E=-1, A=1
=A=1 B=-1, C=-1, D=1y E=0.

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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En consecuencia, la descomposicién en fracciones parciales de f(z) es

71—x+2m2—w371 z+1 ap

() c@r )7 @ 21 @i

P(x
Importante. Estrategia para la integracién de una funcién racional R(z) = L:

Q(x)

1. Si la funcién racional es propia.

(i) Se factoriza el denominador en factores lineales y/o factores cuadraticos irre-
ductibles.

(ii) Se usan los casos del (1) — (4) para expresar la funcién racional como suma de
fracciones parciales.

(iii) Integrar la suma de las fracciones parciales obtenidas.

2. Si la funcién racional es impropia, se realiza la divisién de polinomios obteniendo

r(z)
R(z) =q(z) + —=,
(@)= ale) +
donde es una funcién propia. Luego, realizamos los pasos anteriores a .
Q(z) Q(z)

3x+1

Ej lo 1.79. | —————dx.
jemplo 1.79. Calcule /x372x273x x

Solucion. Vemos que

3 _%+1 _A B C
= z(z—3)(z+1) =z z-3 z+1
15}
E 1 5 1
= donde los valores de las constantes son: A = —3 B = 57 C= —5
) Asi,
..g 3z +1 _ —i—i- 5 _ 1
= 23-212 -3z 3z 6(z—3) 2(x+1)
™

Finalmente,

3z +1 1 5 1
S NS P i - . d
/z3_2:1:2_3:cm /( 3x+6(x—3) 2(:r+1)) v

1 1
:—§ln|m|+gln|x—3\—§1n|x—|—1|+C’.

Ejemplo 1.80. Calcule la integral:

2z — 6
/(x—4) (a:2—2x—3)dm'

Solucién. Factorizando el denominador del integrando y, expresando el cociente en una
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suma de fracciones parciales

2z —6 A I B N c
(z—-4)(z+1)(z-3)  z—-4 z+1 z-3

Luego, multiplicando por (z —4) (z + 1) ( — 3) a ambos miembros
2e—6=A(x+1)(z—-3)+B(z—-4)(z-3)+C(z—4) (z+1). (1.10)

Para hallar los valores de las constantes, tomaremos algunos valores especificos para z,
para luego reemplazarlos en (1.10):

2
= si £ =—1 entonces B:—g,

= si z = 3 entonces C =0,

(SN

= si x =4 entonces A =

Por lo tanto,

/(x—4)(2;-:16)(x—3)dw - %/xd—z—%/xdﬁ

2 2
= gln|a:—4|—gln|a:+1|+0.

Ejemplo 1.81. Calcule la integral:

/3$3+9x2+5x+1
dx.

3+ 222 —x — 2
Solucién. Como el integrando es una funcién racional impropia, tenemos que dividir
323 + 9% +52+1 722 + 62+ 3

=
23+ 222 —x—2 +(m—|—2)(x+1)(x—1)

322 + 922 + 5z + 1 722+ 6x + 3
dx = 1+ dx
a3+ 222 —x—2 (z+2)(z+1)(z—1)

722+ 62+ 3
/d“/(x+2)(x+1)(x—1)d””

I

Luego,

Ahora expresamos el integrando de I como una suma de fracciones parciales

7w + 62+ 3 A B C

C+2)@+rD@-1 @+2) @D @-D

Para hallar las constantes A, B y C, utilizamos el método de encubrimiento, entonces

_ [7962-1—69:—1—3] 8
( z=1

z+2)(z+1) 3

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.
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Luego, la suma de fracciones parciales es

722 +62+3 2 = 8
(z+2)(z+D(z-1) =z+2 =x+1 —
Integrando
72’ + 6z +3 19 1 8 1
dr = — | ——dz -2 | ——dzx d
/(:E-I—Q)(m-i—l)(x—l)m 3 zr2™” / +1 +3/x—1x
= ln\x+2|—21n|x+1|+ 1n|a:—1|+C'
Finalmente,

de =z + 91n|9:—|—2|—21n|x+1|+8ln\x—1|—|—C.

32 + 922 + 52+ 1
34222 —x—2

Ejemplo 1.82. Calcule la integral:
/ 5z% — 22z — 26
R
(x —4)* (22 +1)
Solucién. Descomponiendo el integrando como una suma de fracciones parciales:

522 — 22z — 26 A B Czx+D
2 = + 3t 2
(x—4)°(z2+1) z—4 (z-4) e+ 1

—

Luego, hallando las constantes

522 — 22z — 26 = A (z — 4) (x2+1)+B(x2+1)+(C’x+D)(x—4)2

A+C =0

—4A+B-8C+D = 5
A+16C-8D = -22
—4A+B+16D = -26

Resolviendo el sistema, notamos que el integrando esta dado por:

©
i
=
=
15}
]
£
©
o
o0
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5x2 — 22z — 26 2 2 2z + 1

(z—4)2@2+1) -4 (z—-47° 22+1

/( —4) /iﬁidz

21n\x—4|—7—ln|m + 1| — arctanz + C.

Por ultimo, integrando se obtiene

/ 522 — 222 — 26
— S "—dz =
(x—4)" (22 +1)

Ejemplo 1.83. Calcule la integral:

/ 222 + 42+ 3 d
(x2+22+2)(z+1)
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Solucién. Expresando el integrando como una suma de fracciones parciales

222 + 42 +3 _ Az+B N C
(22422 +2)(z+1) 22422 +2 z+1

Luego,

2% + 4z +3 _ (Az+B)(z+1)+C (a? + 2z +2)

(22 +224+2)(z+1) (22422 +2)(z+1)
20 +4z+3 = (Az+B)(z+1)+C (2? + 22 +2)

de donde las constantes toman los valores de
A=1, B=1yC=1.
Entonces, reemplazando los valores de las constantes e integrando, se consigue
202 +4x+3 z+1 1
der = ———d —d
/(m2+2x+2)(:c+1)x /x2+2x+2 1’+/x+1x

1
§1n|m2+2x+2|+1n|x+1|+C.

Ejemplo 1.84. Calcule integral:

dx

523 — 1622 — 8z — 32
/(x+2)(ac—3)(ac2+4)

Solucién. Separando el integrando en la suma de fracciones parciales

523 — 1622 — 8z — 32 A B Cx+D

(z+2)(z—3)(22+4)  z+2 =z-3 22+4

Luego, hallando las constantes
A=3, B=-1,C=3yD=-2.
Finalmente, reemplazando en la integral
523 — 1622 — 8z — 32 3 1 3z —2
de = dz — d d
/(x+2)(ac—3)(w2+4)x /x+2x /m—3x+/x2+4x
x

31n|x+2|fln|x73|+gln|x2+4|farctan(z)+C

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.

Ejemplo 1.85. Calcule:

17/ z® + 3z? — bz + 11 .
(x — 1) (22 — 22 + 3)

Solucién. Desglosando la funcién integrando en fracciones parciales

23 + 322 — 5z + 11 A B Cz+D

(z—1)2@2—-20+3) z—-1 (z-12 22-22+3
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Encontrando los valores de las constantes

A=2 B=5 C=—-1yD=2.
Reemplazando en el integrando

2% + 322 — 5z + 11 2 5 —x+2

+
(x—1)2@2-20+3) z—1 (z—1)2 22—-2z+3

En consecuencia, se logra obtener

2 5 —z+2
I = [—
/a:—lder/(x—1)2dx+/w2—2x+3dx

5 1 [ 22-2 1
2In|e — 1| — - d d
nle—1l-2= 2/x2—2x+3 x+/(x_1)2+2x

5 1 1 1
21n|x—1|—7—7ln|x2—2x+3|+—arc’can (L> +C.

r—1 2 V2 NG

Ejemplo 1.86. Calcule la integral

/1—x+222—m3
z (22 +1)°

Solucién. Expresando el integrando como una suma de fracciones simples

1—x+2x2—x37é+Bw+C Dr+ E
z (22 +1)? x o 2?41 (224 1)

Luego,

2342t~z +1 = A(x2—|—1)2+(B:1:+C)z(z2+1)—|—(Da:+E)x
—23 42 —z4+1 = (A+B)a*+Ce*+(2A+B+D)z> +(C+E)z + A

A continuacién, se igualan los coeficientes para determinar los valores de las constantes
A+B=0,C=-1,2A+B+D=2, C+E=-1, A=1

Obteniendo

©
i
=
=
15}
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£
©
o
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A=1,B=-1,C=-1,D=1y E=0.
Reemplazando los valores hallados en el integrando se tiene

1—x+2m2—x3_1 x+1 a3

= +
z (22 +1)° z 2?41 (224 1)

Luego, integrando

1-— 2¢2 — o3 1 1
/Lﬁfdz - /,dx_/w; dm+/ A
z(a2+1) z 2+ 1 (@2 +1)

1
= Inlz|— iln (x2 +1) — arctan (z) —

1

2@+ T
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Ejemplo 1.87. Calcule la integral:
/ 1122 — 22z + 44
(2% +4)

Solucién.
11:1:2—229:+44_Am+B Cx+ D

(@244 22+4 (22 +4)°

Igualando y hallando las constantes

112% — 222 + 44 = Az® + B2® + (4A+C) +4B + D
A=0,B=11, C=-22, D=0
Reemplazando las constantes

11x2—229:+44_Am+B Cx+ D
(22 + 4)° 2 +4 (22 +4)°

Para terminar, integramos

/11x2 —221‘+44d / 11 d / 22z d
———dz = —dr — | ———dzx
(22 + 4)° 2 +4 (22 +4)*

11
2+ 4

11
> arctan (g) + +C

Ejemplo 1.88. Calcule la integral:

I / 2sen? (z) cos (2) + 4sen (z) cos (z) + 3 cos (2)
(sen? (z) + 2sen (z) + 2) (sen (z) + 1)

¥4

Solucién. Haciendo un cambio de variable z = sen (z) = dz = cos (z) dz.
Luego, reemplazando obtenemos

/ 20 +dx 43
(22 +2x+2)(x+1)

222 + 4z + 3 Az 4+ B " c
(@2 4+224+2)(x+1) = 2242z+2 41
20 +4z+3 = (Az+B)(z+1)+C (2° + 22 +2)

Y, encontrando los valores de las constantes A=1, B=1, C =1

2¢2+4x+3 x+1 Lt
(224 2c+2)(z+1) 224+2c+2 z+1
Entonces, integrando se obtiene

z+1 1
d
/m2+2x+2 +/x+1x

In|z? + 2z + 2|+ Infz + 1|+ C

-4
2
1
= Eln ‘sen (2) +2sen (2) + 2| + In|sen (2) + 1| + C.

Posteriormente, expresando el integrando como una suma de fracciones parciales:

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.




Integral Indefinida
Ejercicios propuestos 1.6.

Calcule las siguientes integrales:

2 +322 —z 42 3.1 5 (22 + 1
L /32—d$ 11. it B L CA ) A P
% —x? +4r — 4 24 £ 522 6 22— 1

dx

: 3 2 o

L2 /%dm b / (205 + 222 — 4 + 2)

5 T @ D@22+ 1)
| ] 4

L3 /%dm 13 / 2% 432 — 1 Y
: z? (2% +1) S\ e e @ 21
: 3 ~1

' 4. /%dw 14 / (2 —z+1) &
' (z* +2) ") 2t =53+ 522+ 52 —6
322 +1 2

Los /L—ngac 15. /miﬁsdx

: (22 +1) (x+2)(z—1)

: 322+ 243 /x4+3x2—x+2

' R e 16. [ S — Ty

: 6 /(x—1)3(w2+1)dx B2 dr -4

: 1 62

' Y . — [

. 7 /w3+4x2—|—6x+4dx /(z6+1)(a:3—1) v

: 2+ 20 +3 /m3+2x272x75
s d 18 [ 2 2

: /(x2+2x+2)(w2+2m+5) * 221223

21 522 + 61 + 9

Y /de 19. /ﬁ a:

: (z —2)(22 +2)? (z=3)" (@ +1)

44 23 2 1 —522 + 22z + 26
10./:5 +x x x + 0/

3 -2 (33*4)2(932+1) !

[}
2
=
=
15}
]
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®
b
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m Integrales de funciones racionales de seno y coseno

| Definicion 1.5: Funcién racional de seno y coseno |

Una funcién racional de seno y coseno tiene la forma:
= /R(sen:c, cosz)dz,

donde R es una funcién racional que contiene senos y cosenos.

Caso general

Si un integrando es funcién racional de senz y cosz, se puede utilizar el cambio

z = tan (g) (1.11)

que convierte el integrando R(senz,cosx) en una funcién racional de variable z. De este
cambio se pueden obtener los siguientes resultados:

T T
= Como senx = 2sen ( — | cos [ = |, entonces

2 2
z 2 (z z
senx:QMZQtan (E) L 2tan (%) _ 222
cos (5) 2/ sec? (%)  1+tan?(%) 142
= Asimismo, como cos z = 2 cos? (g) — 1, se tiene
cosT = 21— 2 -2 _ 122
 sec? (2) 1+ tan? (%) I

= Teniendo en cuenta la sustituciéon dada en (1.11), tenemos

2dz

r = 2arctan z = dx =
1+ 22

Estas igualdades se emplean en la integral para transformar el integrando en una funcién
racional de variable z.

Propiedad 1.2. Si z = tan (;) entonces

1—22 2dz

senx = cosr=—— y de =—.
1422 1422

2z
1422

Ejemplo 1.89. Determine la siguiente integral

I—/ dx
o 1+ senx — cosx

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.




Integral Indefinida ﬂ

Solucion. La funcién racional es

1
1+ senx — cosx

ton (3)
z=tan (=),
2
2dz

I _ / da: _ 1422
1+senx — cosx 2z 1-22
+ I+ 1422 1422

[ ()

=Inlz| -In|z+ 1|+ C,

R(senx,cosz) =

Luego, usando la sustituciéon

se tiene

volviendo a la variable original x, obtenemos

tan (3)

I:ln‘tan(g)‘—ln‘tan(%)+1‘+C:1n W

+C.

Ejemplo 1.90. Calcule la siguiente integral:

1+ senx —cosz
I= [ ——dx.
1 —senx + cosz

Solucién. En este caso, la funcién racional es

1+ senx —cosz
R(senz,cosz) = —————.
1 —senx + cosz

Luego, usando la sustituciéon

: tan ()
© z=tan (=),
£ <
1] se tiene
°
=
- 1+ 2z \ _ (1=22
© 1+senx —cosz 1422 1422 2dz
& I= 1—senx+cosxdx: 2z 1-22 1+ 22
g -+
= 222 +2z ( 2dz 224z
= — =2 | ————  __dz
2-2z \1+422 (1—2)(1+22)
1 1
=2 / (_z 1 227“) dz, por fracciones parciales

= —2In|z — 1| — 2arctan(z) + C.
Regresando a la variable z,

I=-2n ‘tan (g) - 1‘ — arctan (tan (g)) + C.

Ejemplo 1.91. Calcule:

/ (2 — cos z)1(3 —cos ) de
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Solucién. Reconociendo la funcién racional

1
(2 —cosz)(3 —cosz)

o (5)
z=tan (=),
2

obtenemos

/ (2 — cos 1:)1(3 —cosx) do = / (2 )1(3 — T) (12—:—122)

R(senz,cosz) =

Ahora, usando la sustitucién

1+

_ 2(1 + 22)dz
B / (322 +1)(422 +2)

2 1
- / <3z2 F1 W) dz, utilizando fracciones parciales

= % arctan (\/32) - % arctan (\/52) + C,

Finalmente, retornando a la variable original x, se tiene

/ @ cos a:)l(3 ) dr = % arctan (\/gtan (g)) f% arctan (\/itan (g)) +C.

Ejemplo 1.92. Halle:

/ sen x d
2+4senx + 2cosz

Solucién. Sea z = tan (g), entonces x = 2arctan(z) y

2z 1-2? 2z
dm‘—m, COSQ?—W y senx =

Luego,

/ sen x do — / ﬁzzz 2dz
2+ 4senz + 2cosx 2+4(1 )+2(1 22) 1+ 22
/ 4zdz

(14 22) (2+2z2§z;272z2) (1+ 22)

4zdz
:/(1+z2)(8z+4)
_ zdz
_/(1+z2)(2z+1)
:/{ z+2 2 ]dz
5(22+1) 5(22+1)

:1/ z dz—i—g/ dz _g/ dz

5/) 22+1 5/ 2241 5) 2z+1

1 2 1
= Eln|z2—|—1| +farctan(z)— 71n|2z+1\ +C

:%ln‘tanz( )+1)+f—fln‘2tan( )—|—1’+C

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.




Integral Indefinida

Ejemplo 1.93. Halle:
/senx — cosxdx
2+ 2cosx

0
Solucién. Sea z = tan (5), entonces x = 2arctan(z) y

d 2dz 1 — 22 2z
= cosx = senx =
14 22° 14 22 v 14 22
Luego,
22 1-—22
/senz—cosxdx_/ Tia2 — 1327 ( 2dz >
24 2cosx B 1-22 1+ 22
2+2 (k%)

_ 24
3 / 224 ( 2dz )
- 2422242222 2
% 1+ 2
224+22-1 1 2241 -1422—1
= _ dZ:, —dz
2(1+22) 2 1422

1 2 2
5|/ ()

1 1
=-z+-In|l —l—zQ‘ —arctan(z) + C

2 2
1 1
=3 tan (g) + 3 In ’1 + tan? (g)’ — arctan (tan (g)) +C.

Importante. La sustitucién presentada en (1.11), puede conducir a integra-

les de fracciones racionales dificiles de calcular; por ejemplo, si utilizamos

. cos? zdx . .
este cambio en ————————, se convierte a una integral de la forma
1+ 2sen(2z)

2(1 - 2%)%d
/ E +(2 st) -il)(l Ay la cual es de dificil de resolver. Por lo que en tales
2zt — 8z z z z

casos es recomendable emplear otras sustituciones adecuadas.

Casos particulares

©
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=
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Existen algunos casos particulares de sustituciones para funciones racionales de seno y coseno
R(senz,cos x).

Caso 1: Si la funcién racional R(senx,cosz) es una funcién par en senz y cosz. Esto es, si
la funcion satisface
R(senz,cosx) = R(—senx, — cos ).

En este caso se usa la sustitucién:

z =tanz | (1.12)

V1422

Figura 1.9: Tridngulo rectdngulo usado para re-

presentar la sustitucion z = tanx.
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Luego, del tridngulo rectangulo se obtienen los siguientes resultados

1
oSt = —F———= y dr=

z
VIt V1422 1422

senxr —

Ejemplo 1.94. Determine:
dx
5+ cos?z’
Solucién. Analizando la funcién racional
1 1

R(senz,cosz) = 5rools 54 Coosa)? = R(—senx, —cosz),

se observa que es una funcién par en senx y cosz. Luego, utilizando la sustitucién
z = tanz, se obtiene

cosx = S dr = dz
V1422 Y 1422
Reemplazando, notamos que la integral se reduce a
dz
/ dx _ / Ti2 _ / dz
54 cos?x 2 ) 64522
5+ ( 1122)

- E/L
S
= é\/garctan <\/§z> +C.

Luego, volviendo a la variable z, obtenemos
dx 1 /6 5
5Tz —6V5 arctan étanx +C.
Ejemplo 1.95. Calcule la siguiente integral:

I / cos? zdx
) 14 2sen(2z)’

Solucidon. En este caso, analizando la funcién racional

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
.

COS2 T COS2 T

1+ 2sen(2z) ~ I+4senzcosz
2

R(senz,cosx) =

_ (—cosz)
1+ 4(—senz)(— cosx)

= R(—senz, —cos),

concluimos que es una funcién racional par en sen x y cos x. Luego, usando la sustitucién

z =tanz,
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Integral Indefinida n

se tiene

dz
2 1422

) (=)

1+4

z+4 z
( (22 4+42+1) 4(z2+1)>d2
z+2 1 z
( (z+2)7° ]+2[(z+2)2—3]_4(22+1)>dz

[
/ 22+4z+1 )(z2+1)
/
-/

1
1 1 —(z+2)+1 1
- |z +4z+1| ln\{gi —7ln‘z2+1’+C.
~8 43 F+2)-1 8
Regresando a la variable z,
1
1 1 —(tanx+2)+1 1
I:fln‘tan2x+4tanw+l|—— In \(— —fln’tan2x+1|+0.
3 43 7(tanx+2)—1 8

Caso 2: Si la funcién R(senx,cosx) es impar en cosz. Es decir, R satisface

R(senz,cosx) = —R(senx, — cos z).
En este caso se usa la sustitucion:

z =senzc | (1.13)

Del triangulo adjunto, tenemos y
cosz =+1— 22 N )

Ademaés, como x = arcsen z, vemos que
dx estd dada por:

Figura 1.10: Tridngulo rectdangulo usado para re-
presentar la sustitucién z = sen z.

dz
V1i=22
Ejemplo 1.96. Determine:

dr =

I _/ cos xdx
) 1—sen?z’

Solucién. Examinando el integrando, tenemos

R(senz,cosz) =

1—sen?x

cosx —cosz
1—sen?z

) = —R(senz, — cosz).

Luego, reemplazando el cambio z =senz y dz = en el integrando se obtiene

dz
V1-—22
I V1-—22 dz B dz _ln|z+1\71n|z—1|+c
S a-2\vi=z2) J1-22 2 2

Finalmente,
In|senz + 1] Inl|senz — 1|

I =
2 2

+C.
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Ejemplo 1.97. Determine:

I:/;daﬁ.
(3 —senz)cosx

Solucién. Répidamente, se puede notar que el integrando

1 1
R(senz, cosz) = (3—senz)cosz ((3 —senz)(— cos x)) = —Rlsenz, —cosz)

es una funcién racional impar en cos z. Luego, haciendo el cambio

dz
V1=22

z=senx y dxr =

se obtiene

:/(3—z)1¢ﬁ (ﬂdjj) :/(3_2)51(,21_22)
:/<8@{a+8@in_4@in>“

1 1 1
=§1n|z—3\+§ln|z+1|—Eln|z—1|+C.

Por lo tanto,

_!

1
8

1 1
In|senx — 3| + gln|senac+ 1] — Zln|senx -1+ C.

Caso 3: Si la funcién R(senx,cosz) es impar en senz. Esto es, la funcién R satisface
R(senz,cosz) = —R(—senz, cos ).

Para este tipo de funciones se utiliza la susti-

tucion: 1 m
Z=cosx | (1.14)
[]

De la Figura 1.11, tenemos z

senz = V1 — 22. Figura 1.11: Tridngulo rectangulo usado para re-

3 ; presentar la sustitucién z = cosx.
Ademéds, dz estd dada por:

dp— %
VI 22
Ejemplo 1.98. Determine

7 / sen x cos rdr

cos*z —sentz’

Solucién. Se observa que

R(senx,cosz) = = —R(—senwz,cos ).

Sen x cos (—senz)cosz
cos*z —sentx cos*z — (—senx)*

[1+]
=
c
=
[}
=
=
®
=
o0
[
-
(=
—
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dz .
Luego, usando z = cosx y senx = y/1 — 22, con dv = ——————, se obtiene

V=22

(VI==) @ (o) -dz
I:/ Z4_(m\§47 :_/24—(1—,22)2

== g du7/47 siu=2:%—1= du=4zdz
222 -1 u
1 [du 1
=—Z Z__ZIDWH—C

1
:—11n|222—1|+0

_ 1 2.
= 41n|2cos:v 1|+C.

Ejemplo 1.99. Halle:

/ 1
dx
senx cosz + 2senx

., 1
Solucién. Se observa que R(senz,cosz) = = —R(—senz,cos).
senzxcosx + 2senx
—dz
Luego, sea z = cosx = senz = /1 —22 A dz = Vi
—z

dz
o V1—22

B —dz
I_/(m)<z+2>‘/<1—z2>(z+2>

-~ dz
_/(fol)(z+2)

:/(z—1)(zd+z1)(z+2)
:/(6(z1—1>‘2<z1+1)+3(z1+2>)dz

1 1 1
:61n|z—l|—§ln|z+l|+§ln|z+2|+0

©
i
=
=
15}
]
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©
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.

1 1 1
:6ln|cos:c—1|—Eln\cosx+1|+§ln|cosm+2|+C.
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Ejercicios propuestos 1.7.

Halle las siguientes integrales:

~
N

dr sen (z)
T 10.
/ 1+senlz 1+ sen? (z)
9 / dx 1 dx
1+ cosz ©J 2sen(z)—3cos(z) —5
3 / cos xdx
") 5+4cosa’ 12. cos (¢)

e

/
/
/
[t -sota), [
/
/
/
/

o

2 — cos?(z)
4—
/ cosacdz
3+ cosx
7. d
/4cot +4+tan( )

16.
8.
/ 2+ sen (

/ 1+ sen (z) + cos (z)

sen (x) + 3 cos (z)

>

dx
sen? (3z) + tan? (3z)

sec ()
2tan (z) +sec(z) — 1

dx

dx
sen? (x) — 5sen (x) cos (x)

[1+]
=
c
=
[}
=
s
o]
=
o0
2]
-
(=
™




Integral Definida

Capitulo

La integral definida es un concepto fundamental en el cdlculo y andlisis matematico. En
matematicas se utiliza para calcular el drea bajo una curva en un intervalo especifico o para
encontrar el valor acumulado de una funcién en ese intervalo. También se pueden encontrar
diferentes aplicaciones en el célculo de magnitudes fisicas, como el trabajo, la energia, la
densidad de masa, el momento de inercia, entre otros.

Geométricamente, la integral definida se interpreta como el limite de la suma de areas de

rectangulos infinitesimales, donde el ancho de cada rectangulo tiende a cero. Este proceso se
conoce como sumas de Riemann, eso lo veremos mas adelante.

m Calculo del drea de una region plana usando sumas

Antes de iniciar con el calculo de areas de regiones planas, vamos a apartarnos brevemente
para presentar una notacion que nos permitira escribir de manera mas concisa sumas que
involucren un gran nimero de términos. Esta notacién hace uso de la letra griega maytuscula
sigma (X) y, por lo tanto, se conoce como notacién sigma.

m Notacion Sigma

La notacién Sigma (X) es una herramienta fundamental en célculo integral que permite
expresar de manera compacta sumas de términos. La forma general de la notaciéon Sigma es:

n
>
k=m

donde k es el indice de la suma que varia desde m hasta n, con m < n, y xj representa los
términos que se estan sumando. Sin pérdida de generalidad, podemos realizar un cambio de
variable en el indice de la suma para iniciar desde uno. Esto nos permite expresar la suma

de la siguiente manera.



Calculo del area de una regién plana usando sumas

| Definicion 2.1: Notacién sigma.

Sea z; un numero real que depende de un entero k. Designamos la suma de los n nimeros
reales x1,x9, - , x,, mediante la notacién sigma o notacién suma

n
Zxk:x1+x2+~-~+wn
k=1

donde la variable k es el indice de la suma.

Ejemplo 2.1. Calcule las siguientes sumas:

5., LA 3 5L -1k
(a) ka (b) Sk © 2 Gk+2) @ > 5o
=i k=1 k=1 k=1
Solucién.

5
@ > K=12+22432+ 42+ 52 =1+4+9+16+25 =55.

k=1
6
(b) > Kk =134+2343% 1445+ 55+ 67 = 1+ 8+ 27+ 64 + 125+ 216 = 441.
k=1
3
(©) Y (Bk+2)=(3(1)+2)+(3(2) +2) + (3(3) +2) = 24.
k=1
3
=V _ =D (-1)? (n* _ 11 1
@O T~ arE s TerEs ®teEoEs 0

e
I

1

Hasta el momento, solo hemos utilizado a la variable k& como el indice de la suma, pero en
realidad podemos usar cualquier letra. Por ejemplo, cada una de las siguientes sumas:

n n n
E Tk, E Xy, Yy E T
k=1 i=1 7j=1

representa la suma de los n ntimeros x1 + x2 + 23+ - + Tp_1 + Tp.

Propiedad 2.1. Reglas de suma

1. Propiedad de linealidad: Para constantes o y 3, se tiene:

n

D (ami+Byr) =ad o+ By

k=1 k=1 k=1

2. Propiedad de suma de constantes: Para una constante «, se tiene:
n
Z a = an.
k=1

3. Propiedad de cambio de indice: Si i es una constante, entonces:

n n—u
Sn= ¥
k=m

k=m—i

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N




Integral Definida

4. Propiedad Telescépica:

n
Z (Tht1 — Tk) = Tng1 — T

k=m

La propiedad anterior 3, nos dice que a veces es mas conveniente usar un limite inferior de
suma distinto de 1. Por ejemplo, podemos escribir

7
> (Bk+2)=11+14+17+20+23
k=3
lo cual es equivalente a
-2 5
(B(k+2)+2)=> (3k+8) =11+ 14+ 17+ 20 +23.
k=3-2 k=1

Ejemplo 2.2. Escriba cada una de las siguientes sumas en su forma expandida o desarro-

llada:
(a) gcos (%T) (b) ,ﬁ_:g(gk +1)? (c) é <1 + fz>2 <%>
Solucién.

15
k 2 3 4 15
(a) ;cos (%) = Cos (g) + cos <77T> + cos (g) + cos (?ﬂ) +---+4cos <77r)
0

(b) > (Bk+1)? = (3(=3) + 1) + (3(—2) + 1) + (3(=1) + 1)? + (3(0) + 1)?
k=-3

O3 (+5) (&) -0+2) B+ B+ ()~
(122 (2) + 1+ 27 )

La parte (c) del ejemplo anterior, nos muestra que el limite superior n de la suma es constante

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

con respecto a la suma.

Propiedad 2.2. Férmulas de las sumas mas usuales:

(i) Suma de los primeros n nimeros naturales:

n(n+1)

n
14+243+...4n=) k=
+2+3+ +n; 5

(ii) Suma de los primeros n cuadrados:

124224324+ . 4n?= 5

v B2 = n(n+1)(2n + 1)
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(iii) Suma de los primeros n cubos:
2
13+23+33+...+n3=§n:k3: <M)

(iv) Suma de los primeros n nimeros a la cuarta:

i n(n+1)(6n% +9n? +n - 1)
B 30

n
14+24+34+...+n4=2
k=1

(v) Suma de una progresi6on geométrica:

n n_1
x+x+x2+...+x"=E xk:m(x >, paraz >0, = # 1.
r—1

Ejemplo 2.3. Calcule la suma de

)
Z 2k — 3.
k=1

Solucién.
5 5 5
d2k-3=>2k-)3
k=1 k=1 k=1
5 5}
~23 k-3
k=1 k=1
5(5+ 1
=050+ g
2
=15.
Ejemplo 2.4. Halle la suma
2
[(—2+3i)° +1].
i=1
Solucién.
2 2 2 2 2
[—7+36i —54i% +27i%] =Y —7+36) i—-54) i*+27) i°
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
2(2+1 22+1)(4+1 4(2+1)2
:—M+%-(;)—M(+é(+)+ﬂ(z)

= —14 + 36(3) — 54(5) + 27(9)
= 67.

Ejemplo 2.5. Calcule la suma
i 1
£~ 2 +9i+20°
i=1

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N
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Solucién. Para calcular esta suma, primero factorizamos el denominador

2 1 2 1
;i2+9i+20 & (i+4)(i+5)
luego, aplicando fracciones parciales
1 A B

Gr4)ii+5) i+dTits

encontramos que: A =1y B = —1. Por tanto, empleando la propiedad telescépica, se
obtiene el siguiente resultado

2+9i+20 Z\it+4d i+5/

i=1

ot =

Ejemplo 2.6. Determine la siguiente suma en términos de n:

Solucidn.

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

Ejemplo 2.7. Halle la siguiente suma en términos de n:

Zn: keF.

k=1

Solucién. Para el cilculo de la suma, usaremos un artificio. Primero hallamos la suma
de

Z [kek — (k- 1)61671] .

k=1

n
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Por la propiedad telescopica, se observa que la suma es

Z [kek — (k- 1)ek_1} =ne” —0=ne". (2.1)

k=1

n

Ademas,

k=1 k=1 k=1
=1\ & il &2
:(e Zkek-i-fZek
¢ /i €=
e—1) & 1 e —1
= keF + = 2.2
(F)zrrt ()] e

Luego, reemplazando (2.1) en (2.2), se obtiene

-1 e—1w
no__ — § kk
ne | z 2 (&

Finalmente, realizando algunas operaciones béasicas, se concluye que la suma es

n+1 6n-‘,—l —e

Zke - e—l O

Ejemplo 2.8. Encuentre, en términos de n, el valor de

Xn: cos? (i) — cos(2i — 2)

i=1

Solucién.

i cos?(i) — cos(2i — 2) i H%S(Ql) —cos(2(i — 1))

2t B 2i
i=1 =1

2”3 <2z+1 C(;(fll) - COS(Z(;‘_ 1)))

& "\ [cos(2i) cos(2(i — 1))
5221_’_ 1(21+1 - 91 >

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N

1en /1 cos(2i)  cos(2(i — 1))
222) 2 (zi* 2i-1 )
_1(1(3)"-1 1 [ cos(2n)
—2<2é_1)>+2< . ‘1>
1 cos(2n
= T ontl + 2n(+l)
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m Particién de un intervalo cerrado

Supongamos que descomponemos un intervalo cerrado dado [a,b] en n subintervalos
mediante la insercién de n — 1 puntos de subdivisién, digamos x1,x2,...,T,—_1, Sujetos Uni-
camente a la restriccion

A<z <xp< - <axp_1 <b. (2.3)

Es conveniente denotar al punto a en si mismo como zp y al punto b como z,. En relacién
con esto, se establece la siguiente definicién.

| Definicién 2.2: Particion de un intervalo cerrado. |

Sea [a, b] un intervalo cerrado. La colecciéon de ntimeros

P= {.’,EO, L1, X2, T3,y xn}

es denominado una particién de [a,b], si P satisface la restriccién (2.3).

Importante. La particién P determina n subintervalos cerrados
["1’,07:171} I ['1715 IEQ] L) [-Tnfla xn] .

Un subintervalo cerrado tipico es [zj_1,xk], y se refiere como el k-ésimo subintervalo
cerrado de P; un ejemplo se muestra en la Figura 2.1. Asimismo, su intervalo abierto

correspondiente es |x,_1, 2] y se llama el k-ésimo subintervalo abierto de P; y la longitud
de cada subintervalo, se denota por Az = x) — Tp_1.

To ! Ty 7 Th-1 Ty 7 Tp-1 Ty

Figura 2.1: Particién de un intervalo cerrado [a, b].

| Definicion 2.3: Clases de particiones.

Una particion P puede ser:

o
h=t
=
=
5}
o
®
o
)
0
-
s
o

(i) Regular, cuando las distancias Az, tienen la misma medida.

(ii) No regular, cuando las longitudes Az, tienen diferentes medidas.

La definicién anterior, indica que las longitudes de cada subintervalo de una particion P
pueden tener medidas diferentes, dependiendo del tipo; sin embargo, para nuestro propdsito
nos enfocaremos solamente en las particiones regulares.

Definicion 2.4: Norma de una particion.

Dada una particién P de [a,b], se denomina norma de la particién al ntimero

IP|| = méx {Axy =z — 21 : k=1,2,3,...,n}.
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Ejemplo 2.9. Sea P = {3, 3.5, 3.7, 4, 4.5, 5, 5.3, 6} una particién en el intervalo [3, 6].
Halle la norma de la particion.

Solucion. Observamos que
r9o=3, 1 =35, x9=37, xz3=4, x4=45, x5=5, =53, y z7=6.
Luego, hallando las distancias de cada subintervalo

Ary =21 —29=0.5
A.’Eg =22 — X1 = 0.2
A.Tg =3 — X9 = 0.3
A$4 =4 — X3 = 0.5
Ars =25 — x4 = 0.5
A.’Eﬁ =2 — Ty = 0.3

A.Z'7 =T7 — Tg = 0.7

Comparando cada longitud, se observa que la norma de la particién es ||P|| = 0.7.

Proposicion 2.1.1. Sea P una particién del intervalo cerrado [a, b]. Si la particién P es

regular, entonces
b—a

Pl =
Py ===

b—a
y el extremo derecho de cada subintervalo [z3_1, x| estd dado por z, = a + k < )
n

para todo k =1,2,...,n.

Esta proposicién nos indica que los xj son equidistantes y que la longitud del k-ésimo subin-

—a

tervalo es Az, = ——. Por tal motivo, como nuestro objetivo es trabajar con las particiones
n

regulares, denotaremos dicha medida por Az, ya que todos los subintervalos tienen la misma

longitud.

m Aproximacion del drea de una region plana
El célculo del area de figuras geométricas es un tema central en matematicas y tiene apli-

caciones en diversas areas, desde la fisica hasta la ingenieria. Iniciamos esta seccién con el
andlisis del area de un triangulo rectangulo para luego presentar el caso general.

Area de un tridngulo rectangulo. T
Uno de los poligonos méas simples es el trian- L
gulo rectangulo, y comprender como calcular A

su drea nos proporciona una base fundamen- ‘L

tal para abordar conceptos mas avanzados en

I b |

calculo. Consideremos un tridngulo rectangu-
lo con una base b y una altura h, como se

) Figura 2.2: Tridngulo rectangulo.
muestra en la Figura 2.2.

Aunque este enfoque proporciona una introduccién comprensible al concepto de célculo de

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N
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=
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o
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areas, cabe sefialar que no es el método mas preciso ni eficiente. Sin embargo, resulta necesario

para establecer los fundamentos de la técnica que exploraremos mas adelante.

Para iniciar con la aproximacion del area Y
del tridngulo, superpondremos un sistema de (b, h)
coordenadas rectangulares en el plano. Elegi- h '
remos uno de los vértices del tridngulo como
el origen de este sistema de coordenadas, es
decir, (0,0). De esta manera, simplificamos la

descripcion del tridngulo y podemos trabajar .

con coordenadas més simples. Luego, utiliza-

b,0
remos las coordenadas de los otros dos vérti- (5,0)

ces del tridngulo para definir su forma y tama- Figura 2.3: Tridngulo rectdngulo en un sistema
fo en relacion con el sistema de coordenadas. (e coordenadas.

En la Figura 2.3, se observa que el problema de hallar el drea del tridngulo, es el mismo que

encontrar el area de la regién en el primer cuadrante, acotada por las rectas y = —x, y = 0
y « = b. Dicho de otra manera, queremos encontrar el drea bajo la grifica de y = f(z) sobre
el intervalo [0, b].

Y

(b, h) (b, h) Y (b, h)

(b,0) (b,0) (b,0)
(a) (b) ()

Figura 2.4: Aproximacién del area utilizando tres rectangulos.

La Figura 2.4 nos muestra tres formas diferentes de aproximar el area del tridngulo, utilizando
tres rectangulos cuyas longitudes de las bases que se encuentran sobre el eje = son iguales.
Por comodidad, seguiremos el procedimiento que se muestra en la Figura 2.4(b). Iniciamos
tomando una particién regular del intervalo cerrado [0,b], obteniendo n subintervalos de

longitud Az = — y extremos derechos dados por
n
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Luego, si elegimos un k-ésimo rectangulo de Y

altura f(xy) y base Az, como se muestra en
la Figura 2.5, y como que el drea de un rec-
tangulo es base x altura, se tiene que el area

fleg) 1-------

de este rectangulo pequefio es dado por
Ry, = Az f(zy) = f(zp)Ax.

Ahora, si se construyen n rectdngulos de al-

tura f(xg), k =1,2,...,ny base Az, tal como PN

Tk

se muestra en la Figura 2.6, notamos que la

suma de las dreas de los n rectangulos es una Figura 2.5: k-6simo rectdngulo

aproximacion al area del triangulo.

Dicha aproximacion se escribe como
A= f(x1)Az + f(z2)Az + f(z3)Az + - + f(zn)A

0 en notacion sigma,

3

n
Z = (zr)Az. (2.4)
—1 k=
y A medida que aumentamos el ntimero de rec-
tangulos, esta aproximacion se acerca mas al
area real del tridngulo. Por lo que, es nece-
sario que se reduzca el error dado por esta
aproximacién (al dividir el intervalo cerrado
[0, b] en subdivisiones més finas). En otras pa-
labras, deseamos encontrar una mejor aproxi-
macién al nimero A, que pueda ser obtenida

------- al usar mds y més rectdngulos (n — +oo) de
Tn =b base decreciente (Az — 0).

Figura 2.6: n rectdngulos.

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N

Entonces, reemplazando los siguientes datos

?

o) = . wk:k(ﬁ} fa="k y Ae=

n

en la aproximacion (2.4), se obtiene
" (h = bh n(n+1) bh 1
ANkZ(n.k) Z ey = 2(1+ )

Finalmente, al hacer n — +o00, se consigue la formula conocida para el area de un tridngulo:

1 ) 1 1
A=Zbh- lim (1+5) = 5bh.

n—-+oo
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Caso general: el problema de encontrar el area bajo la grafica de una funcién.

Ahora nos vamos al problema general de encontrar el area A debajo de la grafica de una
funcién y = f(z) que es continua en un intervalo [a,b]. Como se ilustra en la Figura 2.7,
también asumimos que f(z) > 0 para todo = € [a,b]. Como se puede observar en la Figura
2.8, podemos aproximar el area A sumando las dreas de n rectdngulos construidos sobre el
intervalo [a, b]. A continuacién, se presenta un procedimiento posible para determinar A:

s Tomamos una particién regular del intervalo [a, b].

= Elegimos un ntimero ¢ en cada uno de los n subintervalos [x;_1, 2] generados por la
particién regular, y calculamos los n productos f (t;) Az, donde Ax es la base (el ancho
del subintervalo) y f(tx) es la altura (el valor de la funcién en ¢;) de cada rectdngulo.
Los n ntimeros t1,to, ts,...,t, son denominados puntos muestra.

= La suma de las areas de los n rectangulos,
n
=Y f(t) Ax = f () Az + f(ta) Az + f (ta) Aw + -+ + f (tn) Az,
k=1

representa una aproximacién del valor del drea A debajo de la grafica de f sobre el
intervalo [a, b].

Y Y

a b
Figura 2.7: Area bajo la grafica. Figura 2.8: n rectangulos.

Con estas consideraciones preliminares, podemos definir el concepto de area bajo la gréafica
de una funcién.

| Definicién 2.5: Area bajo una grafica. |

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y no negativa (es decir f(z) > 0 ) en [a,b]. Sea
la regién plana R limitada por las gréaficas de y = f(x), las rectas © = a,z = b y el ¢je X,
entonces el area A de la regién R, es el limite de la suma de las areas de los rectangulos de

aproximacion:
A= lim R,= lim [f(t1)Az+ f(t2) Az + f(t3) Az + ...+ [ (t,) Ax]. (2.5)
n—+o00 n—+00

Se puede demostrar que cuando la funcién f es continua, el limite dado en (2.5) siempre existe,
independientemente del método utilizado para dividir el intervalo [a, b] en subintervalos. Esto
significa que los subintervalos pueden ser seleccionados de manera uniforme o no uniforme
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en cuanto a su anchura, y los puntos t; pueden ser elegidos arbitrariamente dentro de dichos

subintervalos. Sin embargo, si los subintervalos no tienen la misma anchura, entonces se
requiere un tipo diferente de limite en el punto (2.5). En este caso, necesitamos sustituimos
n — +oo por el requerimento de que la longitud del subintervalo mas ancho tienda a cero
(IP[} = 0).

Importante. Una forma practica para usar el limite dado en (2.5) es escoger t; como
se hizo en el anélisis para determinar el drea del tridangulo dado en la Figura 2.5, es decir,
elegir a ¢, = x como el extremo derecho de cada subintervalo. Puesto que el ancho de

. a
cada uno de los n subintervalos es Az = ——, tenemos
n

h—
tk:xk:a—i-kAx:a—i—k—a, para k=1,2,3,....n
n

Luego, al sustituir este dltimo resultado en (2.5), se concluye que el drea A también esta

> b= (2.6)

n

determinada por

:nkffmzf(

b—a

Es claro observar que Ax — 0, cuando n — 0o puesto que Ax =
n

Ejemplo 2.10. Usando (2.6), encuentre el 4rea bajo la grafica de la funcién f(z) = 22 +4
sobre el intervalo [—2,4].

Solucién. Identificando a = —2 y b = 4, encontramos
4— (-2
Az = 7( ) = 9
n n
Luego, utilizando el limite dado en (2.6), Y y = f(x)
se tiene 7

6\ 6
:nli‘foozf <_2+k5> " /

n

£\ 2
= lim EE <72+6—) +4
n—+oo n = n
6 — 24k 36k2
— lim — o 2P
nilfwn; |:8 n + n2 :| | z

24 C 36 <= o
ngrfoon |:28 ;kJrn?kz:;k] Figura 2.9

Luego, utilizando las propiedades de suma 2.1 y 2.2, tenemos

[1+]
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A= lim O {Sn—%<w)+§(W)}

n=+oo n n 2 n?2 6

i [48% e (%) +36 (n(n-‘r lngnnL 1))}

lim [48 72 ( 1) + 36 (2 + l)} = 48 unidades cuadradas.
n—-+o0o n

Il
3

Ejemplo 2.11. Mediante (2.6), halle el drea bajo la grafica de la funcién f(z) = —z + 3
sobre el intervalo [—1, 3].

Solucién. Reconociendo a = —1 y b = 3, tenemos
— (-1 4
Apo (D 4
n n
Luego, utilizando la férmula (2.6), Y
4\ 4 _
_ 1kt 2 y=f(z
A= m S (k0 ()

k=
4 il 4 & AN =
i [ 5 . ;
k=1 k=1
lim 4 A — 4 (n(n+1) Figura 2.10: Area bajo la grafica de la fun-
T nSYoon n 2 ’ cién f(z) = —z + 3, sobre el intervalo [—1, 3].

Finalmente, utilizando las propiedades de sumas, obtenemos

1
A= lim {16 -8 (1 + ﬁ)} = 8 unidades cuadradas.

n—+o00

Ejemplo 2.12. Utilizando la férmula (2.6), determine el drea bajo la gréfica de la funcién
f(z) = 2% sobre el intervalo [0, 4].
Solucién. Puesto que a = 0 y b = 4, tenemos

4— 4 4k
sz—ozf y rp=—.
n n n

Asi, utilizando el limite (2.6), se tiene

4k\ 4 AN
—nkffme< )= g
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Luego,

LA ek
A= lm 05 (2*)

4 4
g (e o)
lim — I
n—+oo N 2% — 1

4
. 42w (2t-1)
= lim — | ———+F
n—+oo N 2;_1
4
. 4 n
=15 lim (2n) n
n—+oo 2% — 1

= i unidades cuadradas.

In(2)

sobre el intervalo [0, 3].

Solucién.

Identificando @ = 0 y b = 4, tenemos
_3-0_3 3k

Ar=——=— y zp=—.
n n n

n
A= lim f <%> 3
n—+oo n n

k=1

k=1
—12 < (27K B4k
— lim —Z( L

n—too n3 n?
k=1

Por lo tanto, usando las propiedades

L 12 (21N 3 B4

12 (27 (n(n+1))2
= lim —|5(——F—) -
n—4oo N n 2

2
o (27 (g> .
n—+oo \ N 2
2
=—12 lim (27(1+1> —9(
n—+oo \ 4 n

Luego, utilizando el limite dado en (2.6),

! [

y=2"1

— €T

0 4

Figura 2.11: Area bajo la grafica de la fun-
cién f(x) = 2%, sobre el intervalo [0, 4].

Ejemplo 2.13. Mediante (2.6), encuentre el drea bajo la gréfica de la funcién

f@) = —4(z — 4)(z - 1)°

0 1 3

3 o 3k 3k 2
f ,E _ - _ - _ X
nahrfoon 4 ( n 4) (n 1) 1 4

).

n Figura 2.12

de suma, se tiene
n n
Ry > k- Z4>
e k=1
54 (n(n—l— 1)(2n+1)) Lu (n(n—l—l)) _4n>
n

n? 6 2
% (n(n+1)6(2n+1)> +% (@) _4>

1+1) (2+1>+27<1+1>—4> =21 u?
n n 2 n

[1+]
S
c
=
[
o
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=
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Importante. Como los puntos muestra t; pueden tomarse como cualquier nimero con-

veniente en el k-ésimo intervalo [z)_1, )], podemos elegir el extremo izquierdo de cada
subintervalo, entonces

b_
th=a+(k-DAz=a+ (k—1) na, k=1,2,3....n

y la férmula dada en (2.6) se convierte en

b a\b—a
= i . 2.
Ejemplo 2.14. Usando (2.7), encuentre el drea bajo la gréfica de la funcién f(z) = —22+8

sobre el intervalo [0, 2].

Solucién. Répidamente notamos que a =0 y b = 2, por lo que

2 — 2 2 2(k —1
Aw:i():, y tk=0+7(k:—1):7( )
n n n n

Luego, utilizando (2.7), se tiene Y
10
= lim Z f -1) 2
n—r+00 n

Loy
k=1

[
=
=
JE
S

2~ [ 4k> 8k 4
= lim fz {—j—i—ﬁ—f—FB}
o n—+oo n =1 n n -3 =9 —1
o
£
3 Figura 2.13: Rectangulos usando los extre-
= mos izquierdos de los subintervalos.
&0
g Luego, utilizando las propiedades de sumas, tenemos
— Um 2= 2, 2
SR OIS DIEE PRI
2 4 1 (2 1) 8 4
= lim 7[——2< ol - 1)lEin < )+—<" )——+8n}
n—+oo n n n
4 1 8 1 8
= lim |[—= (14— — — (14— =
n—+oo | 3 n n n 2

=) —2 + 16 = % unidades cuadradas.




Calculo del area de una regién plana usando sumas

Ejercicios propuestos 2.1.

1. Desarrolle la suma indicada en cada item:

(==}
(==}

7 6 4
a) > 2k d) (i - 2i) 9) Y (k+1)?
k=1 =2 k=0
5 3k 4 3 j 5
b) — e) — h) coskm
10 10 8
(—1)* (—1)k-1 sen(km/2)
° o 2kt & k=1 K ) k=1 k

2. Utilice la notacién sigma para escribir la suma dada.

a) 1+3+5+7+9 z)2+4+8+16+32+64
1 1 1 1 1
1 2 3 4 1 1 1
L 224 k 177 —— =+ =
¢) steoptrl ) 3717%
d) 1+3+5+7+9+11+13+15 l)3+3+3+3+3+3+3+3+3+3

e) (1) 4 (=2) + (3) + (—4) + (5) + (—6) + (7) + (—8)
H1+V2+V3+2+V5+--- 43

) cos (Ea;> —lcos 219: —|—1cos 319: —icos 419:
g L 1 L 9 L 16 L

"9 (9 “4)(2 (5)(2
h) f/(2)(.’17—2)— f ?E )($—2)2+ f 5( )(.'13—2)3 _f 7( )($—2)4+ f 9( )(217—2)5
3. Encuentre el valor numérico de las siguientes sumas:
(1]
1000 5 10 E
a) Y (2k-1) b) Y (6k% - c) Y (2i® —5i+3) k)
k=1 k=1 i=1 e
I
4. Luego de aplicar las propiedades de sumas, calcule los siguientes limites: én
(=
Ll G, . 3-[3. 3 "
)l s 2 ) nEToon;[n“n‘l}
L 4T3 2., 1.4
HBTOOJZZ 9 HBTMZI[#‘M -

5. Usando la férmula 2.6 determine el area bajo la grafica de la funcién dada sobre
el intervalo que se indica:

a) f(z) ==, [0,6]. f) fla)=22"+3, [-3,-1].
b) f(x) =2z, [1,3]. B

) 10 =241 3] 9 = s 10,2
d) f(xz) =3z -6, [2,4]. 2 = 2, 0<z<l1
e) f(z)=1-2% [-1,1]. ) f()_{ac—i—l, 1<z <4
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Después de haber explorado el concepto de area bajo la grafica de una funciéon mediante

una particién regular, estamos listos para dar el siguiente paso y sumergirnos a la integral
definida.

m Sumas de Riemann

Antes de profundizar en la integral definida, es crucial comprender el concepto de sumas
de Riemann. Estas sumas son la base conceptual sobre la cual se construye el calculo integral.

Considere una funcién f definida en un intervalo cerrado [a,b]. En este intervalo, la funcién
puede tomar valores tanto positivos como negativos y no necesariamente debe ser continua.
La grafica de esta funcién podria ser incluso de la forma como en la Figura 2.14.

Figura 2.14: Gréfica de la funcién f en el intervalo [a, b].
Luego, para dar una definicién de Sumas de Riemann, tomamos una particién P no necesa-
riamente regular del intervalo [a, b], que lo divide en n subintervalos por medio de los puntos
a=20<T1 <3< .. <Tp1<Tp=>0 (2.8)

y sea Az = x — zx—1. En cada uno de estos subintervalos [zy_1, 2], se elige un punto ¢,
el cual como ya hemos visto antes, puede ser un punto frontera. Ahora procedemos a definir
las sumas de Riemann, un concepto central en el anélisis mateméatico.

| Definicién 2.6: Suma de Riemann |

Sea f una funcién definida en [a, b] y P una particién de [a, b] como en (2.8). Si ¢ es cualquier
punto del k-ésimo intervalo [zg_1, 2], entonces la suma

> f(te) Ay,
k=1

se llama una suma de Riemann de f para la particién P.

Las sumas de Riemann nos permiten aproximar el area bajo la grafica de una funcién en un
intervalo especifico mediante la divisién de ese intervalo en subintervalos més pequefios y la
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evaluacién de la funcién en puntos dentro de cada subintervalo. La interpretacién geométrica

5
se muestra en la Figura 2.15, donde Z ftk) Az, = Ay + Ag + Ag + Ay + As.
k=1
4 |

LA, :
1 L A, T~ y=f(x)
: : A 1 :
| | Y | As | As
: : : : 1 x

To=a 4, Ty, T2 gy X3 g @4 4 x5 —=b

Figura 2.15: Interpretaciéon geométrica de una suma de Riemann como una suma de areas.

Importante. En la seccién 2.1, los ejemplos de las funciones que elegimos fueron positivas
sobre el intervalo donde se pedia calcular el area. A consecuencia de esto, podemos observar
que la suma de Riemann es simplemente la suma de las dreas de los rectangulos. Pero j qué
sucede si f es negativa en dicho intervalo? En este caso, un punto muestra, t; con
f(ty) < 0, llevard a un rectangulo que estd completamente por debajo del eje z, y el
producto f(t;)Axy serd negativo. Sin embargo, esto no implica que estemos calculando
un area negativa. En realidad, este término negativo simplemente indica una contribucién
negativa a la suma total, lo que refleja que el drea correspondiente se encuentra debajo del
eje x. La Figura 2.16 ilustra esto, donde

6
> f(tk) Ay = Ay + Ay + Az — Ay — As + Ag.
k=1
Y
y = f(x)
AL A, Ao
i i Ag:\ ta Ty ts i €T
ToO=0a ¢ T1 ty T2 t3 2] EA4 A5: Ts tg g =0b

Figura 2.16: Interpretacion geométrica de una suma de Riemann como una suma de areas.
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Ejemplo 2.15. Evaliie la suma de Riemann para

en el intervalo [—3, 3]. Utilice una particién regular P del intervalo, donde ¢ es el punto
medio de cada subintervalo.

Solucién. Escogemos una particién regular con longitud Az = 1. Entonces los puntos
muestras son:

t1 =—2.5, to=-1.5, t3=-05, t4=0.5, t5=1.5, y tg=2.5.

Luego, la suma de Riemann para la funcién es

6
3 F(te) Az = —f(t) Az — f(t2)Ax — f(ts)Aa + f(t)Aa + f(ts)Aa + f(te)Aa
5=l

= —f(—2.5) — f(=1.5) — f(—0.5) + f(0.5) + f(1.5) + f(2.5)
=-21-342-1.88+1.88+3.42+2.1=0.

Y

22
y =4dxe T

AP

t 1 ot 2 15 3

-3 1 -2 t2 1 t3

7

Figura 2.17: Grafica de la funcién f(z) = 4we™ 1.
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Importante. Cabe resaltar que los puntos t; se eligen tipicamente en los extremos de los
subintervalos, en el punto medio o de manera uniforme distribuida a lo largo del subintervalo
[xk—1,2k]. No obstante, como hicimos en la seccién anterior, para facilitar los calculos,
elegiremos los t;, como el extremo derecho de cada subintervalo.

Ahora que tenemos una comprensién bésica de las sumas de Riemann, estamos preparados
para adentrarnos al estudio méas detallado de la integral definida. Si las sumas de Riemann
n

Z f(ty) Az, para una funcién f, se aproximan a un nimero L para toda particion P del

k=1
intervalo [a, b] para la cual la norma ||P|| tiende a cero, entonces escribimos
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Zf te) Az = (2.9)

HPIHO

donde a L € R se le denomina la integral definida de f sobre el intervalo [a,b]. En la
siguiente definicién se presenta un nuevo simbolo para el niimero L.

| Definicion 2.7: La integral definida. |

Sea f una funcién que esté definida en el intervalo cerrado [a, b]. La integral definida de
f desde a hasta b, que se denota por

/a i

se define como el limite de la suma de Riemann de f sobre la particién P de [a, ], es decir,

”P”H(]Zf te) Azy, _/ f(z (2.10)

Si este limite existe, se dice que la funcién f es integrable sobre el intervalo [a, b].

El limite de (2.10) también es llamado integral de Riemann de f desde a hasta b. Los ntime-
ros a y b se denominan limite inferior y limite superior de integracién, respectivamente,
y la funcién f es denominada integrando.

Importante. Observemos que ||P|| — 0 siempre implica que el ndmero de subintervalos
n tiende a +00. Asimismo, recordemos que el hecho de que n — +00 no necesariamente
implica que ||P|| — 0; sin embargo, como nos enfocaremos en particiones regulares, que n
tienda a infinito si implicard que ||P| converge a 0, ya que en este caso la norma esta dada

b—a
por |[P[| = :

n

Los préximos teoremas establecen condiciones suficientes para que una funciéon f pueda ser
integrable en un intervalo [a, b]. Las demostraciones de los dos teoremas siguientes no estaran
incluidas.

Teorema 2.1: Continuidad implica integrabilidad.

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable sobre el intervalo;

b
es decir, / f(z)dx existe.

Para cada valor de z en el intervalo [a, b], existen funciones definidas para las cuales el limite
en (2.10) no existe. Ademds, si la funcién f no estd definida para todos los valores de z en
el intervalo, la integral definida puede no existir. Por ejemplo, mas adelante se explicard por

qué una integral como —— dx no existe. Se observa que y = 1 es discontinua en
T —

0
x = 1 y no estd acotada en el intervalo. Sin embargo, no se debe concluir, a partir de este

b
ejemplo, que cuando una funcién f presenta una discontinuidad en [a, b], la integral / flz)dx
a
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necesariamente no existe. La continuidad de una funcién en [a, b] es una condicién suficiente
b

pero no necesaria para garantizar la existencia de / fz)de.

a
En el siguiente teorema se adiciona otra condicién suficiente para que una funcién sea inte-

grable.

Teorema 2.2: Condicidn suficiente.

Si una funcién f estd limitada en el intervalo cerrado [a, b], lo que significa que existe una
constante positiva B tal que —B < f(x) < B para todo z en el intervalo y si f es continua,
excepto en un nimero finito de puntos, entonces f es integrable sobre el intervalo.

Importante. Saber que una funcién es integrable, nos permite determinar su integral
mediante una particion regular y la eleccién de los puntos muestra t; de cualquier forma
conveniente, pero como ya hemos mencionado antes, elegiremos el extremo derecho de
cada subintervalo como punto muestra.

Ejemplo 2.16. Usando sumas de Riemann y considerando una particién regular, calcule el

1
valor de/ xdx.
0

Solucién. Como la particién a elegir es regular, tenemos

1-— 1
P S S Y
n n n n

Entonces

o
p=t
=
=
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0
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3
Ejemplo 2.17. Usando sumas de Riemann, calcule / (22 — 2?) da.
0

Solucién. Notemos que f(z) = 2z—x2, para z € [0, 3]. Entonces, eligiendo una particién
regular, se tiene

_3-(0)

3k 3k\? 6k OK?
re0=2(3)-(5) -%-%

Por lo que, la integral para esta funcién estd dada por:

Ax

3 3k
=—, tp=0+—, conty€ [mkfl,xk]
n n

Luego,
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3 n 2
, 6k 9K%\ 3
JRCEES d””*nkr&ozf war= m 3 (%52
B )
nETm[n;knsZk]
~ lim [§ (7"(”“)) 27 <w>]

n—-+oo | n? 2 n3 6

0.
2
Ejemplo 2.18. Usando sumas de Riemann, halle / 4%dx.
=il

Solucion. Observamos que f(x) = 4%, para x € [—1,2]. Para una particién regular del
intervalo [—1, 2], tenemos

Ax

Il
I
\

-

3k
r=—14 - para tk € [xp—1, Tk -
Luego, reemplazando en la suma:
2 n n 1.3k 3
/ de = lim Y f(t) Az = lim <4( ”n)) =
1 n—-+00 Pt n—-+00 = n

n

-t [0 504

k=1
3 [4n(#2-1) 63
= lim — S = .
n—-+oo 4n 4n —1 41In4
Ejemplo 2.19. Usando sumas de Riemann, evalie:

2
/ (31_1 + 23:) dx
1

Solucién. De la integral se observa que
Ar=—~, z=1+—y f(wi)=35+2(1+—).
n n n

Ahora, se tiene:

n

2 1 i i
z—1 _ ‘ - - L
/1 (3 + Zz) dr = nln}rl ;:1 . (3 +2 . + 2)

) 1 3/7(3-1) 2 nm+1)
= HBTOOL'?M w2 g T2
1 31/n
= 34+2- lm — —— (2.11)

n—+o00 N 31/'” =1l

Luego, trabajando en:

1/n
L= lim l 37
nStoon 3U/n —1
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Haciendo un cambio de variable: y = 1/n,tenemos:

3V 4y3v.In3 1
— T el g O Lo me L
y—0

Y
L= lim 23
3v-In3 n3

y—03Y — 1

Finalmente, reemplazando en (2.11):

2 r—1 2
/1 (3 +2x)dx=3+m.

b
Ejemplo 2.20. Usando sumas de Riemann, halle el valor de b en / (2? + 22) dz = 18.
0

Solucién. Eligiendo una particién regular, tenemos
b b
Ar=— y z;=—.
n

Asi, se tiene:

b n . 2 3
9 L ib ib| b
/0 (2 +2z)dz = ngr_{loo E_ {(n) +2n} -
. B gm0 .
= nkffoo[mzz tia 2t

i=1 i=1
, b n(n+1)(2n + 1) b% n(n 4+ 1)
= lm |ZMRTASRTE)  pr Tl
n3 6 n2 2

Luego, del dato del ejercicio,

3
%+b2:18=>(b—3)(b2+6b+18):O=>b:3.

Ejemplo 2.21. Usando sumas de Riemann, evalie:

1
/ (3’71 — x2) dx
0

o
p=t
=
=
©
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®
o
)
0
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s
o

L. . . . 1 i
Solucién. Como hicimos en los ejemplos anteriores, tenemos que Ax = — y x; = —:
n

n
1 "1 |11 i\?2
—1 2 _ ‘. I = [ =
/0 (336 —x)dac N nllgrkloozn [3 (3) (n>:|
1

1=

—  m 11 3:3-1) 1 nm+1)2n+1)
 noto |3 o gE g n3 6
1
1 1 n(2 1 1)(2 1
= g 1. 1.32@) g 3-”(”+ )@n+1)
n—+c03 M 3y _1 n—toon 6
2 1
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Ejemplo 2.22. Exprese el siguiente limite como una integral definida en el intervalo [1, 4]

n

. 3 o 9% 3i

lim E = ||#re = ==

n—+o00 4 n n n
i=

Solucién.

Az=—, z;=14+—= —=
n n n
Luego, reemplazando se obtiene

n

v o . n ) 1\ ? o
m S 2 [e2% 2 3 oy $3 2048y _g(izl) _g (%]
nr+oo £~ m n? n nrtoo £~ m 3 3

Il
3
—
(9}
[
8
S
—
8
N
I
—_
—
™
I
—
8
N
I
—_
~—
[}

Il
=
!

o
&
I
8
=
+
8
B>
8

Il
»\
IS
—
(9]
S
8
|
8
™
I
8
S—
u
8

Ejemplo 2.23. Exprese el siguiente limite

Hm i ﬂ
n——+oo P (n+ 2i)2

como una integral definida en el intervalo [4; 5].

1 i
Solucién. Puesto que Az = — y x; = 4 + —, tenemos
n n

©
2
> =1 i 2 Vin =
I= dz = i —fla+=)= 1 7 2
/4 e n—1>r-r-looi§=:1n f( +n> n—1>r-|r—looi§=;(n+2i)2 %
&0
En efecto, 9
=
i Vin g
I=hzn: m—lmzn:#—hmzn:f % &
n—-+oo (n+21)2 n——+o0 P (n+2i)2 n——+oo —~n (1+2)2
= n = n
e firama e Jarna
_n—1>I4I—100 n [2(4_,_1) 7]2_n—1>{ri—loo E.[2(4+i) 7}2
=1 = n
5 Vr—4
I= ———dx.
g (2z-7)?

Ejemplo 2.24. Exprese el siguiente limite como una integral definida en el intervalo [—2; 1]

n . 2
Tfm [i3%—8<1—2—3—2+—271 )}
n—ro00 £ 3n n o on n3
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1-(=2)

Solucién. Répidamente observamos que Az = ————= =
n n

) 3,3 3 12i  9i? R B P 3i\*
nETm;{%:”"ns(‘*n*ﬁ)} = nkﬁign{?’ C=B( =T

i=
n
= lim
n—+o00 4
i=1

J

% [3% — 827]

= /_1 (3% — 82?) da.

2

Ejemplo 2.25. Usando sumas de Riemann, evaliie

2 (2% — 3x?
—— ) dx.
L( 3 ) !

1-(=2)

3
Solucién. Se puede observar que Ax = ————~ = — y a;
n n

2 /a3 — 322 , &
/ (T) de = nBTooZAxf (z3)

-1 i=1

3
=-1+ —Z, por lo que
n

n -1 ﬁB 3 1 ﬁQ
n—>+ooi=1n 3
n 2 ;3 g 2
1 2 2
= ym S Yfg X2 20 L 6 97
n—+oo—~n | n 2 3 n n2
, "1 9 27 273 18  27i?
= lim —|-1l+=—"—4+— -3+ — — —
n—too 4~ n | n  n? nd n n?

n . .
) 4 27 54i®
S 1(—n+nz‘na+
p

2743
n4

n

) L4 R2TE = 5442 2743
=m0 2 m Tt S

i=1

i=1

3.
y x; = —2 4 —1i, entonces
n

= -4+

Ejemplo 2.26. Mediante sumas de Riemann, calcule:

1
/ (2:1: — eBz_l) dx.

-2

27n(n+1) 54n(n+1)(2n+1)+27n2(n+1)2
] 3] nt

6 n 4
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3 3t
Soluciéon. Como Ax = — y x; = =2+ —, se tiene
n n

1
3
_ 3= 1 _ E .
B & oy 3) _ s(c2tsiy1) 3
—nETwZ@( 2+;) : ;

n . n
3 3 i 3
= lim 2 <—2 + —Z) -— — lim 63(*24‘%)*1 L2
) n

n n—>+oo =

3

, 12 18¢ 7
_ngl}rloo liz+ﬁin~>+oon Ze
(22300 If 3 ()’
=i (SRR - 2Ty ()
i=
18 1 3 1-¢°
= lim |(-12+— w — lim ZeTen 69
n—+o00 n 2 n—-+oo N 1—en

1—¢° 1—¢°
_737(7 3e7 )_ 3e’ s

Ejemplo 2.27. Evalie:

3
/ (3x — 64’”71) dx
1

2 21
Solucién. Inmediatamente identificamos que Az = — y x; = 1 + —. Luego,
n n

3\1\3

3
_ LAx— 1 _
/1(3x e nll}IJIrl E f(l-i— >
= 24 2 2
_ Z 1422} _eaa+2)-1) 2
IR 2%\ 2 sy 2
nETooZ“?’(”n)'n—nHTwZ@ =

12 1 2 1-—
= lim (6 —|— == M — lim =é%en es
n—+0c0 2 n—+oo n l—@s

1 e3

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
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=12-

Ejemplo 2.28. Exprese el siguiente limite

2y/n(2n + 3i)
lim ==k
n—-+oo ; 3v2(8n? +i?)

. . 1
como una integral definida en el intervalo {é 5]
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Solucién. Vemos que Ax = — y z; = - + L, entonces
6n 3 6n
n n o\ B
2 2 31 2 =
tim S0 IGH IR S
n——+o00 = 3\/5 (8n +14 ) n——+00 = 3 nn2 i
y et oE o VIt 1

I
=
£
R
Nej
=
|+
-
|
[\
-

, 9172' —2
1 — A
ngglw; ([sz _ 1]2 + 2) z

/1/2 Vor—2
1

3 [Bz—1)2 +2]

dx.

Ejemplo 2.29. Exprese el limite
n .
2n + 4i
15 T
RS z; (2n? + 4in + 442)

i=

como una integral definida en el intervalo [2;6].

4 4i
Solucién. En vista que Ar = — y ; = 2+ —, se tiene
n n

n . n 44
2 4 2+ = 4
lim %: lim Z—HZ*
n—>-+o0 £ (2n? + din 4+ 4i%)  n—too p 4(2+%+4#> n
n 9 4
= Km Z%é
e (3418 1 165) "
- 2+ 4 4
— { n . —
=l =

— (4+%+16§)+4
n

41
= Km 2 :24'771
n—+00 o (2+%)2+4
n
. T
= lim - e—
n—H—oo; (xl)2 +4

6
x
= ——dz.
/z 214
Ejemplo 2.30. Utilizando sumas de Riemann, calcule la siguiente integral

/2 (37" + 2(z + 2)?) dz.

-2
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Solucién. Tenemos que Az =

2-(=2)

4 4k
= — vyt =—2+ —. Ademés,
n n

2
Flty) =3 2R+ 1o (—2 + % + 2)

2
=38ak 42 (—16]; >
n

k k2
— (3*%) .33 4327
n

Luego,
I=lm, ) 1) As
k=1
. Z _a\k 3 4
= Hm <(3 ") 3 +327>g
k=1
3 AN (k128
- (B3 ) Ry
k=1 k=1
3. -4 a4
. [3 t(3a-3 )>+12§3<n(n+1)(2n+1)>]
n——+oo n 1—-3 = n 6
_[s0 1
~13In(3) 3 |°

Ejemplo 2.31. Utilizando sumas de Riemann, evalde:
2
/ [(z — 1) + 4% ] da.
1

2—-1 1 k
Solucién. Tenemos que Ax = —— = — A tp =1+ —
n n n
k 2 k
= f(tx) = (1 +— = 1) + 2000

k2 k2
= ft) = o 4T = S 4t

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N

Luego,

e-12+ 8 de= 1 30 (54 gt L
: [(z—1)*+ ] x—nﬂufooz ﬁ_‘_ =

n n
, k2 44 3\F
=, [Z (ﬁ) o () ]
k=1 k=1
3
4n (1—43
~ g | L (e D@r+ 1Y 256 (4 ( 3)
n—+oo | n3 6 n 1—4n
— 1 956.63. L 1 2088

3 6m2 3 In2’
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Ejemplo 2.32. Exprese el limite

tim 3 (et
n—-+o0 £ 12 + 2ni + 6n2

=

como una integral definida en el intervalo [1,2].

, 1 i
Solucién. Vemos que Az = — y z; = 1 + —, entonces
n n

® 9 n n+i n ]

o8 1 1+
lim ) (%): lim > 2 — | = lim » = 1 Fm
n—-+oo 1%+ 2ni + 6n n—r+00 4 L+246 notoolan \ (14 4)% 15

i=1

|
3
Is
3
S|
~
7/ N\
—
+
3| .
SN—
»\
0
8
o
_;'_5-3
ot
IS

Ejemplo 2.33. Exprese el siguiente limite
, BT — 55T 8w .
T 2 e (7 + )
=

como una integral definida en el intervalo [, 27].

., m .
Solucién. Observamos que Az = — y z; = m + —i, entonces
n n

i TS o (T4 50) i, S22 5 fen 5 (r+ ) - 7]

i=1

n T T 27
=n£‘11w;;'f(”#) :/,r f(@)dz
2
= / 5sen (830 = 7) dx
s
Ejemplo 2.34. Exprese
i 2": n(n + 1)
fm —
=00 £ i2 + 2ni + 4n?
como una integral definida en el intervalo I = [1,2].
.. 1 i .
Solucién. Puesto que Az = — y z; = 1 + —, se tiene
n n
o S (/D) o S [ o S VS
[0 3 (VIR BT o e ) R D DA o s
noreei ! SRCLISECD i \mw T 4 Snaar =0 (1"'%) +3

I
3
M=
[
~
=
+
N
B
s
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Ejercicios propuestos 2.2.1.

1. Usando sumas de Riemann, determine el valor de las siguientes integrales defini-

das:

2 1

a)/o (2 —227%) dz ) [3 (2 + 2z — €") da
2

? /1 s 9) / 2 (47 + 92%) dx
3 !

1+2%)d 2
) L<x TlH)de h)/l(a:+4)2d:v

Y
d)/2 (° =22 +1) dx ) /3(,@2_,@)51;5
0
1

! 2.
e)/o (3% + 1) do ) /_1(x+42x)daz

2. Exprese los siguientes limites como una integral definida, en el intervalo que se
indica.

. b 2
W Jim D (5%)’ I=0,1)
P

b) lim Z[3ln(\"/2n2+9i2)—61n(2\"/6in+5n2)],I:[—1;2].

¢) lim 5—W§tan (557% + 8%1), I = [m; 2.

n

o]
=)

3. Eligiendo un intervalo adecuado, exprese como una integral definida los siguientes %
limites: (=]

®

) n+2 n+4 n-+6 3n )

a) lm 9
n—+oo \ 3(1+n?)  3(4+n2)  3(9+n?) 3(n? + n?) £

N




Integral Definida 103

m Interpretacion geométrica de la integral definida

b

Hasta el momento, podemos concluir que la expresién de / f(z) dz presentada en la
a
ecuacién (2.10) es esencialmente equivalente a las ecuaciones (2.6) y (2.7) de la seccién 2.1.3

para el caso general de calcular el drea bajo la curva y = f(z) sobre el intervalo [a, b]. En cierto
sentido, esta afirmacién es correcta; sin embargo, la Definicién 2.7 (Limite de una suma de
Riemann) representa un concepto més amplio ya que, como se ha mencionado anteriormente,
no es necesario que f sea continua en [a,b] o que f(z) > 0 en el intervalo. Por lo tanto,
una integral definida no esté limitada a representar especificamente un area. Entonces, ;qué
implica exactamente una integral definida? En este momento, debemos aceptar que una
integral definida es simplemente un niimero real. A diferencia con la integral indefinida, que

es una funcién (o una familia de funciones).

Teorema 2.3: El area como integral definida.

Si f es una funcién continua y no negati- Y
va sobre un intervalo [a, b], entonces el drea
de la regién R, acotada por la grifica de la

funcién, el eje z y las rectas verticales © = a y=1f@)
y x = b esta dada por R
P b T
Area = A(R) = / f(z)dx. (2.12) a b

Figura 2.18: Area de la regién R.

Ejemplo 2.35. Halle el 4rea de la regién acotada por la gréifica de f(z) = 1+ /4 — 22, el
eje x y las rectas verticales t =0y x = 2.

(1]
©
B Solucién. Graficando se observa que la regién bajo la grafica puede dividirse en dos.
8 Asi, la integral definida se puede calcular utilizando formulas bésicas de geometria.
©
E‘o y Por la Figura 2.19, tenemos que el drea de
E N y=1+V4—2? la region es
~ ) 2
Area = / f(x)dx
2 A1 0 ( )
2
:/ (1+ V4 —22)dx
1 0
Ay = A1+ Az
| | & 227
-1 1 2 =7 +1-2

= 7 + 2 unidades cuadradas.

Figura 2.19: Regién limitada.
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b
En general, la expresion / f(z) dz represen-
a
ta el drea, con su respectivo signo, de la regién Aarriba
delimitada por la curva y = f(z) y el ¢je x en
el intervalo [a, b]. Esto implica que se asigna
un signo positivo a las areas ubicadas por en- a b r

cima del eje z, mientras que se asigna un signo
negativo a las areas situadas por debajo del
eje x. Si Aarriba Y Aabajo son como se ilustran
en la Figura 2.20, mateméaticamente, esto se

expresa como:
Aabajo

b
/ f(ﬂ?) dr = Aaniba — Aabaj0~ ‘

Figura 2.20: Funcién positiva y negativa sobre
el intervalo [a, b].

Ejemplo 2.36. Usando interpretacién geométrica de la integral definida, determine

|z +2| -1 ,—h <z < -1
V3—a22+ 22 ,—1<z<3

—V4—(x—-5)? ,3<z<5h

5
/_5 f(z)dz, donde f(x)

Solucién. Graficando la funcién f,

LY
(1]
i A B
Ay <
‘ ‘ ‘ ‘ o a
5 -4 —}\4/—1 1 2 6 g
(%)
-
] E
N
—2 |

Figura 2.21: Regién sombreada.

tenemos que la integral definida estd dada por:

5
/ f(l')dl’ =A; — Ay + A3 — Ay
-5

2.2 2.1 w22 ;.22
2 4

2
+ 7.

=1l
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Ejemplo 2.37. A partir de la gréfica de la funcién f, calcule:

/j; f(z)dx.

Figura 2.22: Grafica de la funciéon del ejemplo 2.37.

Solucién. Reconociendo la regién en el intervalo [—8, 6],

Figura 2.23: Regién sombreada.

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

Entonces,

6
/ f(x)dw=A1+A2+A3+A4+A5—A6
-8

=(m+4)+8+2+6+2-1
=21+4m.
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Ejemplo 2.38. Se muestra la grafica de f, a partir de ella, calcule:

L
6
Figura 2.24: Grafica de la funcién del ejemplo 2.38.
Solucién. Identificando las regiones,
L
6

Entonces,

5
/ f(l’)dl‘ =—A1 +Ay+ A3+ Ay + Aj

9 9
=—Z4244+5+—
5H2+4+5+ 7
_13_ o
) 4

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N
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Ejemplo 2.39. A partir de la grafica de f, calcule:

]
-8 7 8
Figura 2.26: Grafica de la funcién del ejemplo 2.39.
Solucién. Identificando las regiones,
| A
] 4
-8 -7 8
]
B
=
=
o
(@]
T
)
b
= Figura 2.27: Regién sombreada.
o Entonces,

7
/ F(@)de = Ar — Ay — As — Ay + A5
-8

9 9
=2—=—-9— —+8
2 4+

_ (T, 9
a 2 4 )
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Ejercicios propuestos 2.2.2.

4

1. Usando interpretacién geométrica, calcule la siguiente integral: / f(z)dz, donde
-5

2 , —b<zr< -3
fl@)=<v9—-224+2 , -3<z<3

8 — 2z R 3<zr<4
2. A partir de la grafica de cada funcién, calcule la integral indicada:

a) /_i f(z)dx

T
-4 -3 -2 -1 4 7
Figura 2.28 o}
=]
12 i
b) f(z)dz T
-5 o
Y ©
- o0
R N
\ =
1N e
X
—5 —4 -3 —2 -1 1 1 11 12
‘ \
) \ s
/

Figura 2.29

~—
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m Propiedades de la integral definida

A continuacién, examinaremos algunas propiedades importantes de la integral definida.

Propiedad 2.3. Propiedad de lo limites de integracién.

(i) Si f estd definida en x = a, entonces / f(z)dz =0.
a

a b
(ii) Si f es integrable en [a, b], entonces/b f(z)dzx = —/ f(z)dz.

Ejemplo 2.40. Evalie las siguientes integrales:

2 0
(a) / (z* + 222)dx (b) / (1 +v4 - a:2) dx
2 2
Solucién.
2
(a) Por la parte (i) de la propiedad 2.3, se tiene que / (z* + 222)dx = 0.
2

(b) Del inciso (ii) de la propiedad 2.3, se tiene

[ (v a=- [ (1+Vi=e)

0
y por el ejemplo 2.30, se concluye / (1 +v4- :c2> dx = —(m + 2).
2

Propiedad 2.4. Propiedad de linealidad.
Si f y g son funciones integrables en [a, b], entonces

b b
(M / kf(z)dr = k/ f(z)dz, donde k es cualquier constante real.
a a

@ [ " () & g(a)) e = / " fla)e = / ’ (@)

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

Esta propiedad se generaliza para cualquier suma finita de funciones integrables sobre el
intervalo [a, b]:

/bzn:fk(x)d:c = /b fi(z)dz + /b fo(z)dz + /b fa3(z)dx +--- + /b fu(z)dz.
@ k=1 a a a a

Propiedad 2.5. Propiedad aditiva para intervalos.
Sic € [a,b]y f es integrable sobre [a, ] entonces f es integrable sobre [a, ¢] y sobre [c, b],
y se verifica la siguiente igualdad

/abf(x)dx:/acf(:r)dx+/cbf(x)d:r.
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Figura 2.30: Propiedad aditiva.

Esta propiedad se extiende para cualquier ntimero finito de nimeros a, b, ¢y, ¢, ..., ¢, en el
intervalo [a, b]:

/abf(w)dacz/aq f(x)dx+/:f(x)dx+/c:3 f(x)d:v+~--+/cjf(m)dx.

Propiedad 2.6. Integral definida de una constante.
Para una funcién constante f(z) = k, se cumple

b b
/ kda::k/ dx = k(b — a).

Figura 2.31: Si k > 0, el drea bajo la gréfica es k(b — a).

Propiedad 2.7. Propiedad de Comparacién.

(i) Si f es una funcién integrable y no negativa en el intervalo [a, b], entonces
b
0< / f(z)dx.
a

(ii) Si fy g son funciones integrables en [a,b], si f(z) < g(z) para todo = € [a,b],
entonces se cumple la siguiente desigualdad

/ab f(z)dx < /abg(w)dx.

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N




o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o
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R

R

Figura 2.32: drea R < drea Ro.

Propiedad 2.8. Propiedad de Acotamiento.
Sea f una funcién integrable en [a,b], si m < f(x) < M para todo x € [a, b], entonces

b
m(b— a) < / F(z)dz < M(b— a).

Ejemplo 2.41. Verifique que se cumple la siguiente desigualdad:

4
r < .
\/7 / \/ac2+2w+2 5

1

VE+1)2+25

Solucién. Vemos que: 2> + 2z + 26 = (x + 1)% + 25. Entonces f(z) =

Como z € [—1, 3], tenemos

~1<2<3=25<(z+1)2+25<41

:>5<\/(m+1)2+25<\/>
1 <1
\/11—0—1)2-#-2 5

m

Finalmente, por la propiedad de acotamiento, tenemos

i</3;d‘r<é
VAL T Joa /(e r1)2+25 T 5

Ejemplo 2.42. Verifique que se cumple la siguiente desigualdad:

7§/ S S V)
A vVr2 -2z +4 3
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Solucién. Tenemos que z? — 2z + 4 = (z — 1)? + 3, entonces

\/§§«/(m—1)2;3§ﬁ
1 1 1
Vi Jeor s B

Luego, por la propiedad 2.8, se verifica

1
S
7 14/(z-1)2+3 3

Ejemplo 2.43. Verifique que se cumple la siguiente desigualdad:

2
\/§+221n2 S/o \/m+1ln(x+2)dx = l—l—fn(Q)'
Solucién. Analizando, tenemos
n2€0,2) =0<2<2=2<z+2<4=1In(2) <In(z+2) <In(4)
s 202 =0<z<2=—=1<z+1<3=1<Vz+1<V3
Luego,

1+m2<In(z+2)+vVz+1<v3+2n2
1 - 1 __ 1
V3+2In(2) T In(z+2)++vz+1~ 1+1n(2)
1 2 1 1
———(2-0) < dz <
Vit 2m@) )—/0 mEz+2)+ vzl = 1+In2)
2 /2 1 2
< dr < .
V3+2mn(2) ~ Jo In(z+2)+ Vo +1 1+1In(2)

(2-0)

Ejemplo 2.44. Verifique que se cumple la siguiente desigualdad:

1 /1 1 dp < L
< ————dr < .
V2+e " Jo er+ V2241 2
Solucién. Segin el dominio, acotemos la funcién e*:

1

T

ze[0,]]=0<z<
= 1< <

€.

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N
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Luego, hacemos lo mismo par la funcién /22 + 1

zel0,l]]=0<z<1
=>0<2?<1
=>1<z2+1<2

=1<Va2+1<V2

2< e +V/a2+1<V2+e
1 1 1
< =

24+e et +r24+1 " 2

=

Por lo tanto,
1 L 1 ;
V2+e  Jo et +vVaZ+1

<1
< —.
-2

Propiedad 2.9. Propiedad de simetria.
Sea f una funcién continua en R. Tenemos que

(i) si f es una funcién par, entonces f(z)dx = 2/ f(z)dx.
—a 0

>
2

a
(ii) si f es una funcién impar, entonces / f(x)dx =0.

—a

Yy y

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

Figura 2.33: Funcién par. Figura 2.34: Funcién impar.

Ejemplo 2.45. Usando las propiedades e interpretacion geométrica de la integral definida,
evalle la siguiente integral:

™

1 2

/ (9:7 cosz + Vtanx + 50" @ gon o + 71LG - x2) dx.

@,
4

7

e 2 .z .
Solucién. Sea h(x) = 2 cosx + Vtanz + €™ “senz una funcién impar. En efecto,

h(—z) = (—z)7 cos(—xz) + ¥/tan(—z) + =) sen(—x)

—2"cosz — Vtanz — € Tsenx = —h(z)
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s

Entonces /4 h(z)dx = 0. Asi,

jus
4

& [m2 I T [n? i [n?
T2 _ T 2g.  2de
/_ (h(x) + T ) dx /_ h(m)d:c-i—/_% T dx /_% 6 ¢ dx

& @
4 4

2
u 8 , ,
Por otro lado, vemos que y = 1/ 6 22 es la parte superior de una circunferencia de

. . 42
radio R4 centro en el origen, cuya ecuacién es

Y
1|
0.5 |
‘ | | ‘ T
—1 —0.5 0.5 1
Figura 2.35

Finalmente,

/

k!

T
ISE]
1%
|
Hto
I
8
Il
K|
N

2
(:57 cosz + Vtanz + €50 T gon 1 4 71r—6 — 1’2) dr =

s
4

Teorema de Valor Medio para Integrales

En muchas ocasiones, resulta 1til conocer el valor medio de una funcién continua en un
intervalo por motivos de comparacién. Por ejemplo, podemos querer calcular la temperatura
promedio durante un dia determinado, la intensidad promedio de la luz solar en un mes,
entre otros casos similares. El valor medio de una funcién es una extensién del concepto
de promedio aplicado a un conjunto finito de ntimeros. Por ejemplo, si deseamos calcular
el promedio de las alturas de cinco estudiantes, cuyas alturas son 150, 160,170,180 y 190
centimetros respectivamente, podemos calcularlo como:

150 4+ 160 4 170 4 180 4 190

: = 170 centimetros.

Ahora consideremos una funcién continua f definida en un intervalo cerrado [a, b]. Si tomamos
n valores de esta funcién, digamos f(c1), f(c2),. .., f(cn), €l promedio de estos valores puede
expresarse Como:

f(01)+f(02)+~--+f(0n)'

n

Para relacionar este promedio con la integral definida, dividimos el intervalo [a, b] en subin-

b—a
tervalos regulares g < 1 < ... < x, de longitud Az = ——. Luego, consideramos cada
n

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N




o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o
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punto ¢; en el subintervalo [x;_1,z;]. Esto nos lleva a la siguiente expresién:

fle)+ flea) +o 4 flen) 1 {f(q)b;aw(@)b;a+m+f(6n)b;a]

n b—

S]

f(Cl)A:E

Il

>

| | =
S}
INgE

i=1

n
Notemos que la suma Z f(ci)Az es una suma de Riemann de f en el intervalo [a, b]. Cuando
i=1

b
n tiende a infinito, esta suma converge a la integral / f(z) dz. Este resultado nos lleva a la
a

siguiente definicion.

| Definicién 2.8: Valor promedio. |

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b]. El valor medio (V. M.) o valor
promedio de f en el intervalo [a, b] se define como:

1 b
V.M. = z)dz.
= | 1@
Supongamos que f es una funcién continua en el intervalo [a, b]. Entonces, podemos afirmar
que f alcanza un valor minimo m y un valor maximo M en dicho intervalo, por ejemplo en
los puntos © = [ y = u, respectivamente,

m= f(l) < f(z) < f(u) = M para cualquier = en [a, b].

Luego, por la propiedad 2.8, tenemos que

b
m(b—a) §/ flx)de < M(b—a)

Por tanto,
1

b
m < ﬂ/ F(a)de < M.

Como f es una funcién continua, sabemos que segtn el Teorema de Valor Intermedio; existe
un punto ¢ €la, b tal que

b
10 = = [ fada.

b
Es decir, / f(z)dx es igual al drea (b — a)f(c) de un rectdngulo cuyo ancho de la base es

a
b—a y su altura es f(c) para algin valor ¢ entre a y b. Después de este andlisis, enunciamos
el siguiente teorema.

Teorema 2.4: El Teorema de Valor Medio para integrales.

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces existe un nimero ¢ de [a, b] tal
que

b
/ f(@)dz = £(c)(b— a).
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Geométricamente, esto significa que hay al menos un punto ¢ en el intervalo [a,b] donde la
altura de la funcién f(z) es igual a la altura del rectdngulo cuya drea es igual al drea bajo la
curva de f(z) en ese intervalo. En otras palabras, el rectdngulo con base [a, b] y altura igual
al valor promedio de f(x) en ese intervalo tiene una interseccién con la gréfica de f(x) en al
menos un punto c.

b
Figura 2.36: Rectangulo de valor medio: f(c)(b—c¢) = / f(z)dx.

Ejemplo 2.46. Un automovil recorre una carretera durante 3 horas, a una velocidad de
v(t) = t3 4 2t2 +t km/h. ;Cual es la velocidad media durante las 2 primeras horas?

Solucién. Para hallar la velocidad media durante las 2 primeras horas, debemos encon-
trar el valor promedio de v(t) en el intervalo [0, 2],

2
=— | (+22+t)dt
75 ), B+ +0)

1 i 2i\* 2i\%2  2i\ 2
=- K = 2 (= el
2n—1>1-T+loo§1<<n> + (n) +n n

V.M.

i
n

1., 2 8% 8% 2
nﬁ%i}(w*m%)

i=

1 (83, 8, 2.

g (RXeem T it
=] =]

i=1
1
37 ~ 5.67Km/h.

Ejercicios propuestos 2.2.3.

1. Verifique que se cumplen las siguientes desigualdades:

[1+]
=
c
=
[
o
®
=
o0
(%)
=
(=
N

&
S
IN
—
>
u
5]
I
[N

2
b) 3 S/ xdz < 3
4 1 1+sen?(rz) — 2
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2 1 d 2
9l S
3 0o V2+ax—=x 2

1
2
2. Sabiendo que / 3%dx = ——. Verifique que se cumple:
0 In(3)

! < /1 3 dr < 2
- 2 dr< =
In(3) = Jo vz+1  ~ In(3)

3. Sea h(x) una funcién continua en [1,2] y 1 < h(z) < 2 para todo = € [1,2].
Verifique que se cumple:

2
1</ I CO N Y

37 Jp sen?(3z+1)+2
4. La temperatura en determinada ciudad entre las 6 a.m. y 3 p.m. estd dada por
T(t) = 0.06t> + t 4 20 °C,
donde t es el nimero de horas transcurridos desde las 6 a.m.

a) {Cuédl es la temperatura promedio entre las 6 a.m. y 3 p.m.?

b) (A qué hora aproximadamente se tenfa la temperatura promedio?

m Teoremas Fundamentales del Calculo

En esta seccién exploraremos los Teoremas Fundamentales del Célculo. Estos teoremas esta-
blecen una conexién entre los procesos de diferenciacién e integraciéon, donde la integracién
puede deshacer el efecto de la diferenciaciéon y viceversa, proporcionando una perspectiva més
completa sobre como estas operaciones se complementan entre si en el andlisis de funciones.

Supongamos que f es una funcién continua y Y
no negativa definida en el intervalo [a, b]. Si
es cualquier nimero en [a, b], pongamos

Alz) = / "yt

o
h=t
=
=
5}
o
®
o
)
0
-
s
o

(Usamos la variable ficticia ¢ porque estamos

utilizando x para denotar el limite superior
de integracién). Dado que f es no negativa, Az) = / ft)dt
podemos interpretar A(x) como el drea de la ¢

regién bajo la grifica de f en [a,x], como se a T b

muestra en la Figura 2.37. Dado que el niime-
ro A(z) es tnico para cada x en [a,b], vemos Figura 2.37: A(z) como &rea.

que A es una funcién de = con dominio [a, b].

Veamos un ejemplo especifico. Supongamos que f(x) = z en el intervalo [0, 1]. Si usamos la
Figura 2.38, con a = 0 y b = z, obtenemos

v 1
A(m):/ tdt = Z2%, 0<z<1.
0 2
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Este resultado es evidente si se interpreta la Y
integral como el area del tridngulo sombreado.
Ademas, si derivamos la funciéon A, observa-
mos que

A(w) = % /Oz it — % G:ﬂ) -

entonces A(z) es una antiderivada de f(z). t
Este ejemplo nos proporciona un vinculo en- q

tre los procesos de diferenciacién e integra- ) 22
cién. Figura 2.38: Area del tridngulo A(z) = ER

Teorema 2.5: Primer Teorema Fundamental.

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces la funcién F definida
por

F(x)z/mf(t)dt, a<z<b

es diferenciable en ]a, b[ y

F@ =1 [ 10i= i)

Demostracion.

Fijando z en |a, b[ y supongamos que = + h también estd en ]a, b[, donde h # 0. Entonces,
x+h T
F(x+h)— F(x) = / f@)dt — / ft)dt

:/:f(t)dt+/:+hf(t)dt—/jf(t)dt
z+h

= / F(t)dt

Por el Teorema del Valor Medio para Integrales, existe un niimero ¢ entre x y x + h tal que

x+h
/ F(t)dt = f()

Por lo tanto,

h T h

Observemos que a medida que h se aproxima a 0, el nimero ¢, que se encuentra entre x y

F(z+h)—F(z) 1 /“h fo)di fle)-h

[
=
Il
~
—
&

x + h, se aproxima a x, y por continuidad, f(c) tiende a f(z). Finalmente,

, . F(z+h) -F L1 eth .
Fa) = iy PRIy T )0 = Jin £(0) = (o)

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N
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Ejemplo 2.47. Encuentre la derivada de la funcién:
F(z) = / (t2 4 4t — 1)dt.
2

Solucién. Como el integrando es una funcién polinomial f(¢) = t? + 4t — 1 es continua
en todo R. Luego, usando el teorema anterior, se tiene

F’(x):%/ (t2 +4t — 1)dt = 2% + 4z — 1.
2

Ejemplo 2.48. Sea F' una funcién definida por
T
F(x) :/ x2 cos(t?)dt.
0
Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F' en el punto (0, 0).

Solucién. Como ya se tiene el punto de paso, solo falta encontrar la pendiente de la
recta tangente. Primero observamos que

T
F(z) = mz/ cos(t?)dt.
0
Luego, derivando con respecto de x, se obtiene

T T T
F'(z) = 2:1;/ cos(t?)dt + z2%/ cos(t?)dt = 21:/ cos(t?)dt + z2 cos(z?).
0 0 0

Entonces F’(0) = 0. Finalmente, la ecuacién de la recta tangente es

Lr:y=0.
Ejemplo 2.49. Sea f una funcién diferenciable en R definida por
T
flz)=-2 +/ e f(t)dt.
0
Verifique si la derivada f’(x) es una funcién constante para todo = € R.

Solucién. Tenemos que ;
— _ —T t d

f(z) 2+e /0 e'f(t)dt

Derivando
/ — ’ t —T,T — _ * t—x
fl(z)=—e /0 e f(t)dt +e e’ f(x) /0 e f(t)dt + f(z)
Luego, . .
! _ t—x _ =05 I
Flz) = /0 o= f(1)dt 2+/0 o7 F(1)dt = —2.

Por lo tanto,
f'(z) = —2 para todo = € R.
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Corolario 2.1

Si f es una funcién continua en [a, b], g es una funcién diferenciable en [a, b] ¥

()
Gla) = / ™ oy,

entonces

1

=Y
Cak 2mx \/g
/3 f(t2—3)dt:g<cos(7))+21n(43:+5).

1
Ejemplo 2.50. Si g es una funcién derivable tal que ¢’ (5) =

Halle f(1).

Solucién. Derivando respecto de =,

f(@x+3f—3)@):j<as(%?))(—wn(%?>%§>+4wi5

Haciendo (2z + 3)2 — 3 = 1 para encontrar el valor de  adecuado. Luego, resolviendo

422 +122+5=0

1 5 1
obtenemos = = —gYyT=-—3. Finalmente, queddndonos con el valor de x = —3 se

= (cos (=) sen (-5) F 3]

1
2
-1 ()55

tiene

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N

1|1 [(v3)2r 8
IV ACHERE
_7T-4
=sT3

arctan x
Ejemplo 2.51. Sea F' una funcién definida por F(z) = / In(tant) dt.
1

a) Halle el dominio de F.

b) Halle la ecuacién de la recta tangente a F' en (tanl,0).

c) Si G(z) = /g; F(u) du, determine G ( tan(l)).
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Solucion.

a) Es sabido que —g < arctanz < g Luego, analizamos la funcién f(¢) = In(tant)

™
en el intervalo }0, 5 [ Para que f esté bien definida, tenemos que
tant > 0

esto sucede cuando t € ]0, g [ Por lo que, la funcién f estd definida en ]0, g [ y

. . . T
es continua en este intervalo. Finalmente, 0 < arctanx < 77 esto es,

Dom(F) =|0, +oo].

b) Por el Teorema Fundamental del Célculo, se tiene

1 1
F'(z) = In(tan(arctan z)) - T % =0

Luego, la pendiente de la recta tangente a F en (tan(1),0) es

, In(tan(1)) _ In(tan(1))
m=F (tan(l)) = 1+tan2(1) - SeCZ(l)

Asi, la ecuacién de la recta tangente estd dada por:

_ In(tan(1))

£r sec2(1)

(z — tan(1)).

¢) Derivando la funcién G, se tiene:

G'(z) = —F(m2)(2m) = G"(2) = —F'(m2)(4m2) — F(xz)(2)

'-§ B deCIL 4x2 ln(mZ) arctan z2
= G'a)=———1-— 2/ In(tant) dt
a 1 +x 1
Tb% Luego, evaluando en x = y/tan(1), tenemos que la primera derivada es
Q
-
E G ( tan(l)) = — F(tan(1)) - (2 tan(l)) = 0.
« —

Consecuentemente,

_ 4tan(1) In(tan(1))

G"( tan(l)) = 1+ tan?(1)

Teorema 2.6: Segundo Teorema Fundamental.

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces

b
/ f(z)dz = F(5) - F(a),

donde F es cualquier antiderivada de f, esto es, F' = f.
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El Teorema 2.6, es una consecuencia del Primer Teorema Fundamental del Calculo. Este
teorema nos indica como evaluar una integral definida al encontrar una funciéon antiderivada
del integrando, evitando la necesidad de evaluar el limite de una suma de Riemann. Esto
simplifica considerablemente el proceso.

Importante.

(i) Al calcular la integral definida de una funcién f en el intervalo [a,b], se emplea la
siguiente notacién:

b
/ﬂww:wwM=F@—ﬂ@

donde F' representa cualquier antiderivada de f en el intervalo [a, b].

(i) Cuando se determina la integral definida de una funcién f en el intervalo [a,b], no
es necesario considerar la constante de integracién C, ya que

b
/ f(@)dz = [F(z) + Ol = (F(b) + C) — (F(a) + C)
= F(b) — F(a) = [F(2)];.

Ejemplo 2.52. Evalie las siguientes integrales:

(2) /_31(3352 +5z—1)dz (b) /07r cos (g) dz © /:2 1

rlnz

Solucién. Por el segundo teorema fundamental del calculo, se tiene:

3 3
(a) / (322 + 5z — 1)dz = (:c3 + ga? = a:) ‘ = 44.
1 _

(b) /07T cos (g) dr = 2sen (g) ‘;r = 2sen (g) — 2sen (g) = &

e? )
1 @ ,
© /e TTng = In(nz) e In(lne*) — In(lne) = In2.

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N

Teorema 2.7: Regla de sustitucion para integrales definidas.

Supongamos que u = g(x) es diferenciable con derivada continua en el intervalo [a,b], y
sea f una funcién continua en el rango de g. Si F'(u) = f(u) y ¢ = g(a) y d = g(b),

entonces b o)
[ @@z = [ padu = Fa) - Fo).

g(a)

Demostracién.

Como u = g(z), entonces du = ¢'(x)dz. Por lo tanto,
9(b)

b
[ ta@g @iz = [ fdu = P! = Fld) - F

g(a)
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Teorema 2.8: Integracion por partes para integrales definidas.

Si f y g son funciones reales con derivadas continuas en el intervalo cerrado [a, b], entonces

b b
/ f(@)d (@)de = [f(@)g@)E — / F() g}

Demostracién.

Utilizando la derivada del producto de funciones, para todo z € [a, ], se tiene

[f(2)g(@)]" = f'(@)g(x) + f(x)g'(2),

de donde,

Por lo tanto,

Ejemplo 2.53. Evalie:

Solucién. Se observa que

/e (x+1)2lnxdx:/elnx(a}2+2m+l)dw
1 Z 1 T

Luego, integrando por partes:

1
u=Inzx dvz/x—f—;—f—Zdaj
d 2
du=2 v:x——l—lnx—l—kc
T 2

€ e z2
L +Inx+ 22
_ 2 7 T dr

e 121 2
/ (@+1) e, (zﬂmﬁw) -
1 a5 2 1 1 a5

2 2 €l
:e—+1+2e—3—2e+9—/ 27 g
1 X

2 4 4
| S —
I

Resolviendo I por cambio de variable:
1
uw=1Inxz entonces du= —dx
T

Modificando los limites de integracién:

r=1 —-u=Inl=0
r=e¢ —u=Ilne=1
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Entonces,

2
/ ln—wdx—/ udu=%

Por lo tanto,

1

0 2

/e (:c—i—l)?ln:tdx e? 11
1

T

Ejemplo 2.54. Calcule:

&

Solucién. Integrando por partes:

4 4

/4 z arctan(z)dx.
0

u = arctan x, dv =z dx
1 x?
du= ———d —
u 1+ x2 = YT

I 22
x arctan(z)dz = 5 arctan x
0

2

32
2

s T 1
= — arctan (Z) =3 [z — arctan z];

32
2

L e slad
2
m s 1 ) 1
arctan(4>—2|:/0 1—Hx2dl’:|

w/4

= ™ arctan (%) = 2 + Laretan (2)
32arcan 7 8 2aI‘C an 4 o

Ejemplo 2.55.

=i

Solucién.

1
/_1 [(e® 4+ e ®) sen(x) + z arctan(x)]dx

1
/ [(e® + e™®) sen(x) + xarctan(z)]dx

1 1

= / (e” + e %) sen(z) dx + / zarctan(z) dz

] N —— e’ ] N —
impar par

1
=0+ 2/ x arctan(z)dx
0

1

_9 <; o) — %[m - arctan(x)])

0

=2 _q
2
S T 2
Ejemplo 2.56. Halle el valor de / ——— +ze® | dx.
s \lz—1]+1

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N
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Solucioén.
3 3 3
x 22 B
dr = PR — d
/_3(\w—1l+1”6 ) * /_:;lac—1|+1“3+/_.m :
impar

1 3
a3 a7
= 7dac+/ ————dx
[3—($—1)+1 1 (=0 +1
1 5 3
= / dx—l—/ dx
_32—1' 1
1 ) 3
= f/ (1+7)dx+x’
-3 T —2 1

1
— —(;v+2ln|:c—2|)’ 2
= 2In(5) -2

1/2
Ejemplo 2.57. Sea f una funcién impar continua en R tal que / f(2z)dx = —5. Evaliie
2

[ ra

1/2 2
Solucién. Como f(2z)dz = —5 entonces f(2z)dx = 5. Asi, haciendo un
2 ] » 1/2 X
cambio de variable t = 2z, tenemos / f(t); =5= / f(t)dt = 10.
1 1

Por otro lado,

/1;4f(%)du _ j;f(g)du ) /j £(0)d6 = —4 (/jl £(6)d6 + /14 f(€)d0)

Haciendo =7

1
Luego, como f es impar, tenemos que / f(0)do = 0.
=i
F(E)du = —4 / F(6)d9 = —4(10) = —40.
16 4 1

Ejemplo 2.58. Evalie
/3 2341
S 4.
5 x°—3x+2
Solucioén.

3 3 3 3 3
gz bl 3z —1 3r—1
/2 =3z 2 /2 ( +x3_3x+2) v /2 x+/2 23z 2"

Por fracciones parciales

3r—-1 A . B . C
23 —-3z+2 x-—1 (:r—l)2 x4+ 2
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7
Luego, determinando los valores de las constantes A = g’
Finalmente,

' 41 boaer [ [
dr = 1d. d d
/2 ®_3z+207 / x+/ /(x71)2m+/2 z+2
7 1 2 2 1 731
_ Pran DL 2P L TP L
/2 x92$—1$32(x—1)2m92$+2x
7 g % 1107 5
=14+ -jz—1P+=|-———| —=1 2
+glale =18+ |-15] - Fumle 208
4,7 (8
3 9 \5/°
Ejemplo 2.59. Calcule el valor de la siguiente integral:

In 2 T
I= / e?® cos? (ﬂez — 7) dx.
0 2

Solucién. Cambio de variable: z = €, dz = e“dx

2 2 1 /2
= / 2z cos? ( mz— 7) dz = / zsen?(mz)dz = f/ z[1 — cos(27z)|dz
1 1 2/
12 12 3 1 272)> (% sen(2
I 7/ i 7/ ceos(@ma)dz =3 — L {zsen( nz) _/ sen( TFZ)d2:|
1 2/ 4 2 1

2 2T 2
u=z, v=cos(2mz)
du=ds, v= sen(27z)
2m
7 3 1 [z sen(2mz) . (:0s;(27rz)]2 3
4 2 2 2m? |, 4
(1]
=]
£
Ejemplo 2.60. Calcule el valor de la siguiente integral: “g
log, (2) T
I :/ a®® sen? (ﬂ'a + )dw, a>1. )
0 2
i
Solucién. Cambio de variable: z = a*, dz = a” Inadz: o
I L[ seQ( + )d L[ cos®(mz)d L 1/2 [1+ cos(27z)|d
= — n SES = — =
lnalz mz Zlnalz ﬂzzlna21z wz)|dz

117 117
=e—oo dz+ — . = 212)d
na 2/1 22+lna 2/1 zcos(2mz)dz
3 .1 2m2)> (% sen(2
{zsen( T2) _/ sen( ﬂ-z)dz}
1

" 4lna 2 2m 27
u=z, dv=cos(2mz)
sen(27z)
2m
3 1 [zsen(2rz) = cos(2mz2)]? 3
" 4lna 7{ o T (2m)? L_Mna'

du=dz, v=
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Ejemplo 2.61. Evalle la siguiente integral:

1
2lr —1
/ e 1],
0o T¢+zT+1
Solucion.

1 1
2z -1 2(1 —
/ 7|m | da:z/ 7( 2) dz
0o T2+z+1 o T2+ +1
_ /1 20 +1 /
o x2+a:+1 x2+a:+1

:—ln|x —|—x+1| 1 3

2 4

6
=—In3+ —arctan(
V3
=—In3+ — 6 arctan(
V3

6 6
V36

™
=—In3+ —=
nJ+ 33

1
2l —1
| 2thae - —ma+ 7
0o ¥X+r+1 V3

Teorema 2.9: Generalizacion del Primer Teorema Fundamental.

Sea f es una funcién continua en el intervalo I, y F una funcién dada por

g(z)
P(z) = /h ., S

Si las funciones g y h son diferenciable en el intervalo J con valores en el intervalo I,

entonces

F'(z) = f(9(=))g () — f(h(2)W (), =€

T

Ejemplo 2.62. Si F(z) = / sen(t%)dt, halle F'(0).
1.2
Solucion. Derivando con respecto de z, obtenemos:

£d

Fl(z) = % ( / sen(t2)dt) = sen(e2)(e”) — sen(z?)(2z)

= F’(0) = sen(1).

1
Ejemplo 2.63. Si f es una funcién derivable en R tal que f'(19) = 3 y

/3 g(t—8)dt=f(22°+3) +In(z+1).
244

Halle g (0) .
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Solucién. Tenemos que

2

—/ﬂC +4g(t—8)dt:f(2w3+3)+ln(x+1)
3

Luego, derivando

1
—q (22 _ — £ (943 Mo =
g(2*+4-8)2z=f (2 +3)(6x)+x+1
1
(2 _ ¢ (9.3 2
g (2? —4) 2z = f' (22° + 3) (62 )+x+1
Haciendo 22 —4 = 0 obtenemos = 2 0 & = —2, pero como z 4 1 > 0 elegimos z = 2.
Entonces

~g(0) (4) = £ (19) (24) + 5

0= (3)e+3
Finalmente, o
9(0)=-3-

Ejemplo 2.64. Sea f una funcién derivable y g una funcién continua en R tal que

Z2

f (el+senz) _In? (x2 + 1) = / g(3z —4)dz

6x+2
!
Calcule el valor de f (e).
9(2)
Solucién.
z2
fettsm®) —In? (22 + 1) = / g(3z —4)dz
6x+2
Derivando
4
f (e”s‘en’”) . (eHsenm) (cosz) — = _T_ T In (:c2 + 1) = 2zg (3:62 — 4) — 69(18z +2)

Luego, evaluando en x = 0

Ejemplo 2.65. Si f es una funcién continua y positiva en R tal que

5 cos(mx)
z2+1

3
=/ e H2f2(5 — p)dt
3z2

Calcule el valor de f(2).

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
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Solucion.

3
cos(mx 23
25+ x2(+ 1) = (e +2) F2(5 — t)dt

Derivando

5

2
x477rsen(7rx) (2% +1) + 2z - cos(mz) _ (3x26x3+2)

3
20 202 (p o 2
e f2(5—t)dt—6xe™ T2 f* (5 — 32°)

3z2

Evaluando convenientemente en z = —1,

5+ % = 6ef%(2)
@)=y 7o

Ejemplo 2.66. Sea f una funcién continua en R tal que:

3x2
\/:62+1+1n:c:/ 277 f(2t —1)dt
3
Calcule el valor de f(5).

Solucién. Derivando respecto de z, con = > 0:

1 322
W +o= —271n?2 f(2t —1)dt +27*f (62° — 1) (6z).
x 3

T

Luego, haciendo 622 —1 = 5 se tiene que & = +1, nos obstante debido a z > 0 elegimos
x = 1. Finalmente, reemplazando

L oii—o4 271 £(5)(6)

V2
1+42
16)=—7

Definicion 2.9: Funciones continuas por tramos. |

Una funcién real f es continua por tramos en [a,b] si hay puntos de discontinuidad
€1,€2,--.,cp—1 que dividen el intervalo [a,b] en subintervalos de la forma ]c;_1,¢;[, para
i=1,2,...,n, de modo que:

(i) a=c<ca<c<...<cp1<c,=b
(ii) f es continua en cada subintervalo abierto |¢;—1, ¢;|.

(iii) En cada punto de discontinuidad existen los limites laterales

lim f(x) y lim+ f(x), parai=1,2,...,n— 1.

"L'A)Ci (L‘A)Ci

En ¢y = a, solo hay lim+ f(z) y en el extremo derecho ¢, = b, solo existe lim f(z).
= T—b—

r—a
La Figura 2.39 representa la grafica de una funcién continua por tramos.
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Y
‘ ! y=f(z)
| ‘ e
*—_ | | |
| | ™ N | L
a = ¢y 1 Gy C3 \ G4 b=cs

Figura 2.39: Grafica de una funcién continua por tramos.

Importante. Si una funcién f es continua por tramos en el intervalo [a, b] y estd acotada
en dicho intervalo, segin el teorema 2.2, f resulta integrable en [a, b]. Para calcular la inte-
gral definida de una funcién continua por partes en [a, b], podemos recurrir a la propiedad
aditiva:

/abf(x)dz:/:1f(x)d:c+/cj2f(a:)dx+‘-~+/ij(x)d9:

y considerar que los integrandos de las integrales definidas en el lado derecho de la ecuacién
como funciones continuas en los intervalos cerrados [a, ¢1], [c1,c2], ..., [cn, D).

. 2241, —2<z<0

Ejemplo 2.67. Evalie / f(x)dz, donde f(z) =< x, 0<z<4
2, 4<z<6

—2

Solucién.

La grafica de la funciéon f continua por tra-
mos se muestra en la Figura 2.40. Luego,

/_62 f(z)dx = /_02 f(x)de + /04 f(@)dz

+ Aﬁ f(z)dz
0

4
=/ (ac2+1)dac+/ xdx
-2 0
6
+/ 2dx
4

23 0 ol
=P+4 + —| + 2

3 -2 2 0

8 .
:_5_24_84—4 Figura 2.40

_2
2

[1+]
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Ejercicios propuestos 2.2.4.

—_

2+Inx T
. Si F(z) = / (z 4 2) cos (ft) dt, calcule F'(1).
V32T 4

. Sean f y g funciones continuas en R, tales que

-V 5 VT
/5 [f(z) + g(z)]dx = -7, /\F 6g(z)dr =8 y /5 2f(z)dx = —4.

K

2V
Ademds, f(z)+ f(—z) =0 para todo = € R. Evalte: / g(t/2)dt.
W

. Dadas las funciones f y g, continuas en R tales que

0

0 —5
[tz =0 [ (@) +g@lds =16, [ @)+ 3g(o)de = 11,

V5

y f(z) = —f(—x) para todo = € R. Evalte: / tg(t?)dt.
0

. Si f y g son funciones integrales tales que

/j%dt:/j tf (\/i)dt

2

T il _1 [
/0 e sen(zt) dt = 2/0 tg (t) cos (2rt) dt
Halle: 24f (1) + g (1).

. Si f y g son funciones integrables tales que
2
1 -1 T f (Zl?)
= Invt+ 1dt = dt
2 /0 nvEE o 2+12
y

\/3 T 2
2 2 _T tan(gt)
\/5/0 g(t)arctan(t)dtfél/o 7\/15—0—71 dt

Determine: %f (e) +v2¢g(1).

. Si f y g son funciones continuas tales que

T 0 T 2
9 T _ _ Int -
/O tcos(gt)dt— sz(ﬁ)dt y /0 g(t)2tdt—/0 —l+tdt+2.
Calcule: 4f (1) +2f (—1).

. Sea f una funcién derivable en R, tal que

(Va2 +1) + tan (%x) = /131+4 2% (t — 4) dt.

0
, 2
Sl/ g(u)du—ln2,halleg(0).
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8. Sea f una funcién derivable en R tal que

f (sen (gx>) + Va2 +3= /0290—4 In (2z) g (t +4) dt.

4
1
y / g(2)dz = 3 determine g (2) .
2

9. Si f es una funcién derivable en R, tal que

f’(3x/§) =0y H(at):/

x

jtan (\/imv) f(4t)dt — /1206 f (3z)sen (\/ﬁwt) dt.

Halle: H' (\/5) .

m Integral impropia )

b
Hasta ahora, al abordar el concepto de la integral definida / f(z)dx, tenfamos en cuenta
a

dos condiciones fundamentales:

= Los limites de integracién eran valores finitos.

» La funcién f era continua en el intervalo [a,b] o, en el caso de ser discontinua, estaba
acotada dentro de dicho intervalo.

Cuando alguna de estas condiciones no se cumple, se denomina a la integral resultante como
una integral impropia. En el siguiente analisis, comenzamos por examinar integrales de
funciones definidas y continuas sobre intervalos no acotados, lo que implica que al menos uno
de los limites de integracién es infinito (400 0 —00).

m Integral impropia de primera especie

Si la funcién que se integra, f, estd definida en un intervalo no acotado, existen tres tipos
posibles de integrales impropias con limites de integracién infinitos. Sus definiciones se pueden
resumir de la siguiente manera:

| Definicién 2.10: |

i) Si f es una funcién continua en el intervalo [a, +oo[, entonces la integral impropia se

define como:
+00o b

(z)dz = lim f(z)dz. (2.13)

a b—+o0 J,

ii) Si f es continua en el intervalo | — 0o, b], entonces la integral impropia se define como:

b b
/_ f(z)dx = lim f(z)dx (2.14)

a——00 a

iii) Si f es continua en todo el intervalo | — oo, +-00[, entonces la integral impropia se

[1+]
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puede expresar como la suma de dos integrales:

+o00

+o00 c
f(z)dz = /7 f(z)dz + f(z)dzx (2.15)

Cuando los limites (2.13) y (2.14) existen, se considera que las integrales convergen. Si

el limite no existe, se considera que las integrales divergen. En el caso (2.15), la integral
+00 G +00
f(z)dz converge si tanto / f(z)dz como (x)dx convergen. Si alguna de estas
—00

—00 c

+o00
dos integrales diverge, entonces la integral impropia f(z)dx también diverge.
o0

Ejemplo 2.68. Determine la convergencia de la siguiente integral impropia:

—+oo
JA——
0 s +1

Solucién. Se observa que la integral es de la primera especie, por lo que, usando la
definicién se tiene

+oo b
/ —*—dz = lim / ——dx
0 T4 4+ 1 b—+oo 0 :cZ =+ 1

1 b
= lim <2ln(x2+1)

b—+o0 b—r+o0

0

) =% lfm (In (6% +1) — In(1))

1
=3 lim ln(b2+1):+oo

b—+o0

Por lo tanto, la integral diverge.

o0
Ejemplo 2.69. Determine la convergencia de: / e 3 dx.
0

+o0
.z . . . q _z .z
Solucién. Para determinar la integral impropia / 2%e” = dz, notemos que la funcién
0

flx) = 2%¢"7 es continua sobre el intervalo [0, +0o0[. Entonces, podemos utilizar la
definicién de integral impropia de la primera especie:

+o0 . . b . .
r“e” 2 dr = lim re” 2 dx
0 b——+oo 0

b
q g = q . .z
Ahora, para resolver la integral definida / x2e”2 da, realizamos una integracién por
0

partes. Sea u = 2 y dv = e 3 dx, entonces du = 2zdxr y v = —2¢73. Aplicamos la
férmula de integracién por partes:

/xQe_% do = —22-2¢7% — / 91 - —2¢" % dx
= 23235 +4/:1:e_% dx

Integramos la segunda integral por partes nuevamente. Sea u = x y dv = e”3 dz,
entonces du = dr y v = —2¢~ 2. Aplicamos la férmula de integracién por partes:
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Sustituimos esta ultima expresién en la anterior:

/:che_g do = —22%7% +4 (—Zze_% — 4e_§)

s

= —22% "% — 8ze~ 7 — 16¢~
Ahora, evaluamos la integral definida en el limite superior:

b x x x €T b
lim z?e"2dr = lim [—2%2675 — 8xe 2 — 16@75]

b—+00 /g b—r+00 0

— lim [721726_%7866_37166_37(716)]

b—+o00

— Tm [beQe_%bee‘%flﬁe_%nLlﬁ]

b—+o0

=16 (usando regla de L’Hopital)

+o00
Por lo tanto, la integral impropia / x?e”2 dx converge y su valor es 16.
0

Y
4 1
3 +
2 y= z’e™?
1 +
‘ z
-2 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 2.41

Ejemplo 2.70. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-

vergente, calcule su valor
[.G=3)
———— | dx.
oo \2%2 =3z +2

Solucién. Usando la definicién

v 3 ) v 3
= emnematdn | emoeea®

Ademas,

(2.16)

3 —3 3
M_/mdx_/x_ldx+/$_2dx—3{ln|x72|fln|x71\}+0
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Reemplazando en (2.16), se tiene

=2
I=3 lim {lnjz—2|—In|z —1|}? =3 lfm In2—-3- lim n | ’
t——o00 t——o0

t——00 t—1

I:3ln273ln{li ’ﬂl}zmnz
to—oo |t — 1

Por lo tanto, dicha integral converge a 31n2..

Ejemplo 2.71. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-

vergente, calcule su valor
+o00 x
/ 72(1&7.

Solucion. Tenemos que

+o0 T t T
1= ——dr=1i ——d 2.1
/0 Qe 1127 tJinoo/o 2z +12% 217)
Trabajando en:
/ T
2z +1)2
Integracién por partes: u =z, dv= 2z + 1) 2dzx
1
du=de v=——r—
A TO v
x 43 1 dz 7 1
L = - — “Inj2z+1
/(2x+1)2d$ 2(2x+1)+2/2x+1 szt TamPErl+C

Luego reemplazando en (2.17)

T

1
I=1lim {—— 2 4+-1 %414 =
t—3+moo{ 22e+1) T4 H} oo

t
¢ 1
2% +10 = lm 4 - 41
v }0 tiinoo{ 22i+1) 4"

En consecuencia, la integral diverge.

Ejemplo 2.72. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-
vergente, calcule su valor

T 4 arctan
Trape e
o (I+2?)

Solucion. Tenemos que
I /+°° 4arctan;2£dw ~ lim /t 4arctan;2£dm
o (1+z?) t=+00 Jo (1 + z2)

N:4/ arctan:gdx
(1+2?)

mediante el cambio de variable z = arctanx, dz

Resolviendo :

1

= mdm, tanz = x.
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Entonces

d
N=4/z722=4/zcos2zdz
1+ tan® z

2 {/ z(1+ cos(2z))dz} = 22 2/zcos(2z)dz

1
22 + zsen(2z) + 3 cos(2z)

1
arctan? z + arctan z - sen(2 arctan z) + 5 cos(2arctan )

Luego,

t

1
I = lim {ahrctan2 z + arctan - sen(2 arctan ) + = cos(2 arctan :r)}
t—+00 2 0

1 1
= lim {arctanQ(t) + arctan(t) - sen(2 arctan(t)) + = cos(2arctan(t)) — f}
t—+00 2 2

7l_2

=2
1

2
Por lo tanto, la integral converge a % —1.

Ejemplo 2.73. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-

1
4
—————dx.
/_oo 22 —5x+6

Solucién. Utilizando la definicién

' 4 . ! 4
= /_oo EoDE-9 " T A% /t ek (2.18)

Mediante fracciones parciales, resolvemos la integral:

vergente, calcule su valor

4 —4 4
M = dr = d ——dr={—-4ln|z—2|+4ln |z —
/(z—2)(x—3)x /x_2x+/w_3x {-4ln|z—2|+4ln|z-3|}+C

Reemplazando en (2.18)

t—3
e B _anl . 1 4
I—4t_1>11_noo{ Injz —2|+Injz -3}, =4 t_l}r_nooln2 4.t13m In t—2‘

I=4m274m(Hm‘313)=4m2
t——oo |t — 1

Asi, se concluye que integral converge a 41n 2.

Ejemplo 2.74. Determine la convergencia de la siguiente integral:

+o0 .3 2
/ x* arctan(z )daz.
0 (1+a4)?
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Solucién. Tenemos que

/ 00 g3 arctan(f) dr — lim b g8 arctan(f) de.
0 (1+z%) botoo Jo (1 +at)

g 2 2x 2
Haciendo: u = arctan(z®) = du=-——dr y tanu=z".

1+ 24
Asi,
/ 23 arctan(x?) d / x? arctan(2?) 2xdx / wtanu
= =
(14 24)? (I+z4) (1429 1+ tan?u

usen(2u)d

1

2

1 [utan u
2 / sec2u

1
——ucos(2u) + — sen(2u)} +C

1
arctan(z?) cos(2 arctan(z?)) + 1 sen(2 arctan(wz))} +C

»MH »JM»—‘
l\?\»—t [NCRI=

1 1
—g® arctan(z?) cos(2 arctan(z?)) + 6 sen(2arctan(z?)) + C.

Entonces

b

+oo .3 t 2 1 1
/0 %dw = bETw [—g arctan(z?) cos(2arctan(z?)) + 6 sen(2 arctan(mz))]

0
1 1
= lim [—7 arctan(b?) cos(2arctan(b?)) + — sen(2 arctan(b2))}
b—+oo 8 16
™

=0

Ejemplo 2.75. Determine la convergencia de la siguiente integral:

/+°°:cln(x2+1)d
———~dx
0

(22 +1)°

+o0 1] 241 b 2] 241
1:/ e (@4 / ah(@+1)
0 (z2+1) botoo Jo o (22 +1)

Primero resolvemos la integral del lado derecho, para ello hacemos el cambio de variable:

Solucién.

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

=il

t:ln(z2+1), dt = dxyet:(x2+1)

2+1
In (22 +1 1 1)~ (22)In (22 +1 1
/mn(l" +2f)dx=f/(x 1) Gojln(s )dm:f/teftdt
(z2+1) 2 z2+1 2
Luego, integramos por partes: u =t - du =dty dv=e tdt »>v=—e "

( tet—e7t +K)

1 —t
2/t dt =

M\»—ﬂm\»—t

(_ @ +1) (22 +1) — (22 + 1)‘1) +K
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Entonces

brln (22 +1 _ _
/Odezé[(le) T (04 1) - (24 1) 7 1]

Por lo tanto,

+ zln (2® + 1) ) bzIn (2% +1)
/0 ———tdr = blglm/o ———Ldx

(a2 +1)° (2 +1)°
:%bET [F @+ ) (1) - (2 1) 7 41
i
- ;.

En el calculo del limite se aplicé la regla de L’Hospital:

2 2b
. [_111 (b +1)

— lm |-P| = jm |——1 | 0.
b—+oco (b2 =+ 1) b—+oco 2b b—+oo b? +1

Ejemplo 2.76. Determine la convergencia de la siguiente integral:

+oo T i
o (Tt a2pr™

Solucién. Tenemos que

/+oo T ; /0 T r /+oo T ;
oo (1F z2)3/2 = oo (1 +22)3/2 z+ 0 (1+ m2)3/2 z

© Z L Z
=t [ e+ i [ e
o, [t [,
= lm |——— m | ———
aoo | VIt a?), bt | VIt
1 1
= I -1+ —= Ii ——+1
A [ ] e [
=-1+1=0.

Por lo tanto, la integral converge a 0.

Ejemplo 2.77. Determine la convergencia de la siguiente integral:

+o00o e
/ 57 dT.
—0o l+e

Solucién. Usando la definicién, tenemos que

+o0o e 0 e* +o0 et
———dr = —d —d
/_oo 1+e2zx /_ool—i-e% x+/0 1+e2zx

Luego,
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+oo ev 0 ev b et
/ dx = lim dm + lim —_—
B a—oo f, 1+e b—oo Jg 1+ €27

. z\10 ‘ z\1b
agr_noo [arctan (€)]a + bBToo [arctan (e®)]])

all;@oo [% - arctan(ea)] + bg+moo [arctan(eb) - %]
iT0rG-)=7

Ejercicios propuestos 2.3.1.

1. En cada uno de los siguientes integrales analice si la integral es convergente. En

caso afirmativo, determine su valor:

”)/ @1 x—2>d ‘) /:Oldw 7 [mmdw

)/lmlzjd 5 /_Zﬁdm .) /1+Oo - 1

<z 1 o ! ln(x+1)dx
c) /_oo 7x4+15dx 9) /_OO x2_4daz
oo 1 o 1 T pda
h —d k —_—
Y /o R ) /4,0 o™ ) /m (9+2%)

m Integral impropia de segunda especie

En este segundo tipo de integral impropia, el integrando f presenta una discontinuidad infinita
en algin punto del intervalo de integracién. En ese sentido, recordemos que si f es continua

b
sobre [a, b], entonces la integral definida / f(x)dz existe. Ademas, si F'(z) = f(z), entonces

/ f(z)dx = F(b) — F(a). Sin embargo, no es posible evaluar una integral como

mediante el mismo procedimiento, ya que

©
i)
=
=
5}
o
®
b
=]
5
-
c
~

f(z) = ooy tiene una discontinuidad in-
T —
finita en [0,4]. Ver la Figura 2.42. En otras

palabras, intentar evaluar la integral

4 4
1 1
—  dr=— -1
/0 (x72)2m z—2|,

carece de sentido. Por lo tanto, se tiene otro

tipo de integral que demanda un trata-
miento especial. Figura 2.42
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b
Una integral / f(z)dx también se dice que es impropia si f no estd acotada sobre [a, b], es

a
decir, si f tiene una discontinuidad infinita en algiin nimero en el intervalo de integracion.

| Definicién 2.11: Discontinuidades infinitas. |

(i) Si f es continua sobre [a,b] y |f(x)| se aproxima a infinito cuando x se acerca a b~
entonces

b t
/af(z)dwztgrgl/(lf(x)dx. (2.19)

(i) Si f es continua sobre ]a,b] y |f(2)| se aproxima a infinito cuando x se acerca a a¥,
entonces
b b
/ f(z)dz = lim f(z)d. (2.20)
@ s—at Jg

(iii) Si |f(x)| se aproxima a infinito cuando z se acerca a c en Ja,b[ y f es continua en
todos los demas puntos en [a, b], entonces

/abf(x)dx = /acf(x)da: + /cb f(x)dz. (2.21)

Cuando los limites en las expresiones (2.19) y (2.20) existen, se dice que las integrales
convergen. Si el limite no existe, entonces se dice que la integral diverge. En la expre-

b c b
sién (2.21), la integral / f(z)dx converge siempre que tanto / f(z)dz como / f(z)dx
a a c

b
converjan. Si alguna de estas integrales diverge, entonces / f(z)dz también diverge.
a

Ejemplo 2.78. Determine la convergencia o divergencia de:

2 1
/1 7@ - 1)1/2dac.

Solucién. Se observa que el integrando f(z) = no es acotado en x = 1, ya

1
(g: _ 1)1/2
que lim+ | f(z)| = co. Luego, por definicién de integral impropia de la segunda especie,
r—1

2 1 2 1
— dr= S S
/1 @—12™ tirfi/t z—12™

= lim [2(:6 - 1)1/2]:

t—1+t

se tiene:

=L, [1 — (- 1)1/2}
= %

Por lo tanto, la integral converge al valor de 2.

I Ejemplo 2.79. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-
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vergente, calcule su valor

/4 ;dm.
2 (z—2)(4—2)

Solucién.
C 1 4 1
I= —— dzx —— dzx
/2 ViE—-2)(4—x) +/c Vi(E=2)(4—x)
. ¢ 1 , t 1
1=t [ et | e
Calculando

1 1
= | = e

mediante un cambio de variable: z = x — 3 = dz = dx

/ﬁ‘“:/%

luego, por sustitucién trigonométrica: z = sen 6, se tiene

/%z/d@zarcsen(x—f&)—i—[(

Reemplazando en I:

c t

I = lim arcsen(z —3)| + lim arcsen(z — 3)

t—21 ¢ t—4— @
Ii (t—3)+ If t-3) =<+
= — lim arcsen(t — im arcsen(t —3)= -+ — =7
t—2+ t—4— 2 2

Por lo tanto, dicha integral converge.

Ejemplo 2.80. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-
vergente, calcule su valor

| ="

Solucidn. El integrando no es acotado en x = 2 pues:

1
lim ———— = +00
22" /z(2 — z)

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

y como ninguno de los limites de integracién es infinito, la integral es impropia de
segunda especie. Luego, la integral se define:

2 dr B € dx ; ¢ dx
————=1lm | ————=lm | ——
1 Ve@2-—z) 271 Jx(2—2) 5201 V2 —a?
= lim = lim [arcsen(z — 1)]}

/t dzx
t—2- J1 /1 — (33 — ]_)2 t—2—

= lim [arcsen(t — 1) — arcsen(0)] = Z_o0=Z
t—2- 2 2

Dado que el valor del limite es finito, la integral es convergente.
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Ejemplo 2.81. Determine la convergencia de la siguiente integral:

/11 (m—l—l) z3 d
n —dz.
0 1—a/) /1 —22

Solucién. Tenemos que:
1 3 b 3
r+1 a5 41 T
= In({— | —=dx =1l 1 ——dx.
/0 n(lfz) \/1—x2x bg{l* 0 n(lfx) \/1_a¢2x
Resolviendo 5
z+1 a5
M= /1 —_—
/n(l—x) ﬁ—gg?dl’

Sean u = In (LH) dv = ﬂ entonces
y T2

1 3
du—1 zdr y v=§(17x2)27\/17x2.
Luego,
_ z+1 N _2_/} g — 5\ 2da
M 1n<17x)(3(1 x) vi—z 3(1 x) 1l =g3 .2
o (2L 1(1—352)%—\/1—962 —2/ 1(1—952)%—; dx
Il =gz 3 3 V1—z2
z+1 22 +2 1
=—In T2 1— a2 3 -2 garcsenx—i-sen(Qarcsenx)—2arcsen3: +C
1 242 10
= (| 22 1-22 (2 i + —arcsenz — 2sen(2arcsenx) + C
1| = g3 3 3
Entonces
1 242\ 1 ’
I=1lim |—In s Vi—z2(Z + +—Oarcsenx72sen(2arcsenx)
b—1- 1-z 3 3 0
b+1 b +2) 10
= lim |[—1In 2+l V1-—b2 + + —arcsenb — 2sen(2arcsend)
b—1- 1-0 3 3
2
= lim |—In b+71 V1-1b2 AR +51
b—1- 1= 3 3
o0
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Ejercicios propuestos 2.3.2.

1. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes integrales. De ser conver-

gente, calcule su valor de cada una.

41 Yn(1—x) 3 xdx
d —d k —
“)/O -4 f)/o Vi—a )/0 V27 —

)/3 — )/27(“ !
2 _ g 1
1z 9 1 x2V4 — 22 ) [1 37\/‘de

2 9 2a :132
c z“Inzdx h -
) /0 ) a ViZ—a? v /4 4
4 1 4 / 7d
d) / ————————dz ) / de m) o wlnz? v
2 V(z—2)(4-2) 0 Vdr — 22

Larcsenx 1 /0 dx
e ——dx j znzdx n —
) /0 1— 22 J) ,/0 ) —9Vx? — 62

m Integral impropia de tercera especie

Existe un tipo especial de integral impropia conocida como integral impropia de tercera
especie o mixta. Estas integrales representan la fusién de las integrales impropias de primera y
segunda especie. Mientras que las integrales de primera especie involucran limites infinitos en
uno de los extremos de integracion, y las integrales de segunda especie se ocupan de funciones
no acotadas en el intervalo de integracién, las integrales de tercera especie combinan ambas
caracteristicas. Nos enfocaremos en el andlisis de estas integrales, explorando sus propiedades,
condiciones de convergencia y divergencia, asi como algunos métodos para su evaluacion.

Ejemplo 2.82. Estudiar la convergencia de la integral
/°° dz
0 VE@F1)

o dz
Solucién. Para estudiar la convergencia de la integral / N , debemos de
0 T

(z+1)
descomponer esta integral en un punto conveniente, por ejemplo, para = = 1 se tiene

/°° dzx 7/1 dz +/°O dw
o Vaz+1)  Jo vaz+1) i V(@ +1)
Luego,
/""dix_ Jim /ldiw+ lim /”diw
0o Va@+1l)  asor ), Valr+l)  boteo )y Va(z+1)
o 1, b
,a1_1>r{)1+ [2 arctan\/ﬂa—i-bli)rgo [2arctan /z ],

= 1im+(2 arctan 1 — 2 arctan v/a) + blim (2arctan Vb — 2 arctan 1)
—00

a—0

-2()-002(5)2()

=T.
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Figura 2.43

Ejemplo 2.83. Determine la convergencia de la siguiente integral:

/+°° In(x? — 9) i
3

22

Solucién. Tenemos que
T In(z2 — 9 41n (22 -9 oo In (22 -9
/ In(@? = 9) yy / (@29, , / @ =9,
3 & 3 T 4 T
Ademas, por integraciéon por partes, tenemos

/ln(:c2_9)dx:_ln(:c2_9)_/_ 2 dx:_ln(xQ—g)_%ln(a:+3)+C_

x2 T z—3

Luego, usando la definicién de integral impropia:

/°° ln(a:2—9) - lim /bln(ac2—9)dgl7
4 4

z2 b—+o0

x
= %ln (7)
o /4 In (22 - 9) . 4 1n (22 _9)dx

3 ) Jim | -
_GIL{E,L <_ﬁl (7)+WT_9)+%IH <Zi_§))
= —3 (") + lim (hl(ai9) . %111 (ng))
= *ﬁln(ﬂ +alir§1 In ((a2 9)1/a (Ztg)l/ff,)
_ *112 In(7) + lim In ((a —3)a 5(a+ 3)%+%)
— _112 In(7) + ali‘éi (3?;111 In(a — 3) + In(a + 3)%)

7
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Por lo tanto,
+o0o 1 2 9
/ de = %111(6).
3

Ejemplo 2.84. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-
vergente, calcule su valor

+o00 1
/ B
o x2Vr?+4

Solucién. Eligiendo un ¢ conveniente en [0, +0o[, se tiene

@ 1 —+oo 1
I:/ ——dz + ————dz
0 x2Vx?+4 e x2Vr?+4

I = lim

S 1 b 1
—d If —d
t—>0+/t 222 + 4 x+t—g}l°0/c 222 + 4 v

Mediante sustitucién trigonométrica, determinamos

1
M= | ————dzx
/mZ\/:c2+4

. X .
Haciendo: tanf = —, se tiene

1 [ sectd 1 _2 e
_Z/tanmda—g/sen - costd) = - "= 4 K

Reemplazando en I:

t
) e R 244 ) 214 ) NoEw
I=lm{— ) + lim { —— > = lim + lim | —
t—0+ 4x . t—+o0 4x t—0+ 4t t—+o0 4t
c

1
I:—i—oo—i:—l—oo

Por lo tanto, dicha integral diverge.

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

Ejemplo 2.85. Analice la convergencia o divergencia de la siguiente integral. De ser con-

vergente, calcule su valor
+o0 1

——dx.
2 xy/(z—2)

Solucién. Tomando un ¢ conveniente en [2, +oo|, tenemos

@ 1 —+oo 1
I= ————dx + ———dzx
/2 T — 2 . VT — 2

= lim dx + lim

¢ 1 t 1
_— ———dx 2.22
t—>2+/t vz —2 t—>+<>0/c VT — 2 ( )
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Luego, trabajando en: M = / dx, mediante un cambio de variable: u =

dx
V2= du=—2%
* W

1 1 z—2
MZ/mdeQ/MdUZ\/iarCtan< 2)

Reemplazando en (2.22)

@ t
I = lim \/5 arctan L_2 + lim V2 arctan \/ L_Q
t—2+ 2 . t—+o0 2
c
2

-2 -2
= —/2 lim arctan —t ++/2 lim arctan —t = L\[.
tsot 2 t—+o00 2

1
v — 2

2

Por lo tanto, dicha integral es convergente.

Ejercicios propuestos 2.3.3.

1. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes integrales. De ser conver-

gente, calcule su valor de cada una.

0) /+°° 4dx d) /+°° dx
3 22—5x+6 oo T2 44z +4
Foe dx +00 e—\/i
b _ R
) o \/E(x'f'é‘:) e) ) \/E dx

0 /+°° dx f /°° dx
0 VaTTo L P2

m Funciones especiales '

En esta seccién del libro nos adentraremos en el estudio de las funciones especiales,

centrandonos especificamente en las funciones Gamma y Beta, conocidas como funciones
Eulerianas. Estas funciones desempenan un papel crucial en el cdlculo integral, ofreciendo
herramientas para resolver una variedad de problemas. Aqui exploraremos sus definiciones,
propiedades y aplicaciones en el contexto de la resolucién de integrales.

m Funcién Gamma (I

La funcién Gamma, denotada como I', es una extensién del concepto de factorial a los nimeros
reales. Mientras que el factorial n! estéd definido solo para los nimeros enteros positivos,
la funciéon Gamma permite calcular valores intermedios y proporciona una continuacién al
concepto de factorial.

[1+]
=
c
=
[
o
®
=
o0
(%)
=
(=
N
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Definicién 2.12: Funciéon Gamma. |

Para los nimeros reales > 0, la funcion Gamma se define mediante la siguiente integral
impropia:

“+o0
[(z) = / u® e du.
0

Esta integral converge para todo x > 0.

La funcién Gamma es fundamental en muchas areas de las matemaéticas, estadistica y la fisica.
Por ejemplo, la funcién Gamma permite interpolar el factorial entre los nimeros enteros. Esto
es 1til en el andlisis combinatorio y en la teoria de niimeros. En estadistica, la distribucién
Gamma y la distribucién chi-cuadrado utilizan la funcién Gamma en sus definiciones y, en

el célculo de integrales, esta funcién aparece frecuentemente en la solucién de integrales muy
complejas que no pueden resolverse mediante métodos elementales.

Teorema 2.10: Propiedades fundamentales de la funcion Gamma.

(i) T(1) = 1.

r 1
(ii) Para todo z > 0: I'(z) = %

(iii) La funcién Gamma T restringida a Z* es la funcién factorial usual:

I(n+1)=n!, paratodoneZ".

Demostracién

(i) Usando la definicién de funcién Gamma para z = 1, se tiene

o9 o b
(1) :/ ulfle*“du:/ e Udu= lim [ e Udu= lim (—e*+1)=1.
0 0

b—oo Jo b—oo
©
i)
% (ii) Para todo z > 0, se tiene
9 o) b
[ I'(z) :/ ule Uy = lim [ u*le %du
gﬂ 0 b—oo Jo
1= booq b
W = lim | —ue™"| + */ uTe "du| (por integraciéon por partes)
~ b—oo | @ o ZJo -
7 1 z,—b 1 b (z+1)—1_—u
= lim |[—b%e" + — U e “du
b—oo | T x Jo

b
=0+ 1 lim wEtDH gu gy,
T b—oo Jg

1 o0
= f/ wEt—legugy,
T Jo
I(z+1)
x

(iii) Escribiendo la propiedad previa en la forma:

I'(z+1) =2I'(z), paratodoz > 0.
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Ahora, para todo n € Z*, aplicamos la propiedad anterior n veces, obteniendo:

I'(n+1)

nl'(n) =n(n—1)I(n—1)
n(n—1)(n—2)I'(n —2)
nn—1)(n—-2)(n—-3)T(n—3)

=nn—1)(n-2)(n—3)...3x2x1xI(1)
X

=nn—-1)(n—2)(n—3)...3x2x1

=n!

Ejemplo 2.86. Ejemplos de aplicacion.

Solucién.

 T(5) =T(d+1) = 4!

(33 2() -2

Siguiendo con el proceso, tenemos que

11 9 7 5 3 1 1
1“(3)_§><§><§><§><§><I‘<5).

J’_
—
N~
|
N ©
X
N~
—
7 N
N~
~—

F21 17><13><9><5><1F1
n _— = — _— - — — — .
4 4 4 4 4 4 \4
Se observa que en estos ejemplos, las respuestas obtenidas quedan determinadas en
términos de la funcién Gamma. Méas adelante brindaremos una férmula explicita para

1
el caso de I <§>

Extension de la funcién Gamma

La propiedad (ii) del Teorema 2.10, nos permite extender la definicién de funcién Gamma
para < 0, con  # —1,—2,-3,... De modo que, si —1 < < 0, entonces 0 < z+1 < 1
mostrando al extensiéon de la funcién Gamma para el intervalo —1 < & < 0. Sucesivamente
podemos continuar con este proceso para los x menores que cero exceptuando los enteros
negativos.
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Ejemplo 2.87. Teniendo en cuenta que

1
determine en términos de I’ (5)

o) e

Solucidn.

o r(-5) =T L 2r(f) - 2EEED _Ap()

Como nuestro objetivo es utilizar la funcién Gamma para resolver integrales complejas que, de
otro modo, serian dificiles de abordar mediante métodos elementales, presentaremos algunas
de las propiedades fundamentales. No vamos a demostrar estas propiedades, para enfocar-
nos en su aplicacién practica. A continuacién, se enumeran algunas de las propiedades més
importantes de la funcién Gamma que emplearemos en esta seccién.

Propiedad 2.10.

L F(%) :2(/000e—“2du) =T

o0
2. T'(z) = a””/ ule %y, con x> 0 ya>0.
0

1 z—1
3. I'(z) = / {ln (%)] du, para todo x > 0.
0
1 1 p—1
4. T'(p) = a,p/ {ln (f)] u?tdu, con p >0y a > 0.
0

5. Mx)I'(1—2x) = ,0<a <L

sen(mz)

Ejemplo 2.88. Evalie:
+00 B
/ zte ™ dz.
0
Solucion. Si realizamos el cambio

uw=a" con du=5ztds

tenemos que los limites de integracién también cambian:
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siz=0 = u=0
six =400 = u—+x

—+oco 5 1 “+o00
/ zle W dx = f/ e "“du
0 5 Jo

+oo
/ u' e du
0

Luego,

(SR S e

H
=

=
=

Ejemplo 2.89. Evalie:
+o00 5
/ z2e % d.
0

Solucion. Haciendo un cambio de variable
w=2a2 condu=2dr y x= ul/?

con limites de integracion

siz=0 = u=0
six —>4+00 = u—+x

tenemos que

+o0o +o0 d
2 ., du
/ z2e7® da::/ ue ' —
0 0 2u?2
+o0
= / uze “du
0
“+o0
= / w2 te Udu
0

Il
N = N = N N e
. =]
7N\
| w

Ejemplo 2.90. Evalie:
+oo
/ V2ze .
0

Solucidn. Utilizando el cambio:
u =4z, du=4dx

con

z=0 = u=0
r— +00 = u— +00

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
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+oo +oo
/ V2re ¥ dy = / (\/E e_“> du
1 TS g
= =—= uze “du
il
= L/JFOO u> e tduy
42 Jo
1 3
=_—rf2
" (3)

-2 (2)]

42
_ VT
8v2

Entonces

Ejemplo 2.91. Calcule:

/2 2
/ tan® z sec? xe 0 2.
0

Solucion. Realizando un cambio de variable:

w=tan’z, con du= 2tanzsec’ zdx

=0 = u=0

T
m—>§ = U — 400

Reemplazando

/2 5 /2 2
/ tan® x sec? ze™ AN Ty = / tan® ze™ '8 € (tan x sec? zdx)
0 0

©
i)
<
g :/+OO u2e—ud£
= 0 2
= 1 +o00
& = 7/ u e du
£ 2 Jo
= !
- 2,
2 2

Ejemplo 2.92. Determine:
+o0 %
/ 28e 4 g,
0

1 1
Solucién. Haciendo: u = 4z? = z = §u1/2 y dx = 1u_1/2du.
Luego,

siz=0 = u=0
six— 400 = u—+x
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Entonces

15
35 (5) V7
Ejemplo 2.93. Calcule:
1
1
/ S
0 —3lnz

Solucién. Si hacemos v = —Inz, entonces © = ¢~ " y de = —e “du. Ademaés,

siz— 0" = u— 400
sir—1" = u—0

Luego,
1

1 1 0
[ [
0 —3lnz +oo V33U
1 /+oo 7% =
= — u e U
V3o
1 +<>ot%_1 iy
== e "du
V3o
1 r(1> 1 V3m

i) m

(—efudu)

2

—2c

NG dx.

+o00
Ejemplo 2.94. Calcule: /
0

[1+]
S
c
=
[
o
®
=
o0
[
=
i
N

d
Solucién. Sea u = 2z, entonces dx = ?u y

siz— 0" = u—0"
sizx —>4+00 — u— 4+

Luego,
+o00 672xd‘x _ +o00 u (E)_% @
o vz o Jo 2 2
2 [t 2 [t
=§ e ™ ufiduzg/ e w2 du
0 0
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+00 g
Ejemplo 2.95. Calcule: / 374V,
0

In (3_4 %)

Solucién. Recordemos que 374V = ¢ = g 4Vzn() Ademés, haciendo el

cambio u = 4/x In(3), se tiene

- (41;‘(3))3 y dw=3(4h?(3))241;(3)d”

six=0 = u=0
sizx— 400 — u— 4+

+oo +00 2
/ 34z gy = / e - #du
0 0 431n°(5)

o0 |
= 733 / udte Tty = 3(23) = 63 .
641n°(3) Jo 641n°(3)  641n°(3)

Ejemplo 2.96. Encuentre el valor de

/01 <ln§)>l/2 da.

Solucién. Tenemos que

1 (1 (L 1/2 1 1/2 1 31
/O <liz)> dw:/o {m (%)] : x*l/de:/o o {m (%)] dx

1 3
Si utilizamos la parte 4 de la propiedad 2.10, con a = 5 yp= 5 se tiene

A <1()>/ w= g |G [ ) e

5 )y

1
2 2

o
p=t
=
=
©
o
®
o
)
0
-
s
o

Ejemplo 2.97. Verifique que:

+o0 1 r
r—1 _—az® _ -
(a) /0 " e dw——sar/sF(S),a>O.

LI " —1)"n!
(b) /0 z"(Inx) dmzm,r>fl,nez+.

Solucidn.
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(a) Haciendo el cambio u = az®, tenemos

1
1/s 1/1\%
B = (3) y dx = - <7> wsdu
a s \a

six=0 — u=0
sizx—>4+00 — u— 40

+o0 . +00 r=1 1 /1\Y¢
/ 2" le % dy = / (E) SoeTu ( <7) wsdu
0 0 a S a

1 e
= / us " te Udu
0

sa’/s

- sa}"/sr (g) ’

(b) Se observa que

/ler In" zdz = /01((—1)(—1)1nx)”xwx = (=1)" /01(—1”)%’"@

1 1 (n+1)—1
= (—1)"/ <ln <7)) a1y
0 g

Luego, aplicamos la férmula 4 de la propiedad 2.10, cona =r+1>0yp=n+1,

1 , N —1)" N 1 1 (n+1)—1 " B
/0 ' (Inz)"dr = W (r+1) +1/0 (ln 5) Y 1da::|
(1) (1)

Ejemplo 2.98. Evalie las siguientes integrales:

—+o00 A8 1 1
(a) /0 22730 gy (b) /0 [In z]° dz (c) /0 2® [Inz]” dz

Solucién. Para resolver estas integrales, utilizaremos el ejemplo anterior:

(a) Se observa que

. 7 1 .
Reconociendo como r = 5 0= 3y s = —, se tiene

2
+00

52, —3012, 1 2 1440

&V de = ———T ==I(7) = —.

/0 %(3)% ( > g 2187

(b) Usando la parte (b) del ejemplo anterior, con r =0y n =5, se tiene

[IEIIEN]

e a 010 e = D ) =—120
/O[nx] 1'7/01' nx:cfmf—(&)f— .
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(c) Nuevamente, usando la parte (b) del ejemplo anterior, con r =3y n =7,

1 7
spo o7, (T
/0 z° [Inz]" dz = BTy

Ejemplo 2.99. Evalie la siguiente integral:

+o0 22
/ z2e T dz.
—00

=& .z
27T es una funcién par, tenemos

(N)

Solucién. Como el integrando f(z) = x

+o00o 22 +oo 22 +o0 1g
/ 2le Tdr = 2/ z2e T dr = 2/ 2 le 2% dx
0 0

—00

De la parte (a) del ejemplo 2.97, concluimos que

+o00 22
/ e Tdr = 2;1“ (3> = V2.

e 2()7" \2

Ejercicios propuestos 2.4.1.

1. Evalie las siguientes integrales:

1 1 +o0 3
a) / ——dz h) / 574V
0 —4Inz 0
+o0 ) +oo
b) / 671" dx 7) / 28e™22dg
0 0
1 +o00 5
c) / (zInz)3de 7) Vze ¥ dx
0 0
1 1(_ 3/2
d) / (Inz)idx k) / %dm’
0 0 VT
400 5 e T
e) / Ve 3% dx 1) / ——dx
0 0 1—Inzx
+o0 +oo
1) / v da m) / Vre Vedr
0 0
too 4 +o00 5
9) / z2e 9%dy n) / (x4 2)%e " dz
0 0

2. Demuestre que:

0) F<n+1>:1><3><5><---><(2n—1)ﬁ: (271)!\/7?7 ne Tzt

2 2n 22nn)

o [ () a2,
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m Funcién Beta ()

La funcién Beta, denotada como 3, es una funcién especial que surge en diversos contextos

en matemaéticas, especialmente en el célculo integral y la teoria de probabilidades. Al igual
que la funcién Gamma, la funcién Beta generaliza los conceptos de factorial y combinatoria
a nimeros reales positivos.

Definicién 2.13: Funcién Beta. |

La funcién Beta se define mediante la siguiente integral:

1
B0, 0)l= / (1 - w)a N du,
0

donde esta integral depende de los parametros p y ¢, y resulta convergente para todo p > 0
yqg>0.

Al igual que con la funcién Gamma, presentamos una lista de propiedades fundamentales que
nos seran ttiles en la resolucién de integrales.

Propiedad 2.11. Para todo p > 0y ¢ > 0 se cumplen:
L. B(p.q) = B(a,p)

(Relacién entre la funcion Gamma y Beta)

==

p+q)

3. /2 (sen2)® ! (cos )7 da = %ﬂ(p, q)
0

+oo xpfl
4. /0 de = B(p,q)

5. /b(x —a)P(b—z)%dz = (b—a)P " B(p+1,q+1)

Ejemplo 2.100. Halle los valores de:

(a) A (%’ %) (b) /011’_%(1 - x)_%dx (¢) /01 %

Solucién.

(a) De la relacién entre la funcién Gamma y Beta, tenemos que

3 1 s
5(% }):F(i r(}) _ %vr_«
2’2 ré+i Tr@ 2
3 1 1 3
(b) Seanp—l——iyq—l——z,entoncesp—zyq—z. Luego,

1 1
/ x_%(l—x)_%dx: / x%_l(l—z)%_ldxzﬁ <l,§)
0 0 44
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Recordando la propiedad de funcién Gamma: I'(z)['(1—x) = sen7(r7r 7 0<z<l,
1 rhrE) rEr@a-1 e
/ i1 - 2)idz = (41 (34) _ (1) 1) _ s — Vonr
0 r(;+3%) I (1) 1
(c) Como / _uds / ' z(l- :1:4)7% dx, hacemos el cambio u = x*, entonces
o /71 — 1:4 o ) )

z = ul/t y dr = iu_3/4dw.

siz— 0" = wu—0"
sie—>1 @ — u—1"

1 1 1
/0 \/%:/0 m(l—x4)_1/2dx:/0 u1/4(1—u)1/2~%u7%du
1
w21 —u) "V 2du = i/ u%_l(l - u)%_ldu
0

—

Ejemplo 2.101. Evalde:

7
/ v/ (x — 3)10(7 —
3
Solucién. Notamos que

7 i
/ 5 (x —3)10(7 — z)3dz = / (x — 3)2(7 _ x)3/5dx.
g 3

Haciendo un cambio de variable: u =

tenemos que

r=4u+3, de=4du y T—z=4(1—u)

siz=3 = u=0
six=7 = wu=1

Entonces

i 1
/ S/ (x = 3)10(7 — z)3da = / (4u)? [4(1 — u)]*/® 4du
3 0

s 2xT(§) 125 x 4%
BxB8xr(f) 936

Este ejemplo también se puede resolver utilizando (5) de la propiedad 2.11.
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Ejemplo 2.102. Calcule:

ud

/2 cos?/3(z) sen®(x)dzx.

0

Solucién. Usamos la parte 3 de la propiedad 2.11, donde

2 5
W—1=2sp=2
- 3" PT§
2q—1=5=q9=3

entonces

s

/5 cos?/3 () sen® (z)dx = /i cosQ(%)_l(w) sen®) =1 (z)dx
0 0

_15(5s) - L0

2T (2+3)
T TR =6
I(§) €x5xgl(s) 9%

Ejemplo 2.103. Evalde:
/2
/ cos” (x)dz.
0

Solucién. Podemos notar que
/2 w/2 /2 ) N
/ cos’ xdx = / cos’ () sen’ (z)dz = / sen?() 7 (z) cos?(2) 7Y (z)dx
0 0 0
Luego, por item 3 de la propiedad 2.11, se tiene

/2
/0 cos” zdx = %ﬁ (%, g)

1T (3)rE) 1
“2T(1+4) 2

Ejemplo 2.104. Evalde:

Solucidn.

/2 /2
/ tan'/?(z)dz = / sen'/?(z) cos /% (z)dx
0 0

I 1
:/ sen2(i)_1(x) cos2(1)_1(x)da:
0

_lg(3 N _1T@TQ) _ 1 o<t
S 27\4'4) 21(34%) 2 r(@ 4
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Ejemplo 2.105. Evalde:

Vr/2
/ tcos” (2t%) \/sen (2t2)dt.
0

Solucién. Tenemos que

NG

Vr/2
/ tcos® (2t%) \/sen (22)dt = i/ * cos? (2%) sen'/? (2¢%) (4tdt)
0 0

Haciendo un cambio de variable: u = 2¢?, donde du = 4tdt y

sit=0 — u=0

sit= g == u= g
Luego,
VT/2 1 (%
/ tcos” (2t%) \/sen (2£2)dt = 1/ cos® (u) sen'/? (u)du
0 0
Ademas,
5=2p—-1=p=3
1 3
Z_99—1 i
5= tTIT]
Entonces
VT/2 1 (%
/ tcos” (2t%) \/sen (2t2)dt = i /2 c0s2®=1(3) sen?() =1 (w)du
0 0

{ber)-e

Ejemplo 2.106. Evalde:
/1 dw
0o V1- ¥z

Solucién. Sea u = /z, entonces z = u? y dz = 4u’du.

siz=0 — u=0
sie—>1" @ — u—1"

Luego,

WP (1 —u) Y 2du

I A L

_ ! =101 _ )5 Lgy = 1
—4/0u (1—w)2"d —4ﬁ<4,2>
PAC(3) _,  GOC() 128

L) Ix3x3xir(3) 3%

=4

159
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Ejemplo 2.107. Evalde:
/”/2 tan®u + tan® u
0 (1 + tanwu)®

Solucidn. Si hacemos x = tanu, tenemos

arcta; d dx
u = arctan x = —-
y 1+ 22
siu=20 = =0

. T
51u—>§ = u— 4+

Entonces

/“/ztan3u+tan5udu_/+°°933-1-3:5 dx _/+°°x3(1+x2) dx
0 (1 + tanu)® “Jo Q481422 (1+2)% 14 a2

—+oo 1.3
:/0 T+op®

Hoo  d-1
= / (—dz por (4) de la propiedad 2.11
0

14 z)4+t
Irra 31

Ejercicios propuestos 2.4.2.

1. Evalte las siguientes integrales:

8 e 11 ,03/2

a) / T2 (2—305) dx )/7( Inv) du
0 0 \/ﬂ

32 1

—dx 1
0 V2-Yz h) / 23 1n® zde
0

LAY 6
c) / sen'/? 2 cos® wdx
0

4 3
d)/midz
01 o ? 4 2\—1/2
e)/ 4 da ])/O:B (4—2°) dx

0

V1 — z?

/3 3 1
) / sen (5:1:) v/ 8sen(3x)dz k) / /27 — a3dx
0 0

)

)

™
3
i) / sen'/? z cos® xdx
0

2. Demuestre que, para todo p > 0y ¢ > 0 se cumple:

“+o00 P (] — L

1 [T dx
d)ﬁ(Pl—P)Z*/ —
1 ’ P 14 zl/p’
b) »3(1771):]; con 0 <p< 1. 0

[1+]
=
c
=
[
o
®
=
o0
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=
(=
N




Aplicaciones de la
integral definida

Capitulo

En este capitulo, exploraremos cémo la integral definida puede utilizarse para resolver
problemas practicos, como el cdlculo de areas entre curvas, volimenes de solidos de revolucién,
longitudes de arco y otras aplicaciones fisicas y geométricas. A través de ejemplos claros y
detallados, veremos cémo estas aplicaciones de la integral definida permiten entender mejor
el uso de esta herramienta en diversas situaciones.

m Area de regiones planas: érea entre dos curvas '

Supongamos que f y g son funciones continuas con f(z) > g(z) para todo x en el intervalo
[a,b], lo que implica que la grafica de f se encuentra por encima o en la misma posicién que
la de g en [a, b]. Consideremos la regién R delimitada por las gréaficas de f y g entre las rectas
verticales ¢ = a y © = b, como se muestra en la Figura 3.1.

Yy
y = f()

Figura 3.1: Gréfica de la regién entre las graficas de f y g en [a, b].

Para determinar el drea de R, tomamos una particion regular del intervalo [a, b],

a=zp<zT1<Ta<T3<--<Tp=>
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y construimos la suma de Riemann de la funcién (f — g) sobre [a,b] con respecto a esta

particiéon:
n

I (k) — g (tn)] Az

k=1
donde ), es un punto de evaluacion en el subintervalo [zg_1, 2] y Az = (b—a)/n. El término
k-ésimo de esta suma representa el drea de un rectdngulo con altura [f (t;) — g ()] y anchura
Ax. Como se puede ver en la Figura 3.2, esta drea es una aproximacién del drea de la subregion
de R que se encuentra entre las graficas de f y g en [zg_1,zx].

Yy
y=f(x)
E,//\ b x  flte) —g(te)
a i b \
I y=g(x)
*‘ Ax

Figura 3.2: El k-ésimo término de la suma de Riemann de f — g, brinda el drea del k-ésimo rectangulo
de base Az.

Por consiguiente, la suma de Riemann nos y
ofrece una aproximacién de lo que podriamos y = f(z)

ta el valor de n, es razonable esperar que la
aproximacién mejore gradualmente. De este
modo, proponemos definir el area A de R co-

mo

n

AR) = lim > [f (t) — g (t)] Az (3.1)
k=1

considerar de manera intuitiva como el area AR
. . |

de R (ver Figura 3.3). A medida que aumen- 7{ 1
I I

I I

I I

I I

I I

I I

: :

| |

I I

| |

I I

I I

i i

N !

Lt

Debido a que la funcién f — g es continua en
el intervalo [a, b], el limite en la ecuacién (3.1)

existe y es igual a la integral definida de f —¢g Figura 3.3: La suma de Riemann de f —g se
desde @ hasta b. aproxima el drea de R.

| Definicion 3.1: Area de una region entre dos curvas. I

Sean f y g funciones continuas en [a,b] con f(z) > g(z) para todo z € [a, b]. El drea de la
regién R limitada por las curvas y = f(z),y = g(x) y por las rectas verticales z = ay z = b
es

b
A®) = [ [7(e) - g(a)d (32)
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Importante.

1. Si g(x) = 0 para todo x € [a, b], entonces la regién R estd comprendida por la curva
y = f(x), el eje z y las rectas verticales z = a y = b (ver Figura 3.4). Entonces el
area de R, es el area bajo la grafica de f,

mmzlmu%mmzlﬂmm

y=f(x)

T
a b \

Figura 3.4

2. Si f(xz) =0 para todo x € [a, b], entonces la regién R se encuentra debajo del eje
(ver Figura 3.5), y su é4rea est4 dada por:

Mm:Aanmm:—LZ@m.
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y=g(x)

Figura 3.5

A continuacién, se presenta una estrategia sistemdtica para determinar el area entre dos
curvas. Siguiendo estos pasos, se podran identificar las funciones involucradas, determinar los
puntos de interseccion, y luego aplicar las integrales adecuadas para calcular el drea deseada.
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Estrategia para calcular el drea entre dos curvas:
(i) Grafique la regién entre las gréificas de f y g en [a, b].

(if) Esboce un rectangulo representativo con altura [f(z) — g(x)] y ancho Az tal que su
area es

AA = [f(2) - gla))Ax.

(iii) Observe que la altura del rectangulo, [f(x) — g(z)], es el integrando en la ecuacién (3.2).
El ancho Az nos recuerda integrar con respecto a z. Asi,

b
A= [17(@) - gla)d.

Estos detalles se observan en la Figura 3.6.

y=f(x)

z  fl@)—g(@)

r=15b

y=g(x)
*‘ Ax

Figura 3.6

Ejemplo 3.1. Encuentre el drea de la regién R, limitada por las pardbolas

y=a% y=4z— 2>
Solucién.

Graficando ambas curvas, podemos reco- Luego, esbozando un rectdngulo represen-
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nocer la regién R: tativo, con altura
Y (4o — 2?) — (2°%) = 4o — 22°.
y = a7
. y=dz—2° Ademas, resolviendo la ecuacion:
g — 2?2 = 22
R
|
27 3 tenemos que las curvas se interceptan en
(0,0) y (2,4). Finalmente, planteamos la
P integral definida que representa el drea en-
i 2 3 tre las dos curvas:
2 2
2 8
A= [ (4o—22%)dx = 227 — Z23| = - %
Figura 3.7 A(x S |:1: 3x 0 3u
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Ejemplo 3.2. Encuentre el drea de la regién limitada por las curvas
y=3"7"y 2x+2>%*+y=0.

Solucién. Primero encontramos los puntos de interseccién de ambas gréficas (esto nos
permitird encontrar los limites de integracién), para ello resolvemos

37 =9 —2(z +2)?
de donde claramente los puntos que satisfacen la ecuaciéon son: x = =2 y & = 0.

Graficando las curvas Luego, el area de la regién sombreada esta
dada por la siguiente integral:

A:/O [(9-2(z+2)?) — 3] da

—2

0 0 0
:/ de—/ 2(x+2)2dx—/ 3 %dx
F2(z +2)2+9 -2 -2 =5

z3 9 3— 1°
=92 -2 —=+2 4 e
[x <3+x+w>+1n(3)]_z

(B 8\
Figura 3.8 “\3 In(3) '
Ejemplo 3.3. Calcule el area de la regién limitada por las curvas:

y=12>-2, y=2>—4 ylarecta =2

Solucion.
Para hallar la interseccién de la recta con Y
las curvas, solo reemplazamos x = 2, ob-
teniendo que y = 0, y = 6. Ademds, resol- 61
viendo la ecuacién: 9 y=2—4
y=z"—-2
P} —2=0’-4= (z+1)(z*—22+2) =0
tenemos que ambas curvas se cortan en
x = —1. Luego, de la Figura 3.9, se tie-
ne:
B
2
A:/ [ —2— (a® — 4)] da
—1 |
2 |
_/ (333—332—1—2)(1:6 :
=il
4 3 2
78 T 27T
= = = == 2 = B=2
o5 -1

Figura 3.9
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Ejemplo 3.4. Determine el drea de la regién limitada por las curvas:
r—y=1 y=—(z—-2>%4+1 y 3z+2y=18.

Solucién. Para encontrar las intersecciones entre las curvas resolvemos los siguientes

sistemas:
r—y=1 3z +2y =18 3z + 2y =18
y=—(x—-27>+1 y=—(r—273+1 z—y=1

Resolviendo el primer sistema interseccion es (4, 3). Representamos estos

datos hallados en la Figura 3.10.
r—1=—(2-2°%+1

r—1=-2"+62"—12z+9 y
= — 23462 - 132 +10=0
= —(z-2)(2* —42+5) =0

tenemos que x = 2. Por lo que, la inter-
seccién se da en el punto (2,1). De manera
similar para el segundo sistema, reempla-
zando la segunda ecuacion en la primera:

3r+2[—(z—-2°%+1] =18
—22% + 122 - 21z =0
—z (22 — 122 +21) =0

()3
obtenemos que z = 0, entonces la inter- y=—(@-2°+1

secciéon ocurre en (0,9). Luego, resolvien-
do el tercer sistema, encontramos que la Figura 3.10

Posteriormente, de la Figura 3.10, tenemos que el area esta determinado por la siguiente
suma de integrales:

A:/02 {Q—Sx—(—(x—Q)s—i—l)}dx—i—/; {(Q—gm)—(x—l)}dw
:/02 [8—gx+(x—2)3]dx+/: {10—24@«
:[Sx_wgw—m“ '

522

0 2

=9+5=14 %

Ejemplo 3.5. Halle el 4rea de la region ubicada el primer cuadrante y limitada por las
curvas:

2
y=v2—z+43, y:%—}—Q

y el segmento que une los puntos (0,2) y (1,4).
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Solucién. Primero encontramos la recta que contiene a los puntos (0,2) y (1,4):

4-2

Luego, encontramos el punto de interseccién en el primer cuadrante entre las curvas:
y=v2—x+3
22 = n=2%
Yy = I + 2

Entonces, el gréifico de la regién en el primer cuadrante limitado por las curvas es

w

4

Figura 3.11

Finalmente, del grafico podemos encontrar los limites de integracién; y el area de la
region esta dado por:

A:/O1 (2x+27(%2+2)>dx+/12(\/m+37(%2+2))d9:
/01(230—%2>dx+/12(\/E—%2+1)dz

1 3 2
2 3
_Z(92_ )2 -

0+< 3( x) 12+x)

I
7~
8

no
I
Sl
~

1

Ejemplo 3.6. Calcule el 4rea de la regién limitada por las curvas:
y=3fx2, y=x376x+3,

Solucién. Siguiendo el proceso de los ejemplos anteriores, encontramos los puntos de
interseccion:

3-22=23-62+3=23-62+2’=0=12(z—-2)(z+3)=0.

Luego, los puntos de interseccién son: x =0, z =2y z = —3.
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La grafica de la region limitada por las cur- Del grafico observamos que el drea estd da-
vas es do por:

0
A:/ [+ —62+3—(3—2?)]dx
y:af;—b'x-&-‘d 9
+/ [3—2%— (2® - 6z +3)] dz
0

0
=/ (1:3—6x—x2)dm

Figura 3.12

Ejemplo 3.7. Halle el 4rea de la regién limitada por las gréficas de las siguientes ecuaciones:

y=cosx, y=sen(3z), z=0 vy x:g.

Solucién. Antes de graficar las curvas y reconocer la regién, determinamos los puntos
de interseccion:
™
cosz = cos(3z) = sen (5 — a:) = sen(3x)

entonces

3m:<f_x)+2ﬂ-n vV 3;[:71‘—(%—56)-‘1‘277]’1/, nez

m
n Vv CEZZ+7TH, n € Z.

NN
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. ™ . .
Luego, tomando los = que se encuentra en el intervalo [0, 5] , tenemos que la interseccién
ocurre en
™ w
rT=—y T=-—.
8 4

Seguidamente, la grafica de las curvas y la regién limitada es

Y

:

R R

y = sen(3x)

N T

4
2

Figura 3.13

Entonces,

a5,

A= /0% (cos:z:—sen(?):z:))d:lz—l—/4

(ME]

Jus
8 4

s

(sen(3z) — cosz) dx + / (cosz — sen(3z)) dz

8

INE
SE

_ [sen (2) + écos (3917)] + [—écos ) — (x)} + [sen (@) +%cos (32)

0

_2 2\/§1+2\/2;fﬂ+<_\/§+1>

o[3
k]

3 3
4V2—-V2-2V2+2 .2
= 3 .

Ejemplo 3.8. Halle el 4rea de la region comprendida entre el eje y, la curva
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3
v 72+ 4
y sus asintotas.
Solucién. Si tomamos los limites:
. 3z , 3z
L Ny A R Wy ke

se verifica facilmente que las asintotas de la curva son las rectas:
y= _35 Y= 3.

Luego, graficamos la curva, mostrando sus asintotas y reconociendo la region, tal como

se muestra en la Figura 3.14.
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Figura 3.14

De la Figura 3.14, observamos que hay una simetria respecto al origen de coordenadas,
por lo que,
A(R) = A(R1) + A(R2) = 2A(R2)

Asi, el area de la regién estd determinada por la siguiente integral:

+oo
A=2/ (3—375”)@:
0 2+ 4

Luego,
b . b
A=6 lim (177>dx:6 lim (xf\/x2+4’)
b—+o0 J 2+ 4 b—+o00 0
=6 1im (b- ViZ+4+2) =12+6 lim (b V07 +4)
b—+o00 b—+4o00
—4
=1246| lim ————| =12+4+6(0
[ba+oo b+ Vb2 + 4} ©)
=12 u?
Importante.
En ocasiones, resulta mas apropiado tratar Y z = h(y) z = gly)
a x como una funcién de y. Es decir, si /
la regién R estd delimitada por las cur- d y=d

vas con ecuaciones x = ¢(y) (derecha) y \ \ n
T

z = h(y) (izquierda), y por las lineas ho-
rizontales y = ¢, y = d, donde g y h son

funciones continuas y ¢g(y) > h(y) para to-

c
do y € [c,d], entonces el area estd dada por %
y € le,d] por |

—g(y) — h(y) —

d
AR) = / o) - @)y | (3.3)

Figura 3.15
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Ejemplo 3.9. Encuentre el 4rea limitada por la recta y = 2 — 1 y la parabola 3 = 22 + 6.

Solucién. Realizamos un esbozo de las curvas reconociendo la region, tal como se mues-
tra en la Figura 3.16

Figura 3.16
Observamos claramente que si queremos integrar con respecto de x, se tendrian dos

integrales. Sin embargo, si integramos con respecto de y, obtenemos solo una. Por lo
tanto, el drea de la regién es

1= [ o= (5]
AT

2 374
Y Y
= | L7y —Z
[ T 6]72

2
=36 u?.

Ejemplo 3.10. Halle el 4rea de la regién limitada por las curvas

5
y=-l-—= v z="+1-4).

Solucién. Graficamos las curvas y sombreamos la regién limitada por las curvas.

21

Figura 3.17
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De la Figura 3.17, se observa claramente que es conveniente integrar respecto a y. Para

ello despejamos x en

5
—rx=1-—-
=1 y+1

Luego, tenemos que el area estd dado por:

4 /K y+1)_((y2+1)(y—4))]dy
:/0[ 3 4 4y? fy—%Jrg,}dy

43 2
:[_ LWy
_<1

3 2
Ejemplo 3.11. Calcule el 4rea limitada por las graficas de

y=-1-

4
5ln |y + 1 +5y}
0

8 ==

—5In (5)) u?.

=

2
Y 1
g — 2 = 1.
B = 1 3y x= y 16y+

Solucién. Encontrando los puntos de interseccién en:

2

Y- 1
—3=y"-= 1

1 T A

tenemos
vt =120 —64=0 = (1P +4) (y+4) (y—4) =0
Asi, las intersecciones se dan en y = —4, y = 4.
De la Figura 3.18, se tiene que el area de

ﬁl‘ la regién es

167
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Figura 3.18

Para continuar con la exploracion detallada sobre area entre dos curvas, los lectores pueden
consultar los libros titulados Calculus: Early Transcendentals (Tan, 2010) y Célculo de una
variable: Trascendentes tempranas (Zill, 2011).
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Ejemplo 3.12. Calcule el 4rea de regién limitada por la grafica de la curva

3
z=./ye
y su asintota.

Solucion. Si tendemos el limite

lim fey—O

y—>—+0oo

notamos que la asintota a la grafica es la recta x = 0. Ademads, se prueba facilmente
que la curva pasa por el punto (0,0). Luego,

. 1Y
+o00 g
A= Vye Y dy
0
+o0 d i 2+
= / u1/637“3 ;L/B, usando el cambio u = ¢°
0 U -
o 2 = Ve
=3 / u 2e “du 1
0
+o0 =
= % / ui le dy T
0 }
1 1 1
= §F (5) , por funcién Gamma
ﬁ 2 Figura 3.19
3 .

Ejercicios propuestos 3.1.

1. En los siguientes ejercicios, esboce la region limitada por las curvas de las ecua-
ciones dadas y encuentre el area de dicha region.

a)y:x—+3, y=z—-1, z=-1, x=1
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2
b)) y=a?—2, y=—-€e -1 z=-1, z=1
1 3
c)y=—=+2,con0<z<2 e =0, z=-.
)y T Yy 5
1

e) y=¢€" yy=Inz. §) x=y? -2, x=4y—y>

= y=2a". k =4drydr+y—6=0.

P—-1yr—y—1=0.
— _ 2

hy=3va—z+1, y=—vz+1. ™ =23 —62° + 9z, y=—2+3z.

i) y=2zV8—22, y=0. n

)
) v
g)y:#yeleje:r. hy=
)y
) y=

—dx+3, y=—a2+2z+3.
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2
2. Calcule el area de la regién limitada por la curva C : y =z — % + 4 y las rectas

tangentes a dicha curva, en los puntos donde C corta al eje z.

3. Determine el drea de la regién R, limitada por la recta z = 0, la curva y = (x — 1)2
y su recta tangente en el punto (3,4).

4. Halle el area de la region limitada por las curvas
3y=—ViA—x, x=yy—4) y 4y=(r—4)>%
5. Encuentre el area de la regién sombreada y encerrada por las curvas dadas.

41Y 7y

3 y=3z? — 2%

T

3 K 12
= ‘%Z(y =2)(1-y?)

6. Grafique y calcule el 4rea de la regién encerrada por las curvas:

y=2x—2% y=a>—2®— 2.

7. Determine el area de la region limitada por las graficas de

m:2y2—8 y x=8+2y—y2.
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8. Calcule el area de la regién limitada por las graficas de

—92)2
yzi(x 5 ) -1, by=2zx+2 y x=4.

9. Determine el drea de la regioén limitada por las graficas de

2

x x
3,123—2:1:4—17 y=§+1 y x+y=5.
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m Volumen de un sélido de revolucion J

Un sélido de revolucion se obtiene al girar una regién en el plano alrededor de una recta

en el mismo plano. Esta recta recibe el nombre de eje de revolucion o eje de giro. Por ejemplo,
si la regién R como se muestra en la Figura 3.20 se gira alrededor del eje y, obtenemos el
solido de revolucién F mostrado en la Figura 3.21. Aqui, el eje de revolucion del sélido es el

eje y.

Yy z = f(y) Y
Eje de giro —/‘é—

: >

Figura 3.20: Region en el plano. Figura 3.21: Sélido obtenido al girar la regiéon R

alrededor del eje y.
m Método del disco

Para definir el volumen de un sélido de revolucién y desarrollar un método para calcu-
larlo, consideremos el sélido E generado por la region R mostrada en la Figura 3.22. Sea

]
p)
£
=
3]
)
Tgﬂ P = {zo,x1,..., 2y} una particién regular de [a,b]. Esta particién divide la regién R en n
g subregiones no superpuestas R, Ra, ..., R,. Cuando estas regiones se giran alrededor del eje
= x, forman n sélidos no superpuestos F1, Es, ..., E,, cuya unién es E. (Ver Figura 3.23).
©
b Y . Y
4]
= TN
.2 _
g y=f(x)
2
=
< x
o ]
Ri| R R | Ru| Ppx
Tog=a Ty Ty T Tp_y T v Zp=b \#
Figura 3.22: Regién R. Figura 3.23: Solidos E, Es, ..., E,.

Fijémonos en la parte del sélido de revolucién que se genera por la regién Ry bajo la gréfica
de f en el intervalo [z_1, 2] Esta regién se muestra ampliada para mayor claridad en la
Figura 3.24. Si ¢}, es un punto de evaluacién en [zp_1, zx], entonces el drea de Ry se puede
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aproximar por un rectdngulo de altura f (¢;) y ancho Az = (b — a)/n. Si este rectangulo se
gira alrededor del eje x, genera el disco Dy, con radio f (t;) y ancho Az; por lo tanto, su
volumen es

AVi = 7 [f ()] Az

Figura 3.24: El volumen de Ej es aproximado por el disco Dj.

El volumen del disco Dy, otorga una aproximacién del volumen del sélido Fj. Entonces, al
aproximar el volumen de cada sélido F1, Es, ..., E, con el volumen de un disco correspon-
diente D1, Ds, ..., Dy, vemos que el volumen total del sélido E es aproximado por la suma
de los voliimenes de estos discos. (Ver Figura 3.25). Asi, tenemos la siguiente aproximacion

del volumen total: .

VY AV =) wlf(t)] A,
k=1

k=1
donde AV} representa el volumen del disco Dy, f(tx) es la funcién que describe el radio del
disco en el punto tp, y Az es la altura del disco, que corresponde a una pequenia particion
del intervalo en el eje z.

/
| x
\

A ANTTAN

(=5

Figura 3.25: Aproximacién del volumen del sélido E, mediante la suma de los discos Dy, ..., D,,.

Al reducir el tamafio de cada particién, la aproximacién se vuelve cada vez mas precisa.
Luego, con esta técnica de sumas de Riemann, estamos en realidad integrando la funciéon
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[f (ac)]2 sobre el intervalo dado, lo que nos brinda una herramienta para calcular volimenes
de solidos de revolucion.

| Definicion 3.2: Volumen de un sdlido de revolucion. |

Sea f una funcién continua y no negativa en [a,b], y sea R la regién bajo la grifica de la
funcién f en el intervalo [a, b]. El volumen del sélido de revolucién generado por la rotacién
de R alrededor del eje = estd dado por:

n b
V=t Sorlfe)f de = [ r(f@) o (3.4)
k=1 @

De la misma manera que hicimos para encontrar el drea bajo una curva al considerar el drea
de un rectangulo representativo, podemos recordar la Férmula (3.4) al examinar el volumen
del disco generado al girar un rectangulo representativo alrededor del eje x.

y y=/f(x)

Figura 3.26: Rotaciéon de rectangulo representativo alrededor del eje x.

Procedemos de esta forma:

= Luego de graficar la regién R bajo el grafico de y = f(z) en [a, b], trazamos un rectangulo
vertical representativo con altura f(x), correspondiente a un valor de z en [a, b], y con
ancho Az (Ver Figura 3.26).

= Siguiendo con el proceso, consideramos que el disco tiene volumen

AV = 7[f(x))?Az = my? Az
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como un elemento de volumen de un sélido. Observemos ahora que la expresién junto
a Az, my?, es el integrando en la ecuacién (3.4).

= Finalmente, obtenemos el Método del Disco para encontrar el volumen de un sélido
de revolucion, cuando la region R gira alrededor del eje x:

b b
V= 7r/ [f(2))?dx = w/ y2dz, y>0. (3.5)
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Importante. De ahora en adelante, cada vez que presentemos un nuevo concepto o
deduzcamos una férmula usando sumas de Riemann, recurriremos con frecuencia a un
enfoque intuitivo. Este enfoque implica examinar un elemento representativo del término
general de la suma de Riemann (sin los subindices) para facilitar la comprensién de la
férmula deducida. Al adoptar este método, no solo hacemos que las férmulas sean mas
faciles de recordar, sino que también logramos una comprensién mas profunda y visual de
cémo éstas se construyen a partir de sus componentes fundamentales.

Ejemplo 3.13. Halle el volumen del sélido de revolucién generado al rotar la regién limitada
por la grafica de la curva y = \/4 — 22 y el eje x, alrededor de la recta y = 0.

Solucién. Para hallar el volumen del solido de revolucién, utilizamos el método de
discos.

La region a rotar estd limitada por el eje
z y la curva y = /4 — 22. A partir de la
Figura 3.27, vemos que el radio del disco
representativo correspondiente a un valor
particular de x en [—2, 2] (la altura del rec-
tangulo representativo) es y. Por lo tanto,

el volumen del disco es

AV = 1y’ Az -1+
2
= (\/4 - :c2> Az = (4 — 2?)(Ax) Figura 3.27

Asi, el volumen V' del sélido de revolucién generado al rotar la regién R alrededor del
eje x estd dado por:

2

V=7r/2 (M)de:w/ (4 — 2?) da

—2 —2

Ejemplo 3.14. Calcule el volumen del sélido de revolucion generado al rotar la regidn
limitada por la gréfica de la curva y = —(x — 2)e®, con © € [—2,2] y la recta y = 0,
alrededor del eje z.

Solucién. Para determinar el volumen del sélido de revolucién, utilizamos el método
de discos. La region a rotar estd delimitada por el eje z, la curva y = —(x — 2)e” y las
rectas x = —2 'y x = 2. Luego, tomando un rectangulo representativo como en la
Figura 3.28, tenemos que el volumen del disco generado es

AV = 7 [—(z — 2)e)* Ax

=n(zx — 2)2e*Ax.
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Por lo tanto, el volumen V del sélido de
revolucién generado al rotar la regién R
alrededor del eje z estd dado por:

2
V= 7T/ (z —2)%e*dx
=9

2
=T 162zx2 _ §62zx 4 Ee2z
2 2 _2

1, 41 _4 3
Figura 3.28 W(4e - 46 ) v

Ejemplo 3.15. Encuentre el volumen del sélido obtenido al rotar alrededor de la recta
y =0, la regién delimitada por la curva y = (V& + 3)6_(“3) y el eje z.

Solucion. Para encontrar el volumen del sélido de revolucién, utilizaremos nuevamente
el método de discos.

A partir de la Figura 3.29, observamos que y
el radio del disco representativo correspon-

diente a un valor particular de x en el in-
tervalo de [—3,+oo[ es y. Por lo tanto, el
volumen del disco es

AV =1yl Ax
2
= [(\/:c + 3)67(Z+3):| Ax
=7 (Vz+ 3)2 e 23 (Ax)

=m(z+3) e 2@t (Az) Figura 3.29

Por lo tanto, el volumen V' del sélido de revolucién generado al rotar la region R
alrededor del eje z estd dado por:

+o0 TED &
v w/ (z + 3)e 2@+ gy = 7T/ Ze_tdt (usando t = 2(z + 3))

0
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w —t w =ty —t\|b
4blg_noc/ te”'dt = 1o hm ( e ‘t—e )|0

ul.

— lim ( bet — +1)

b—+o0

s
4

Importante. (Cuando el eje de giro es una recta y = k). Sea f una funcién continua
sobre [a, b], para todo x € [a,b] y k una constante. Para una regién plana R limitada por
la grafica de f y las rectas y = k, x = a y x = b tal como se muestra en la Figura 3.30,

el volumen V' del sélido de revolucién generado al rotar la region R alrededor de la recta




180 Volumen de un sélido de revolucién

horizontal y = k estd dado por:

b b
VZTI'/ [f(ilf)—k]Zdl’:ﬂ'/ ly — k) dz. (3.6)

donde |f(z) — k| es el radio de giro.

Y

Figura 3.30: Rotacién del rectangulo representativo alrededor de la recta y = k.

La férmula proporcionada en la ecuacién (3.6) es mas general que la presentada en (3.5),
ya que cuando k = 0, el eje de rotacidn coincide con el eje x.

Ejemplo 3.16. Halle el volumen del sélido que genera la regién encerrada por
Y= 21:27 Y= 1

que gira alrededor de la recta y = 1.

., . . 1
Solucién. Hallemos la interseccién de la curva con la recta: 22° =1 = 2 = +£—.

V2
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Por otro lado, el radio de giro es Y y = 222
2 -+
Radio = |y — k| = |(2z%) — 1| = 1 — 222
+ ] (\ y=1
Luego, el volumen V' del sélido de revolu- : Y
cién generado al rotar la regién R alrede- ‘
dor de la recta y = 1 esta dado por: — P &
-1 1 1 2
% V2 V2
2
V= 71'/ (222 —1)%dz
_ﬁ Figura 3.31
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Calculando la integral:

1
Ve=r | (4e* —42® + 1) de
-2
d® 4® ]V
:”{?_T”’]_L
V2
_ 82
15

8v/2
Por lo tanto, el volumen del sélido de revolucion es ?ﬂ' u.

Ejemplo 3.17. Calcule el volumen del sélido que genera la region limitada por
y:x2/3+2, y=2, z=-8 y x=1,
y que gira alrededor de la recta y = 2.

Solucidén. Graficando la regién R la cual estd limitada por las ecuaciones

y:_’L‘2/3_|_27 y:2’ r = —8 y x=1.

Y
6 1
5 1
) 4 .
) y=23+2

b | R
£ | 31
E I
s 1 |
— ‘ A
© ‘ 2 —Y=2
&0 ‘ Y
Q ) |
- | |
£ | 1 !
s ! |
= | 1 | N
@ -8 -7 6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2
=
.2
g Figura 3.32
(8]
s El radio del disco representativo, al girar alrededor de la recta y = 2, es:
<
= Radio=y—2=2?%4+2—-2=2%3

Luego, el volumen V' del sélido de revolucion generado al rotar la regién R alrededor
de la recta y = 2 esta dado por:

V=nr (/_Z(mQ/?’)Qdm + /01(332/3)2dm)

0
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Observamos que la ecuacién (3.6) sélo se utiliza para calcular el volumen de un sélido de
revolucién cuando el eje de rotacion es paralelo al eje . No obstante, ahora procederemos
a deducir una férmula para determinar el volumen V' de un sélido de revolucién obtenido
al girar una regién alrededor de una recta paralela al eje y. Sea g una funcién continua en
el intervalo [c,d], para todo y € [c,d] y h una constante real. Consideremos la regién R
delimitada por la grafica de la funcién z = g(y) y las rectas y = ¢, y = d y = h, como se
muestra en la Figura 3.33.

Figura 3.33: S¢lido de revolucién FE, obtenido al girar la regién R alrededor de la recta x = h.

Cuando R es girada alrededor de la recta © = h, se genera un sélido de revoluciéon E.
Luego, tomando un rectdngulo horizontal representativo (perpendicular al eje de rotacion)
con longitud |x — k| o |g(y) — h|, y ancho Ay se produce un disco como en la Figura 3.33 con
volumen

AV = n[g(y) — h*Ay = m(x — h)*Ay.

Finalmente, al sumar los voliimenes de estos discos y tomar el limite, obtenemos la siguiente
férmula integral:

d d
Ven / lo(y) — A2dy == / [ — h2dy (3.7)

donde |g(y) — h| es el radio de giro.

Ejemplo 3.18. Determine el volumen del sélido de revolucién generado al rotar, alrededor
del eje y, la region en el primer cuadrante, limitada por la gréfica de la curva y = 22, la
rectay =4y el eje y.

Solucién. Para calcular el volumen del sélido de revolucién, utilizaremos la férmula

(3.7) ya que el eje de giro es paralelo al eje y.
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De la Figura 3.34, observamos que al to-
mar un rectangulo representativo de largo

q
NES
<

x, donde x = /y, tenemos que el volumen 5
del disco es generado es

AV =n(z —0)2Ay
=7 (\/5)2 Ay = TyAy

De esta manera, el volumen V' del sélido

de revolucién generado al rotar la region
R alrededor del eje y esta dado por:

V=7T/04(x/37)2dy=7r/04ydy

4
_ ([
2 0
16
=7 (? — 0) = 87 u’. Figura 3.34

Ejemplo 3.19. Calcule el volumen del sélido de revoluciéon generado al rotar la regidn
limitada por la curva y? = 2(x—2) ylasrectasy =2, y=-3, y z=—1, alrededor
de la recta z = —1.

Solucién. La grafica de la regién es

Figura 3.35

2
Si despejamos z de y? = 2z — 4, tenemos & = % + 2. Asi, de la Figura 3.35 el radio

del disco al girar alrededor de la recta x = —1 es:
Y2
Radio = '(? +2) — (—1)’ =43

Por lo que, el volumen V' del sélido de revolucién es:

2 Y2 2
V= 7r/ (— + 3) dy.
3\ 2
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Luego,

m Método del anillo

El método del anillo, también conocido como el método de las arandelas, es una extension
del método del disco para calcular el volumen de sélidos de revolucion. Este método es
particularmente 1til cuando la regién a rotar tiene un agujero en el centro, como un anillo o
una arandela.

Caso 1: Cuando el eje de giro paralelo al eje =

Cuando el eje de rotacion es paralelo al eje z, el volumen del sélido de revolucién se puede
calcular considerando una seccién transversal perpendicular al eje de rotacién. Al girar esta
seccién se genera un sélido que sera un anillo representativo con un radio externo y un radio
interno. (Ver Figura 3.36).

Yy ) Yy
y=1@) A,
— - y
R

y =g(z) [

|

vk

|

|

- |

Figura 3.36: Anillo representativo.

De la Figura 3.36 consideramos dos funciones y = f(z), y = g(z), continuas en el intervalo
[a,b], donde f(x) > g(x). Queremos encontrar una férmula que nos permita calcular el volu-
men del solido de revolucién generado al rotar, alrededor del eje y = k, la region delimitada
por las graficas de y = f(z), y = g(z) y las rectas x = a y x = b. Para ello tomamos la
seccién perpendicular al eje y = k (eje de giro) donde R(x) = |f(z) — k| es el radio exterior
y r(x) = |g(x) — k| es el radio interior; asi, el volumen del anillo correspondiente es:

AV = W(R((E))2A1: — W(T(I))QA.’E =7 [(R(:E))Q — (1"(1’))2] Az

Por lo tanto, el volumen del sélido de revolucién es

b b
Ver / [(R@))? - (r(2))?] da = / [(f(2) — k)% — (g(z) — K)?] da. (3.8)
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Ejemplo 3.20. Halle el volumen del sélido de revolucién obtenido al hacer girar alrededor
de la recta y = —1, la regién delimitada por las curvas

y=-22-3z+6 y z+y=3.
Solucién. Encontrando los puntos de interseccién de la curva con la recta:
2?2 -324+46=3—-z=—2=-3, z=1.

Ademas, los radios exterior e interior, res- y=—a>—32+6 Yy
pectivamente, son:

R(z)=|—-2®> -3z +6—(—1)]

=|7— 22 — 3z|

r(z)=13—z—(-1)| =4 — x|

Luego, de la Figura 3.37, el volumen V' del
s6lido de revolucion, obtenido al girar la
region R, alrededor de la recta y = —1 es-
t4 dado por:

V= «/1 [(R(@)Z - (r(m))Z] de

:71/1 [(7—x2—3x)2—(4—:c)2]dx

5 3 1
=7 [I— + % —22% — 1742 + 334 Figura 3.37
-3

Ejemplo 3.21. Halle el volumen del sélido de revolucién generado al girar, alrededor de
y = 0, la regién que esta sobre el eje = y limitada por las graficas de las ecuaciones:

322 + 4y2 =28 y 2y= z2.
Solucién. Primero encontramos los puntos de intersecciéon de las curvas
322 +4y? =28 y 2y =2

Esto es,
2

2
31:2—0—4(%) =28 =327 + 2% — 28 =0.
Resolviendo la ultima ecuacion
(z+2)(z-2) (2> +7) =0

tenemos r = —2 y & = 2. Ademds, de la Figura 3.38 tenemos que los radios exterior e
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interior, respectivamente, son:

28 — 3x2 [28 — 3x2
R(z) = ‘ 1 == 1
Y 2 2
95
Luego, el volumen V' del sélido de revolu-
cién, obtenido al girar la regién R, alrede- 3+

dor de la recta y = 0 es
2 2

ver [ [R@)- @) R

322 4+ 4y% = 28

5 ’ Figura 3.38

Ejemplo 3.22. Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer girar la
13
I r45,y=z-1y

region en el primer cuadrante, y encerrada por las curvas y = 53: 5

el eje x, alrededor de la recta y = 4.

Solucién. Iniciamos con encontrar todos los puntos de interseccién entre las curvas y
rectas que encierran la regién:

1
gx2—§x+5:x—1

resolviendo esta tultima ecuacién tenemos

que la curva y la recta se cortan en x = 4
v ¢ = 1. Ademas, si resolvemos
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tenemos que la curva se corta con el eje x

enr=—yzx=1.
3}’

Figura 3.39
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Asi, de la Figura 3.39, tenemos que el volumen del sélido de revolucién generado es la

suma de dos volimenes:
V=0+1,

donde
AV = 7 [Ri(@) — 1 (@)]

AV = {R (z) — 7'2(:6)]

Luego, el volumen V' del sélido de revolucién, obtenido al girar la regiéon R, alrededor
de la recta y = 4 esta dado por:

4

ver ¥ [ - @] o+ 7 /ﬁ (B2(@))” = (ra(a))?] da

[m—of—@—xfym+w[jK < —x+®>2—6—Mﬂdx
[16— (5 — o] dx+7r/1: [(—3952 + 23 - 1)2 -5 —x)Q] o

10
31% J9 39 59 3 4
—r|_gra5g2_ T Y B5_ 442793 2.2 o4
TI'|: x + dx 3}1 +[20m 8x +4x 23: .T%O
1421 518
81 " 135"
86597 4
0g W~ 6T168 u

Caso 2: Cuando el eje de giro es paralelo al eje y

Cuando el eje de rotacién es paralelo al eje y, el volumen del sélido de revolucién se puede
calcular considerando una seccién transversal perpendicular al eje de rotacién. Esta seccion
serd un anillo con un radio externo y un radio interno. (Ver Figura 3.40).

Figura 3.40

Sean z = f(y) y = g(y) dos funciones continuas en el intervalo [c, d], tal que f(y) > g(y).
De la Figura 3.40 el rectdngulo representativo, al girar alrededor del eje x = h, genera un
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anillo radio de:
Radio exterior = |f(y) — h|, Radio interior = |g(y) — h| y Altura = Ay.

Entonces
AV =7 [(f(y) — h)? — (9(y) — h)*] Ay

y el volumen del sélido de revolucién es

d
v=n [ [0 - 0P - o) - 1] d (39)

Ejemplo 3.23. Calcule el volumen del sélido de revolucién generado por la regién delimitada
por las curvas = =y y & = 2y, con y € [0,2], rotada alrededor de la recta z = 5.

z=1
T =2y

tenemos que los puntos de interseccion ocurren en y = 0, y = 2.

Solucidén. Al resolver el sistema

La regién del plano limitada por la pardbo- 41y
la se muestra en la Figura 3.41. Como los r=35
radios interior r(y) y exterior R(y) de cada |
seccién transversal son respectivamente /L‘B
LY
r(y) =12y =5 =5—-2y, y €[0,2] 2|

Rly)=Iy*-5=5-9% y€0,2]

Por lo tanto, el volumen V' del sélido de

revolucién estd dado por

2
Venr / [(Rw))? — (r(v))?] dy 4
0

) 7(y)
:W/O [(5-9%)?%—(5-2y)°] dy ey
2 -2 7
= 7r/ [y4 — 1497 + ZOy] dy R(y)
0
5 3 2 :
Y 14y 9 136 Figura 3.41
=7 |=—-—+10 = —
" [ 53 VW TI7

136
Luego, el volumen del sélido es ﬁﬂ' u.

Ejemplo 3.24. Halle el volumen del sélido de revolucién generado al girar la regién limitada

por las curvas:

e=y-y* y ey’ +3=0,

alrededor de la recta x = —4.

Solucién. Primero buscamos los puntos de interseccién, para ello resolvemos

y—y =y -3
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Por lo que, los puntos de interseccién ocurren cuando y = —1, y = 3
En la Figura 3.42 se muestra la gréfica 41y
de la regién y el rectangulo representati-
vo. Los radios interior r(y) y exterior R(y)
del anillo generado son respectivamente

r(y) = ly* =3 - (4| =y’ +1
Ry)=ly—y" — (-4 =4+y—y>
Por lo tanto, el volumen V' del sélido de

revolucién es
3

2
V:W/ [(4+y -9 - (¥ + 1) dy 1
=il
%
= 7r/ [—2y% — 9y* + 8y + 15] dy 2T
La R(y)
4 3/2
_ Y 334 42 i
= [— o 3y° + 4y” + 15y Figura 3.42
=il
875 4
= 37W u .

Ejemplo 3.25. Calcule el volumen del sélido generado al rotar la regién encerrada por las

curvas:
z(y+3)=2, y’=4dz-4, y=4

alrededor de la recta x = —2.

Solucién. Como en los ejemplos anteriores, encontramos los puntos de interseccion:

]
o
£
©
= 2 y +4 3 2 2
= — = =P +3y +dy+4=0= (y+2) (¥ +y+2)=0=y=-2.
) y+3 4
)
T De la Figura 3.43 tenemos que los radios 51y o4
) interior 7(y) y exterior R(y) del anillo ge- ) ]
3 nerado, respectivamente, son <t ) y=4
0 =|25- |- 25+ | e
r(y) = —(=2)| = ;
2 Y=ly+3 y+3 ,
& 2 2
L y*+4 y“+12
£ Ry = [ - (-] - LA 1
<
) Por lo tanto, el volumen V del sélido es i z
4 2 2 2 =il 5 6
Y +12> ( 2 >
V=mr = +2 d -1
/_2 [( 4 y+3 Y
41,4 2 =2
24 4 8
:w/ {yﬁGy— - +3+5}dy
- 5 (y+3) 4 4 Figura 3.43
1 [y 3 4
=7 |—=|=+8 —— — 8l 3|+5
| (5 +e) < g -emva e

35

= <@ —8ln (7)> 7 ud.
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m Método de laminas cilindricas

El método de las ldminas cilindricas utiliza los volimenes de cdscaras cilindricas (o tubos)

para aproximar el volumen de un sélido de revolucién. Comenzamos con la deduccién de una

férmula para determinar el volumen de una céscara cilindrica.

Supongamos que una cascara tiene un radio exterior r2, un radio interior r; y una altura h

como se muestra en la Figura 3.44.

El volumen V' de la céscara se puede encon-
trar restando el volumen V; del cilindro inte-
rior con el volumen V5 del cilindro exterior.

Asi,
V=Vh-n
= qrsh — nrih = w(rs — r?)h

=m(re +711)(re —11)h
=2r (#) (rg —r1)h

Esta tltima ecuacion se puede escribir de la
forma
V = 2xrhAr, (3.10)

donde r = rtr

Figura 3.44: Cascarén cilindrico de radio
exterior ro, radio interior r1 y altura h.

es el radio promedio de la cdscara y Ar = ro —ry es el grosor de la cdscara.

La ecuacién (3.10) también puede escribirse de la siguiente forma: Volumen de una lamina

o cascarodn cilindrico

V =27 (radio promedio)(altura)(grosor) .

Ahora sea R una regién limitada por las gréificas de y = f(x), y = g(x), z = a y * = b, con

g(x) < f(x) en el intervalo [a, b], tal como se muestra en la Figura (3.45). Si esta regién R se

gira alrededor de la recta = h, donde h ¢ [a, b], obtenemos el sélido mostrado en la Figura

3.46.

Figura 3.45

Figura 3.46

Seguidamente, consideremos una particiéon regular del intervalo [a, b]:

a=20<T1<...<Tp_1 <xp <...<xTp=>0
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Tk + Tp—
Seatk:M

el punto medio del subintervalo [x_1, z%]. Construimos un rectdngulo
con base Ax = ) — xp_1 y altura f(t;) — g(tx). Ahora, si hacemos girar este rectdngulo
alrededor de la recta x = h, obtenemos un tubo cilindrico tal como se puede observar en la
Figura 3.47. Si 1, = |t — h| es la distancia desde el centro del rectdngulo hasta la recta de

giro, entonces r = [t — h| es el radio medio.

x
Figura 3.47
Por lo que, el volumen de este tubo, segin la ecuacién (3.10), es:
ARV =2mlty — h|(f(tr) — g(tr)) Az
En consecuencia, el volumen del sélido de revolucion es:
n b
V= nh_)rgo;AkV = 27r/a |z — h| (f(z) — g(z)) dz. (3.11)

Ejemplo 3.26. Halle el volumen del sélido de revolucién generado al rotar la regién limitada
por las curvas:
r=In(y—1), y=32>-6z+2y z=2,

alrededor de la recta x = —1.

Solucién. De la primera ecuacion, tenemos que y = e + 1. Luego, encontrando la

interseccién de las curvas:
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e +1=32"-62+2=13=0.
Ademas, de la Figura 3.49 observamos que
el radio es

radio= |z — (-1)| =z +1
y la altura

altura = e” + 1 — (3% — 6z + 2)
=e® — 322 + 62— 1.
Por lo tanto, usando la ecuacién (3.11) el

volumen del sélido de revolucién generado
es

2
V:27r/ (x+1)[ex—3x2+6:v—1]dm
0
3 5 ?
=27 |xe® — Satt ¥+ s -2
4 2 0
=2m [4+2¢%] P

y=3z% —6x+2

B=2

Figura 3.48

Ejemplo 3.27. Halle el volumen del sélido de revolucién generado al rotar la region limitada

por las curvas:
6z

Y=o+ 1

alrededor de la recta x = 4.

1
3x

y=o-y v=3,

Solucién. Primero encontramos la interseccién de las curvas:

6x 1 N :I:l
— = — z==-.
202 +1 3z 4
Luego, de la Figura 3.49, tenemos que
1
r=-.
4

Ademés, el radio y la altura respectiva-
mente son:

radio= |z — 4| =4—=x
6x 1

1t = - —.
attura 202 4+1 3z

x=4
31Y
. 6x
Y=
222 +1
2 1 X
1 R |i
: T
n - y= 3R X
-1 1 2 4 5
1/t
r=3
Figura 3.49

Por lo tanto, de la ecuacién (3.11) el volumen del sélido generado es

V=27|’/1j4(4—1:)(

6x i
2z2+1 3z

>dz
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Por consiguiente,

3 [6x(4—x) 44—
=2 ETT)
v 7r/1/4[2ac2+1 3z }dw

_271-/3 24733_671‘2_i+1 dx
N 1/a 222 +1 22241 3z 3
_/3 Ur 3 4 8]
~ Jija 22241 " 22241 3z 3

3 4 8 1°
=2 [6ln ‘2302 + 1| + ﬁarctan (ﬁx) = §1n|x| = gx]

1/4
152 2 4 22
=27 [6 In (%) + % (arctan(i’)\/ﬁ) — arctan ([)) ~3 In(12) — 3:| ud
~ 8.43u.
Importante.
De manera similar se puede deducir una fér- Y

mula para cuando el eje de giro es paralelo

al eje z; es decir, el eje de rotacién es una
recta y = k. Sea R una regién limitada por  d |
las graficas de x = f(y), x = g(y), y=cy
y =d, con g(y) < f(y) en el intervalo [c, d],
tal como se muestra en la Figura (3.50). Si
esta region R se gira alrededor de la recta
y =k, donde k ¢ [c,d], el volumen del séli-
do de revolucién generado estd dado por:

Figura 3.50

d
V=2r / ly — K (F(4) — 9@)) dy. (3.12)

Ejemplo 3.28. Sea R la regién limitada por las graficas de z =y +1y @ = —y% + 6y + 1.
Encuentre el volumen del sélido generado al rotar la regiéon R alrededor del eje z.

Solucién. Encontrando los puntos de interseccién de las curvas:
y+l=—y+6y+1= - +5y=0=y=0, y=5.

Luego, representamos la regién R
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r=—y*+6y+1

Figura 3.51

Entonces, de la Figura 3.51, tenemos que

radio=ly— 0| =y
altura = (=2 + 6y +1) — (y+1) = —y> + 5y

Finalmente, de la ecuacién (3.12) el volumen del sélido de revolucién generado es
5
V:27r/ y [-y* +5y| dy
0

o [ B, (625 6257
- - 12)° 6 ‘

Ejemplo 3.29. Calcule el volumen del sélido de revolucién al hacer girar, alrededor de la
recta y = —1, la regién limitada por las curvas

(z—2)?

Yy = s y:\/x+2y—2.

3

Solucién. Observamos claramente que la primera ecuacién corresponde a la grafica de
una pardbola. Ademas, la segunda ecuacién se puede reescribir como:

y=vr+2-2=— y-1>2=2z-1.

Lo que indica que la segunda ecuacién es parte de una pardbola de vértice (1,1). Re-
presentamos estos datos en la Figura 3.52. Luego, despejando adecuadamente, tenemos
dos funciones que dependen de y:

r=2++3y v z=14@x-1>2%

Asimismo, ambas curvas se cortan cuando y = 0, y = 3. Por lo tanto, usando la ecuacién
(3.12) tenemos que el volumen del sélido generado es

*27r/ ly — 2+\f 1)2)] dy
=27r/0 (y+1) [\/7 Y —|—2y]

y4
=27r[——+ T X yz+

3
3 291 2917 4
1 3 2} =27 [—} = — u°.

2
3V, 20 10
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i

Figura 3.52

Para una comprension més completa sobre el volumen de revolucion, los lectores pueden
consultar los libros titulados Calculus: Early Transcendentals (Tan, 2010) y Célculo IT (Mitacc
et al., 2018).

Ejercicios propuestos 3.2.

1. Calcule el volumen del sélido de revolucion, generado cuando la regién ubicada

en el segundo cuadrante y acotada por las curvas de ecuaciones

2
=——2 r=-5§ =9
Y e 1755 yy
se gira alrededor de la recta de ecuacién x = —5.

2. Halle el volumen del sélido de revoluciéon generado cuando la regiéon acotada por
la curva y = —v9 — x, el eje x y el eje y, se gira alrededor del eje y.

3. Encuentre el volumen del sélido de revolucién generado cuando la regién acotada
por la curva = y — 32, el ¢je x y la rectas @ = 1 se gira alrededor del eje .

4. Calcule el volumen del sélido de revoluciéon generado cuando la region acotada

©
i)
=
=
15}
]
®
b
[T}
[
Ed
=
L
o
)
(%]
o
<
.2
5}
®
=
=
<
o

2
por la curva x = —, las rectas y = 1 y y = 4 se gira alrededor del eje y.
Y

5. Determine el volumen del sélido revoluciéon generado al hacer girar la regién
acotada por las pardbolas y = #> + 4 vy y = 222 en torno al eje .

6. Halle el volumen del sélido generado al rotar, alrededor de la recta x = —1, la
region limitada por la curva y = Inz, las rectas y =1y = = 1.

7. Calcule el volumen del sélido que se genera al hacer rotar, alrededor de la recta

3
x =4, la regién limitada por las curvas y = ) +ly=2yy—a=>.
T




196

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Volumen de un sélido de revolucién

. Calcule el volumen del sélido generado al rotar, alrededor de la recta y = 2, la

regién limitada por las curvas y = —1 4+ cosx, y = senz y las rectas t = 0 y
T =T.

. Halle el volumen del s6lido que se genera al rotar la regién limitada por

y=e€e®, y=e® y r=In2
alrededor de = = 2.

Determine el volumen del sélido generado al rotar la regién limitada por las curvas
y = a° + x;y = 222, alrededor de la recta = 2.

Calcule el volumen del sélido generado al rotar, alrededor de la recta y = —1, la
regién limitada por las curvas z = y(y — 1),z =1—-y? yy=—1

Determine el volumen del sélido que se genera cuando rota, alrededor de la recta
x = 3, la regién acotada por las graficas de f(z) = —v2 —z,9(x) =44z yz =2.

Encuentre el volumen del cuerpo cuya base es un circulo de radio r = 2 y cuya
seccién recta perpendicular a la base es siempre un tridngulo de altura h = 4.

Calcule el volumen de una esfera de radio r.

2

Halle el volumen al girar la hipérbola x = —, respecto al eje y, limitada por las
Y

rectas y=1y y=4.

Encuentre el volumen generado al hacer girar la curva y = 2 + 1 alrededor del

eje y, desde y = 1 hasta y = 4.

Determine el volumen generado por la regién acotada y = 2+ senz, y =0, z =0,
y y = 2m, alrededor del eje y.

Halle el volumen del solido generado al hacer girar la regién limitada por las
curvas y = 42 — 23,y = 23 alrededor de la recta z = —1.
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m Longitud de arco

Imagina que recorres por un camino que no es recto, sino curvado. La distancia que

caminas a lo largo de esta curva se llama longitud de arco. En matematicas, usamos la inte-
gral definida para calcular esta distancia. Esto no solo es interesante, sino que también tiene
muchas utilidades reales. Por ejemplo, nos ayuda a disenar carreteras con muchas curvas, a
construir puentes y a entender mejor el mundo que nos rodea.

En esta seccién, deduciremos la férmula para calcular la longitud de arco de una curva
y = f(z), donde f es una funcién continua en un intervalo dado. Si bien nos enfocaremos
en este tipo de curvas para simplificar la explicacion, es importante destacar que el método
que desarrollaremos a continuacion no es aplicable a curvas que no son graficas de funciones,
como las paramétricas o las definidas implicitamente.

Figura 3.53: Aproximacién poligonal a la curva y = f(z).

Sea y = f(x) una curva que conecta los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Supongamos que elegimos
una serie de puntos (a, f(a)) = Po, P1, Pa,...,Poz1 'y Py = (b, f(b)) ordenados a lo largo de
la curva, como se muestra en la Figura 3.53. La linea poligonal PyP, P» - - - P,,_1 P,,, construida
uniendo pares adyacentes de los puntos anteriores con segmentos de linea recta, forma una
aproximacion poligonal a la curva y = f(z), de longitud

n

Ly = d(Po, Py) +d(Py, Py) + -+ + d(Pa1, Pa) = Y d(Pi1, Py), (3.13)
=1

donde d(P;i_1, P;) = \/(x; — ;-1)2 + (yi — yi_1)2. Claramente si aumentamos el niimero de
vértices a la linea poligonal entre los vértices adyacentes, L, no puede disminuir, sino solo
aumentar. Por lo que, la suma dada en (3.13) nos brinda una aproximacién intuitiva de la
longitud de la curva desde Py hasta P,,. Como cada punto P; en la linea poligonal corresponde
a un punto en la particién del intervalo [a, b], el siguiente paso en la deduccién de la férmula de
la longitud de arco es analizar qué sucede cuando la norma ||Az|| de la particidon se aproxima
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a cero. Si la suma dada en (3.13) converge a un ntmero L cuando ||Az| — 0, definimos a
este niimero como la longitud de arco de la curva y = f(z) desde x = a hasta z = b:

n

L= 1l d(Pi_1, Py). 3.14
\|A;I\P—>oi:21 (Pi1, F2) (3.14)

Si el limite de (3.14) existe, entonces se dice que la curva es rectificable. En caso contrario,
se denomina no rectificable.

m Longitud de una curva en coordenadas cartesianas

Ahora exploraremos el célculo de la longitud de arco, centrandonos en el uso de la integral
definida para determinar la distancia a lo largo de una curva definida por la funcién y = f(z)
en el intervalo [a,b], donde f tiene derivada continua en [a,b]. Tal funcién es denominada
como suave y su grafica es una curva suave.

La férmula (3.14) nos ha proporcionado el concepto de curva rectificable, es decir, la capaci-
dad de medir la longitud de una curva suave en el plano. No obstante, la ecuacién (3.14) no
tiene la forma de una suma de Riemann, por lo que no podemos pasar de forma inmediata a
una férmula integral para calcular la longitud de arco.

La Figura 3.53 muestra que un cambio pequenio Az corresponde a un cambio pequeio
Ay = f'(x)Az.

Usando el teorema de Pitdgoras, se observa que la longitud del fragmento de la curva se
aproxima por

Longitud &~ As = /(Az)? + (Ay)? ~ \/(AJE)Q + (f(x)Az)? = \/1 + (f'(z))*Ax.

Por lo tanto, la longitud del arco de toda la curva se aproxima por una suma de Riemann:

Longitud de arco = Z 1+ (f'(2))*Ax.
i=1

Dado que x varia entre a y b, a medida que dejamos que Az tienda a cero, la suma se convierte

b
Longitud de arco = / 1+ (f'(z))’da.

Definicion 3.3: Longitud de arco. |

en la siguiente integral:

Si una funcién f definida en [a, b], tiene derivada continua en [a, b], entonces la longitud de
arco de la curva y = f(z) desde el punto (a, f(a)) hasta (b, f(b)), con a < b, estd dada por

L= /ab\/l + (f'(x))2da. (3.15)
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Ejemplo 3.30. Halle la longitud de arco de la curva y = 2%/2, desde el punto (2,2V/2)
hasta el punto (4, 8).

Solucion. La gréfica del arco de la curva se muestra en la Figura 3.54.

Si derivamos la funcién, tenemos Y
dy _ 31 *|
de 27
7 1
Entonces, la longitud de arco es: 61
] B
/ 14 gx% dx:/ 1+§xdm
2 4
8 9\ .
27 (”zw) L 2v3 | -
8 9 \? 9 \?
—
=—|(14+--4) —(14+--2
1+t —
Finalmente, la longitud de arco es: ; &
1 2 3 4
2/2 (40v/5 — 11v/11)
L= o7 u. Figura 3.54

2
Ejemplo 3.31. Encuentre la longitud del gréifico de f(z) = % — In(y/7) en el intervalo

[1,4].
Solucién. Primero, encontramos la derivada de la funcion:
d [a?

/ — J—

Usando la ecuacién (3.15) con

2 2
1+[f,($)]2=1+<§—i) :1+<x2_1) _ a2 41

vemos que la longitud pedida es

4 4 /4 2
L=/1 \/1+[f’(x)]2dx=/l %dw

4 2 1)2 4 .2
1 1
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6

Ejemplo 3.32. Halle la longitud de la curva y = r ; desde x = 1 hasta z = 3.

s

12 8z4
. . . dy
Solucién. Iniciamos hallando la derivada d—:
i3

dy _d (a8 1\ _d 1

de  dz\12 &%) 2 2

Usando la férmula de la longitud de arco:

dy 2 x° 1\?2 210 —1\?2
1 — ] =1 ——— ] =1 Z
+ (da:) + < 2 245 T\ s

220 — 2210 41 B 220 42210 41

=1+ 42,10 - 4210
B (xm I 1)2
42210

Por lo tanto, la longitud de la curva es
3 2
L =/ 1+ <@) dx
1 dzx
3 (10 4 1)2
= ————d
/1 VP T

/3 20401 1 /25  1\]® 4924
= de |- ———5 =—u
1 2P 2\6 dzt/)], 81

d
En puntos de la curva donde la derivada d—y no esta definida, puede ocurrir que la derivada
i

dx
T si lo esté. En tales situaciones, aiin podriamos ser capaces de determinar la longitud de la
Y

curva si expresamos x como una funcién de y. En consecuencia, se tiene la siguiente definicién.

Definicion 3.4: |

Si una funcién g definida en [c, d], tiene derivada continua en [c, d], entonces la longitud de
arco de la curva z = g(y) desde (g(c), c) hasta (g(d), d), con ¢ < d, esta dada por

d
L= / V1+ (@) dy. (3.16)

Ejemplo 3.33. Determine la longitud de la curva y = 32%/% desde z = 0 hasta z = /8.

Solucién. Observamos que la derivada

dy 2 _1 2
@—3[? 3]—m

no esta definida en x = 0; en consecuencia, no es posible utilizar la férmula dada en
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(3.15). Sin embargo, si expresamos z en términos de y, se tiene:

- (2"

De acuerdo a esta tultima ecuacién y a la Y

Figura 3.55, vemos que la longitud solicita- -

da, se puede determinar como la longitud Yy = 3x
3/2

de la curva x = (y) desde y = 0 a

y = 6. Entonces, la derivada

SO

es continua en el intervalo [0,6]. Luego, 1
usando la férmula (3.16), se tiene

/ ,—1/2 1 2 NG
Figura 3.55: Grafica de y = 3¢%/% en [0, V8]

Asi, la longitud de la curva es
6
Y 3 2
= 1+ Zdy=12 (/2 -2 w
/0 Vit (\/; 3) “
1
Ejemplo 3.34. Calcule la longitud de la curva x = 3 (ey +e_y), desde el punto (1,0)

1
hasta (g,ln4).

Solucién. La curva estd dada por la funcién =z = (ey + e_y). En primer lugar, encon-

N =

. dx
ramos —:
dy

(ey — e_y) .

IS S
&8
I
&=
7N
—
@
<
+
o
<
SN—
N~
Il
DN | =

Luego,
1+ de 2—1—1-1(821’—2—1-6_23”)
dy) 4
eV 42+ W (e¥+eV)?

4 4

Entonces, utilizamos la férmula (3.16) para encontrar la longitud de arco:

In4 In4 y y
/ /1+ dx dy—/ /e+e
In4 y y
e/ +e
-, (*z )
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N

Iny, desde y = 1 hasta

1
Ejemplo 3.35. Determine la longitud de la curva z = —3

y= 2.
.. . . dx
Solucién. Determinando la derivada d—:
Y

de _d (y* 1, N_y 1
dy dy\ 4 2 Y T2

Luego,

Entonces, la longitud de arco es
L=/62wl+ (M)Zdy
1 dy
)
[ (el

et +3
= u.

4

2

Ejemplo 3.36. Calculela longitud del arco de la parabola semicibica 3y = x2 comprendida

dentro de la circunferencia 2% 4 2 = 4.
Solucién. Primero, hallamos los puntos de interseccién del sistema de ecuaciones:

3y = 22
224y =4

Resolviendo el sistema, encontramos un valor real y = 1, donde las coordenadas son

A(f\/g,l) 7 B(\/:E,l).

Figura 3.56
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Luego, de la Figura 3.56 la longitud del arco OA tiene la misma medida que el arco

OB. Por lo que,
1 2
d
Loa= Los :/ \/ 1+ (—x> dy.
0 dy
5

d
Primero, determinamos —:
dy

2

3y =122 = z=+/33

Por lo tanto,

4 /) = 20

dy:dig; 2

Sustituyendo en la integral, tenemos

1 2 1
3V3 27
LOA:/ 1+( *[yé) dy=/ J1+ 2y dy
0 2 0 4

_ {1(4”73,);]1_31«3*—8

81 0 81
Finalmente, la longitud total es:
1-1
L—9Ly, = 22v31-16 V?;l(i 0,

Sila curva y = f(x) es suave en [a, b], entonces es suave en [a, z] para cada nimero z € [a, b],
y la longitud de la curva desde (a, f(a)) hasta (z, f(z)) es

/az 1+ (f/(u))du.

Si denotamos a esta integral como s(z), entonces s puede considerarse como una funcién con
dominio [a, b], ya que a cada z en [a, ] le corresponde un ntimero tnico s(z).

| Definicion 3.5: Funcion longitud de arco. |

Si f es una funcién con derivada continua Yy
en [a,b]. Entonces la longitud de arco desde
el punto inicial (a, f(a)) y un punto variable
(z, f(z)), con a < x < b, estd determinada

@)= [ VIFTF@du,

donde u es la variable de integracién. La fun-

por
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cion s se denomina funcién longitud de P

arco para la curva y = f(x). a @ b

Figura 3.57
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Longitud de arco

Por el Primer Teorema Fundamental del
Calculo, tenemos

o= g = VIFTGE = 1+ ()

dx

Por lo que, ds es la diferencial de la longi-
tud de arco y puede escribirse como

dy £
ds 1+(d$> dz / ;

o : Az = dz —

da\? : S .
ds=4[14+ | — | dy. Figura 3.58: Interpretacion geométrica de la di-

dy

ferencial de la longitud de arco.

5
Ejemplo 3.37. Determine la funcién longitud de arco para la curva y = m——i—

inicio al to (1 19
como inicio al punto | 1, — |.
P 60
Solucién. Primero determinamos la derivada:
G Af@, 1Y o 8
dr dx 423 ) 3 4ot

Luego,

Entonces,

t4
/”14— dt dt /H +474 dt
TN e
| 4t1 15 48 15 423 ' 60

Por lo tanto, la funcién longitud de arco estd dada por

s(z) = xj L 9P == 1
15 423 60

m Longitud de una curva dada en ecuaciones paramétricas

L (Y (o3 e L 9 (a3
de ) 3 4zt) 9 2 1628 \ 3 ' 4zt

tomando

15 4a3’

)2.

En esta seccién, introduciremos la expresiéon matematica utilizada para calcular la longitud

de arco de una curva definida por ecuaciones paramétricas. La deduccion d
expresion puede encontrarse en textos especializados mencionados en la bib
& DiPrima, 2005).

etallada de esta
liografia (Boyce

©
h=
=
=
15}
<
®
b
7]
9
-
£
ic
o
=
7]
o
=
.2
Q
®
=
=2
<
o




Aplicaciones de la integral definida 205

Definicion 3.6: Longitud de Arco de una Curva Paramétrica |

Sea C una curva en el plano dada por las ecuaciones paramétricas
x = x(t)
C: , a<t<p,
y=y(t)

donde las funciones z, y son diferenciables en el intervalo [a, 3]. La longitud de arco L de
esta curva desde ¢t = « hasta t = /3 esta representada por la integral:

(3.17)

La ecuacién(3.17) nos proporciona una herra- p
mienta para calcular la longitud de curvas que
no pueden ser descritas facilmente por una
Unica funcién y = f(x). Al utilizar pardme- 0
tros, podemos trabajar con una mayor varie-
dad de curvas (ver Figura 3.59), incluyendo
aquellas que se cruzan a si mismas o que no

son funciones de x de manera convencional.

Figura 3.59: Curva paramétrica.

Ejemplo 3.38. Halle la longitud de la circunferencia:

donde r es el radio.

Solucién. Tenemos que una de las ecuaciones paramétrica de la circunferencia es
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Y
xr =rcost
CE , t €10,2x]. r
y=rsent
Entonces
dx " dy "
— = —7rsen — = T'COS
dt Toodt ’

y usando la ecuacién (3.17), tenemos

2T
L= V(=rsent)? + (rcost)2dt
0

2
= / rdt = 27r.
0 Figura 3.60
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Ejemplo 3.39. Calcule la longitud de arco de la curva C, representada por las ecuaciones
paramétricas:

z(t) =t —sent
C: , telo,2n].
y(t) =1 — cost
Solucién. Para calcular la longitud de arco de una curva definida por ecuaciones para-
métricas, utilizamos la férmula (3.17). Dado que la curva C esté representada por las
ecuaciones paramétricas, procedemos a calcular las derivadas de z(t), y(¢) con respecto
at: d d
x Y
— =1—cost —
dt Yot

Luego, sustituyendo estas derivadas en la férmula de la longitud de arco, obtenemos:

= sent.

2m
L= / \/(1 — cost)? + (sent)?dt
0
2

T
= V1 —2cost + cos? t + sen? tdt
0

27
=/ V2(1 — cost)dt
0
2
= \/i/ V1 — costdt
0
2 t
=2 V2 |sen <7> ‘ dt
0 2
27

:2/ Sen<z>dt:8u.
O 2

Ejemplo 3.40. Determine la longitud de arco de la curva

c. z(t) = cost + tsent
’ y(t) =sent — tcost

desde el punto (1,0) hasta (—1,7).

Solucién. Primero, identificamos los valores de ¢ correspondientes a los puntos dados.
Evaluamos las ecuaciones paramétricas en estos puntos.

= Para el punto (1,0):
2(0) =cos0+0-sen0 =1
y(0) =sen0 —0-cos0 =0

» Para el punto (—1,7):

{w(w) =cosm+msenmw = —1

y(m) =senm — wecosT =T

Dado que los puntos corresponden a t = 0 y ¢ = 7, calculamos las derivadas de z(¢) y
y(t) con respecto a t:
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dx
p = —sent +sent 4+ tcost =tcost,
dy
prs = cost —cost +tsent = —tsent.

Luego, usando la ecuacién (3.17), tenemos que la longitud de arco es

L:/ \/(tcost)2 + (—tsent)dt
0

e
= / t2 cos?t + t2 sen? tdt
0

T t27r 2 2
:/tdt: | =2 0=Lu
5 2],” 2 )

Ejemplo 3.41. Si una particula recorre una trayectoria dada por la curva:

x(t) = arctant

¢ y(t):hl( t2+1) ’

t € [0,10].
Determine el punto de la curva C donde la particula ha recorrido una distancia de 1n(2+\/§)
unidades.

Solucién. Calculamos las derivadas de z(t), y(t) con respecto a ¢:

dx d 1 dy d t
— = —(arctant) = = = — (1 24+1)) = ——
dt dt(arcan) 14 ¢2 Yo at dt(n( * )) t24+1

Luego, encontramos la funcién longitud de arco:

& 1 2 u 2
s(t):/o (71—|—u2) +(7u2+1) du
t1 |
/0 u?+1 /0 VuZ +1
t
= [ln’ u2+1+u‘]0:1n(\/t2+1+t>.

Dado que la distancia recorrida es In(2 + V/3), existe t; € [0, 10] tal que:

s1=s(ty) =In(2+V3).

In (\/t%?+ t1> =In(2 +V3),

obtenemos que ¢; = v/3. Por lo tanto, el punto de la curva C donde la particula ha
recorrido una distancia de In(2 + v/3) unidades es:

Luego, resolviendo

(arctan(\/?:), In (2)) .
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Ejemplo 3.42. La curva C es definida por las ecuaciones paramétricas:

t
x(t):/ cosudu7
1

Encuentre la longitud de arco desde el origen de coordenadas al punto mas cercano en la
curva donde existe una tangente vertical.

t t
., cosu sen .
Solucién. Como z = / du y y = / du, por el primer teorema funda-
1 u 1 u

mental del calculo, tenemos que

dxr  cost dy sent
a -t Y oa T Tt

, . dx
Ademas, las rectas tangentes verticales ocurren cuando —

e 0; esto es,

T
cost:0=>t:§

q . 71' o
Por lo que, la tangente vertical mas cercana ocurre cuando t = o Asimismo, cuando

t = 1, se tiene el punto (0,0). Por lo tanto, la longitud de arco entre estos puntos es

2 2 /2
/ /cos t sen tdt—/ dt L, t]”/z ( ) w

Ejercicios propuestos 3.3.

1. Calcule la longitud de arco de las siguientes curvas dadas en coordenadas carte-
sianas:
1
a) y= 53:—5—4 en [0,3].
T
b) y =In(senz), =z € [6,5]
o) 3P=z(x-1% =zel01]

1 1
d)y= 7x2—x+arccosx/m; 966[*57*1]-

e) y=arcsen (e *); € [1,In5].

1
f) x:Z_ST/Z; yel,2].

g) ¥y =V — 22+ arcsen(y/T).

ac—/ Vsectt — 1dt, T

1=

»5\ 3

o]
2
=
=
3]
o
©
b
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9]
-
A=
&
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. 1 3/2
i) x —Z(y +2)77, ye0,4].
2. Calcule la longitud del arco de la curva z = % , desde el punto A ((73 )

11
hasta B (F’ 2>.

2 2
3. Halle la longitud de la curva (%) Py (%) ®=1,enel primer cuadrante.

4. Calcule la longitud de arco de la curva:

_ %(y — v, yel09].

5. Calcule la longitud de arco de las siguientes curvas dadas en coordenadas para-

. métricas:
: 21
: D=+
; ged "WEETE e
y(t) = Vit
: 2(t) =t ™
. b) C: , 0,=
' ) { y(t) = In(cost) € [ 3]
: Joat)y =€ —t
: C)C'{y(t)=4et/2 tel=83
: () =12—1
. d) C: ,teR
5 : PE v =t
£ :
5 : x (t) = 4 (cost + tsent) m
° ' C: 0, ~
= ' 2 { y(t) =4 (sent —tcost) ’ [ 2]
g 5 f)Cra=ty=1-1<t<V5
= .
P . x =4cosf 3m
= ' . 0
= : 9 C: {y—4sen6’ E[ 2]
g : 0=
c ' x
2 E h) C: { W) =t —1° desde (4, —9) hasta (1,—2).
S :
°
<
o
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m Area de una superficie de revolucién

Si una curva plana y suave se hace girar alrededor de un eje que yace en su propio plano,
se genera una superficie de revolucién, como se muestra en la Figura 13. Nuestro objetivo es
determinar el drea de dicha superficie.

Figura 3.61: Superficie de revolucion.

Para comenzar, introducimos la férmula para
el area de un tronco de cono o cono truncado.

Un tronco de cono es la parte de la superficie

de un cono comprendida entre dos planos per-
pendiculares al eje del cono (sombreado en la
Figura 14). Si un tronco de cono tiene los ra-

dios de sus bases r1 y 72, y una altura oblicua
[, entonces su area A estd dada por

Figura 3.62: Cono truncado.

A=2r (rl errz) ¢ = 27 (radio promedio)-(altura oblicua)

La deduccion de este resultado se basa tnicamente en la férmula para el drea de un circulo
(véase el problema 31).

Supongamos que y = f(z), con a < x < b, determina una curva suave en la mitad superior del
plano zy, como se muestra en la Figura 15. Dividamos el intervalo [a,b] en n subintervalos
mediante los puntos ¢ = 9 < x1 < -+ < x, = b, y asi también se divide la curva en n
segmentos. Denotamos por As; la longitud del i-ésimo segmento y sea y; la ordenada de un
punto en ese segmento. Cuando la curva se gira alrededor del eje xz, se genera una superficie y
cada segmento genera una banda estrecha. El "area"de esta banda puede aproximarse a la de
un tronco de cono, es decir, aproximadamente 27y; As;. Al sumar las contribuciones de todos
los segmentos y tomar el limite cuando la norma de la particion tiende a cero, obtenemos lo
que definimos como el area de la superficie de revolucién. Todo esto se ilustra en la Figura
16. Asi, el drea de la superficie es
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1 21y As;
A i, e
b
= 27r/ yds
P
—or [ fla)/1+[f(@) do (3.18)
; x x
a b
Figura 3.63

La férmula (3.18) nos sirve sélo para calcular el drea de superficies de revolucién cuyo eje de

giro es el eje . Sin embargo, podemos extender este concepto para abarcar giros alrededor

de otras rectas horizontales o verticales. Para ello, es necesario determinar los valores de r(z)

y 7(y), que representan las distancias de un punto general de la curva al eje de revolucién. A

continuacion, se ilustran dos casos:

1. En la Figura 3.64, se observa que la curva
y = f(x) gira alrededor de la recta hori-
zontal y = k, generando una superficie de
revolucién al girar la curva en torno a di-
cha recta. La distancia desde un punto de
la curva al eje de revolucién es

Esta distancia r(z) representa el radio de
la circunferencia generada por el punto
(z, f(x)) de la curva al girar alrededor de
la recta y = k. Es fundamental reconocer
que esta distancia es siempre positiva, ya
que r(z) es el valor absoluto de la diferen-
cia entre f(z) y k, asegurando asi que el
radio de revolucién se mida correctamente

en cualquier posicién de la curva.

Figura 3.64
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2. En la Figura 3.65, se muestra que la curva y r=h
x = g(y) gira alrededor de la recta vertical g

x = h. Esta disposicién genera una superfi-
cie de revolucién al girar la curva en torno
a dicha recta. La distancia desde un punto
de la curva al eje de revolucién es

r(y) = lg(y) — h[.

Esta distancia r(y) representa el radio de - T

la circunferencia generada por el punto 9(y)
(9(y),y) de la curva al girar alrededor de

la recta x = h. Figura 3.65

Estos resultados nos permiten establecer la siguiente definicion:

Definicién 3.7 |

1. Si y = f(z) es una curva suave en el intervalo [a,b], el drea A de la superficie de
revolucién obtenida al girar la grafica de f alrededor de una recta horizontal se calcula

A=2n /abr(x)\/l +(f(2))da,

donde 7(z) es la distancia entre la gréifica de f y el eje de revolucion.

mediante:

2. Si x = g(y) es una curva suave en el intervalo [c,d], el drea A de la superficie de
revoluciéon obtenida al girar la grafica de g alrededor de una recta vertical se obtiene
mediante:

d
A=2r / r)y/1+ (@) dy,

donde 7(y) es la distancia entre la grafica de g y el eje de revolucién.

Ejemplo 3.43. Halle el drea de la superficie de revolucién, generada al hacer rotar el arco
de curva 5
1
y=%+; con z € [1,3],

alrededor de la recta y = 0.
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Solucién. Para hallar el area de la superficie de revolucién generada al hacer rotar el
3

arco de curva y = 12

1
+ — alrededor de y = 0 en z € [1, 3], utilizamos:
&

b
A:27r/ r(@)\/1+ (f'(z))? da,

donde segiin la Figura 3.66, tenemos la distancia entre la gréfica de la curva y el eje de

giro es
1
=|ly—0l="4+ = 1,3].
(@) =ly-0l =+, z€L,3
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Ademas, derivando respecto de z, se tiene:

d(P 1y _# 1
de \12  z) 4 22’

Figura 3.66

Finalmente, el drea de la superficie de revolucién es

8
<
[
8

=9 /3 1734_1 ',Iil_‘_l_'_idx
L \127z) Ve T2 A
3 3 2 2
1 a3 1
=2 — — i — ) d
F/l (12+m) 1Tz ”
3 /.3 2
T 1 a8 1
—9 ST I (ST
71-/1 <12+m)(4+x2) .
3 5
T T 1
-9 I T I
7T/l <8+3+x3) *
6 2 1 3 1
o2 1] 155,
288 6 23021 18
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Ejemplo 3.44. Halle el drea de la superficie de revolucién generada al girar el arco de la
curva y = In(z — 1), 1.5 < < 5 alrededor de la recta z = 1.

Solucién. Tenemos que y = In(xz — 1) se puede expresar como

r=1+4¢€Y, con y€ [In(1/2),In4].
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In(4) -

In(1/2) -

Figura 3.67

De la Figura 3.67, tenemos que el radio estd dado por
r(y) = o= 1| = .

Luego, derivando con respecto de y:

d
DLy = v,
dy(—l—e) e

Asi, tenemos que el drea de la superficie de revolucion es

In(4)
A= 271'/ e¥\/1+ (ev)?dy
1

n(1/2)

In4
2y 1 2y 1
=2 e—\/i—i——ln‘\/ezy—l—l—i—ey‘
2 e 2
In(1/2)

:7r<4\/1_7+ln<\/1_7+4) —§—1n<\/52+1>) .

Ejercicios propuestos 3.4.

1. Calcule el area de la superficie de una esfera de radio r.

2. Calcule las édreas de las superficies que se obtienen rotando las curvas dadas
alrededor de las rectas que se indican, en los siguientes items:
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a) y=1°, (0 <z <2) alrededor del eje y.
b) y =22 (0 <z <1) alrededor del eje .
¢) y=2a? (0 <z <1) alrededor del eje z.
d) y =22, (0 < <1) alrededor del eje y.

3. (Area de la superficie de un cono). Calcule el area de la superficie curva de
un cono circular recto con radio en la base r y altura h que se obtiene rotando el
segmento recto que va desde (0,0) hasta (r, h) alrededor del eje y.

4. En los siguientes items, encuentra el area de superficie que se genera al girar la

curva en torno al eje y.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Calcule el area de la superficie de revolucién generada al hacer girar el arco de la

curva y = V9 — 22, —2 <z < 2, alrededor del eje .

. Halle el area de la superficie de revolucién generada al girar el arco de curva

v
In(y/y) +« — 2 =0, y € [2,4], alrededor de la recta z = 1.

. Calcule el area de la superficie de revolucién generada al hacer girar el arco de

1
curva r = y +—

3 desde y = 1 hasta y = 2 alrededor de la recta x = 4.

4

. Determine el area de la superficie de revolucion generada al hacer girar el arco de

22
curva y = —1+ /4 — S conz e [0, 2] alrededor de la recta y + 1 = 0.

. Halle el area de la superficie de revolucién generada al girar el arco de curva

2
x4 2 8y =0; z € [1,2] alrededor de la recta z — 2 = 0.

Encuentre el drea de la superficie que envuelve el solido generado al rotar la curva
2 2

% + % =1, alrededor del eje z.

Calcule el area de la superficie de revoluciéon generada al rotar, alrededor de la

recta © = —2, el arco de la curva z = —2 — \/4 —y, en [—5,—3].

Halle el 4rea de la superficie de la revolucién engendrada por el arco de la pardbola
clibica 9y = z3 en [0;2].

Determine el area de la superficie alrededor del eje z, generada por el arco de la

x=¢e'sent
C:

curva

Y= el cost

desde t = 0 hasta t = 7.

Encuentre el area de la superficie de revolucién generada al hacer girar la curva
y = v/ alrededor del eje z, en 0 < z < 2.

Halle el drea de la superficie de revolucién generada al hacer girar el arco de la

1
curva y = o (e** + e72") ,en[—1,1] alrededor de la recta = = 2.
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m Aplicaciones en la fisica

La integral definida es una herramienta fundamental en la fisica, proporcionando una

forma de cuantificar diversas magnitudes que varian de manera continua. En esta seccién,
exploraremos como las integrales definidas se aplican para calcular el trabajo realizado por
fuerzas variables, la determinacién del centro de masa de sistemas de particulas y cuerpos
continuos.

m Trabajo

En la vida cotidiana, se entiende por trabajo al esfuerzo para realizar una tarea. En fisica,
el concepto de trabajo es fundamental para entender como las fuerzas afectan el movimiento
de los objetos. El trabajo realizado por una fuerza se define como el producto de la fuerza
aplicada y el desplazamiento en la direccién de la fuerza. Sin embargo, cuando la fuerza varia
a lo largo del recorrido, necesitamos usar la integral definida para calcular el trabajo total.

Cuando una fuerza constante F' actiia sobre

Fuerza F
un objeto y lo desplaza una distancia d en la > m

direccién de la fuerza, el trabajo realizado se

calcula como:
)4— Distancia d —113

W=F-d.

Figura 3.68: Trabajo necesario para trasladar el
objeto desde A hasta B es W = F - d.

El trabajo se mide en diferentes unidades segtn el sistema de unidades que se esté utilizando.
La unidad de trabajo en el Sistema Internacional de Unidades (SI) es el joule (J), pero hay
otras unidades que se usan en diferentes contextos. A continuacién, se presenta una tabla con
algunas de las unidades mas comunes de trabajo:

Sistema Distancia Fuerza Trabajo

SI metro (m) Newton (N) N—m = Joule (J)
Técnico metro (m) kilogramo fuerza (kg —f) | kg—f-m
Cegesimal (CGS) | centimetro (cm) | dina dina—cm=ergio
Inglés pie (ft) libra (1b) b — ft

Cuadro 3.1: Unidades de trabajo en diferentes sistemas.

En muchos casos practicos, la fuerza que actiia sobre un objeto no permanece constante,
sino que cambia a medida que el objeto se desplaza a lo largo de una linea. Imagina que
el objeto se desplaza a lo largo del eje & desde el punto a hasta el punto b, y estd sujeto a
una fuerza variable, representada por F(x) en el punto z, donde F' es una funcién continua.
;Cuédnto trabajo se realiza en este proceso? Una vez mds, podemos utilizar la estrategia de
dividir, aproximar e integrar para encontrar la respuesta. Al particionar el intervalo [a,b] en
pequenas partes iguales, estamos segmentando el problema. Luego, al suponer que la fuerza
es constante en cada parte pequeia, podemos aproximar el trabajo realizado. Si la fuerza
permanece constante en el intervalo [x;_1,z] v es igual F(t), con ty € [z_1, )], entonces
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el trabajo necesario para mover el objeto desde xj_1 hasta xp es F (t3) (x — xp—1) (ver la
Figura 3.69). Finalmente, al sumar todos estos pequenos trabajos y tomar el limite cuando
la longitud Az = x) — xp_1 tiende a cero, obtenemos el trabajo total realizado al mover el
objeto desde a hasta b:

sy = I F Ax.
W = ff, > Fltr)Ae

ollis’e

g o R T T,

‘4—'A;z: \

Figura 3.69

A partir del andlisis previo, se establece la siguiente definicién.

Definicion 3.8: Trabajo

Sea F una funcién continua en el intervalo [a, b] y sea F(z) la fuerza en un nimero x € [a, b].
Entonces el trabajo W realizado por la fuerza para mover un objeto desde a hasta b es

Wop = /b F(z)dx. (3.19)

Ejemplo 3.45. Sobre una particula que estd a 2 metros del origen, se ejerce una fuerza de
F(z) = 2% 4+ 224 2 Newton. Halle el trabajo realizado al trasladar la particula desde = = 2
hasta z = 6.

Solucién. Hallamos el trabajo mediante:

6 3 6
328
W:/ (x2+2x+2)d:c: {%—l—ﬁ—i—?x] :?Joule.
2 2

En esta seccién, nos centraremos en el calculo del trabajo con aplicacion especifica a los
resortes.
Aplicacién a resortes

La ley de Hooke establece que cuando un resorte se estira (o comprime) més alld de su longitud
natural (ver Figura 3.70), la fuerza de restitucién ejercida por el resorte es directamente
proporcional a la cantidad de elongacién (o compresién) = (ver Figura 3.71). Esto se puede
expresar matematicamente como:

F(z) = kx,

donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante del resorte.
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Estirado = unidades

Longitud natural

‘ﬁ Elongacién 4
Figura 3.70 Figura 3.71

Ejemplo 3.46. Una fuerza de 80 N se requiere para mantener estirado un resorte desde su
longitud natural de 25 cm hasta una longitud de 30 cm. jCuanto trabajo se necesita para
estirar el resorte desde 32 cm hasta 36 cm de longitud?

Solucién. Usamos la ley de Hooke
F=kx

30 —25
50—k (L5 2)

entonces k = 1600. Luego, reemplazando en:

36—25 11 1L
100 100 1 g\ [ 100
w :/ F(x)dr :/ 1600zdz = (1600) <7ac >‘
32-25 7 2 7
100 100 100

11\?2 7 \Z 144

144
El trabajo que se necesita para estirar el resorte desde 32 cm hasta 36 cm es de %5 J.

Ejemplo 3.47. Para estirar un resorte en 5 cm desde su longitud natural L se requiere de
2 J de trabajo. Determine L, si para comprimir el resorte desde su longitud natural hasta
20 cm se necesitan 50 J de trabajo.

Solucién. Por la ley de Hooke, sabemos que F' = kx, por lo que hallaremos k en:

5/100
2 = / kxdx
0

5 2

k = 1600
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Por otro lado, tenemos
L—20/100
50 = / 1600zdx
0

o\ (L—-1/5
50 = 1600 (%)

0

Finalmente, L = 0.45 m = 45 cm.
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Ejemplo 3.48. Se requiere una fuerza de 100N para estirar un resorte 3cm. Determine el
trabajo que se necesita para comprimir dicho resorte desde una longitud de 10cm a 8cm, si
se sabe que su longitud natural es de 25cm.

Solucion.

2
= Vemos que: F(0.03) = 100 = £(0.03) entonces K = %N/m

= Ademads, como la longitud natural es de 25c¢m, tenemos:

_ 17 2
w = / " —100 xdx

_15 3
100
_ _g 100 vz
~ 105
1002 .’,U2 —0.15
3 2| _ga7
1002
= _T((O 15)% — (0.17)%)

2
- _ngum—owxam+un)

1002 2 32 32

Ejercicios propuestos 3.5.1.

1. Para estirar un resorte helicoidal desde una longitud de 24 c¢cm hasta una longitud

de 30 cm se requiere un trabajo de 4 Joules. Calcule la longitud natural de dicho
resorte si para comprimir 5 cm desde su longitud natural se requiere 2 Joules de
trabajo.

2. Un resorte tiene una longitud natural de Lcm; para comprimirlo 6 cm se requiere
una fuerza de 160 N.

a) Si el trabajo que se requiere para comprimir el resorte desde Lem hasta
50 cm es de 80 J. Calcule la longitud L.
b) Determine el trabajo que se requiere para hacer que el resorte llegue a 95 cm,

partiendo de su estado comprimido del {tem a).

3. Para estirar en 5 cm un resorte desde su longitud natural (Lem) se requiere de
una fuerza de 80 N.

a) Determine el trabajo realizado al comprimir el resorte de la longitud natural
a L —3cm.

b) Siserequiere de 60 J para comprimir el resorte hasta 40 cm. Halle la longitud

natural del resorte.
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4. Para cualquier resorte que cumple la Ley de Hooke, demuestre que el trabajo

1
realizado para estirar el resorte una distancia d estd dado por W = ide'

5. Para estirar en 8 cm un resorte helecoidal desde su longitud natural se requiere
un trabajo de 4.J. Calcule su longitud natural si con una fuerza de 40 N el resorte
se mantiene estirado una longitud de 20 cm.

6. Una fuerza de 25N alarga un resorte helecoidal de 3 cm. Calcule el trabajo rea-
lizado para alargar el resorte 2 cm mas.

7. Se requiere 5J de trabajo para estirar un resorte helicoidal de 10 cm a 14cm y
de otros 10J de trabajo para estirarlo de 14cm a 16cm. Determine el trabajo que
se requiere para comprimir dicho resorte desde una longitud de 8cm hasta una
longitud de 5cm.

8. Una fuerza de 20N comprime un resorte helicoidal que tiene longitud natural
80 cm hasta una longitud de 70 cm. Determine el trabajo necesario para compri-
mir dicho resorte desde una longitud de 60 cm a 10 cm.

9. Un resorte cuya longitud natural es L cm se estira hasta alcanzar una longitud
de 15 cm y para mantenerlo estirado se necesita una fuerza de 50N. Si se requiere
de un trabajo de 4 J para estirarlo desde 15 hasta 20 cm, determine la longitud
natural del resorte.

10. La longitud natural de un resorte es de 10 cm, se requiere una fuerza de 300 NV
para comprimirlo 6 cm. Calcule el trabajo necesario para comprimir el resorte
desde los 8 cm hasta los 6 cm.

11. Se requiere una fuerza de 10N para estirar un resorte de 20 cm, a una de longitud
de 26 cm. Encuentra el trabajo realizado para estirar el resorte desde una longitud
de 24 cm, a una de 28 cm.

12. Para estirar un resorte desde una longitud de 4cm hasta una de 8 cm se requiere
un trabajo de 40 Joules, y para deformarlo de 8 cm a 9 cm se requieren de un
trabajo de 120 Joules. Calcule la constante de fuerza del resorte y su longitud
natural.

m Centro de masa y centroide

En esta seccién, nos enfocaremos en calcular el centro de masa y el centroide de figuras
planas y ldminas planas homogéneas. Més adelante, en la seccién 3.6, profundizaremos en los
conceptos de centro de gravedad y centro de masa para un sistema de particulas. Sin embargo,
en esta seccién, nuestro objetivo serd encontrar el centro de masa de laminas homogéneas, es
decir, aquellas con densidad constante.

Comprender la posicién del centro de masa de un cuerpo o de un conjunto de cuerpos es
esencial tanto en fisica como en ingenieria. Antes de aprender a determinar el centro de masa

de regiones planas, es necesario repasar algunos conceptos bésicos de fisica.

La masa de un objeto se refiere a la cantidad de materia que posee. En el sistema de unidades
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inglés, la masa se mide en slugs; en el Sistema Internacional (SI), se mide en kilogramos; y
en el sistema centimetro-gramo-segundo (cgs), se mide en gramos.

Centro de masa de un sistema en una linea

Consideremos un sistema sencillo compuesto por dos particulas con masas m; y me, conec-
tadas mediante una varilla de masa despreciable. Si este sistema se coloca sobre un fulcro,
como se muestra en la Figura 3.72, el equilibrio se alcanzara si

m1d1 = mzdg, (320)

donde d; y ds son las distancias (también conocidas como brazos de momento) entre cada
particula y el fulcro. La cantidad mid;, conocida como el momento de m; respecto al fulcro,
indica la tendencia de mq a hacer girar el sistema alrededor del fulcro (en este caso, en sentido
antihorario). De manera similar, el momento mads indica la tendencia de mso a hacer girar el
sistema alrededor del fulcro (en sentido horario).

da /'\
da % mo

ey e g |
\ ! L ? |
@ @
my Mo my

Figura 3.72: La condicién de equilibrio del sis-  Figura 3.73: Sistema que no esté en equilibrio.
tema es mid; = mads.

Podemos utilizar la ecuacién (3.20) para encontrar una férmula que permita calcular el centro
de masa del sistema. Ubiquemos el sistema en una linea de coordenadas. Si = representa la
distancia desde el origen O hasta una masa m, el producto mz se define como el momento
de la masa respecto al origen, como lo vimos previamente.

ms my mi Mgy ms My,

T
—0 0 ; o0—0 oO—— 0 -
€3 T4 (0] x Z2 T5 Tn
Figura 3.74: Sistema de n masas puntuales sobre el eje x.
Consideremos un sistema de n masas puntuales my, ma, . .., m, ubicadas a distancias dirigidas
x1,T2,...,Ty desde O, como se muestra en la Figura 3.74, definimos la masa total del sistema

como

n
m=m1+m2+~-+mn=2mk
k=1

y el momento del sistema respecto al origen como
n
Mo = mizy +moxg + -+ + mpxy, = kaxk.
k=1

Utilizando la ecuacién (3.20), decimos que el sistema estd en equilibrio si

n
Z Mexr = 0.
k=1
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Si el sistema de masas no estd en equilibrio, como se muestra en la Figura 3.73, existe un
punto P con coordenada Z tal que

imk(wk —-z)=0 o imkack —fimk =0.
k=1 k=1 k=1

Al resolver para Z, obtenemos

M=

My,
_ Mo =
:1: _— — ni.
m
> my,
=1

Este punto Z se conoce como el centro de masa o centro de gravedad del sistema.

Importante. En un sistema donde la aceleracién de la gravedad difiere entre las masas,
el centro de gravedad no coincide con el centro de masa.

Definicién 3.9: Centro de masa de un sistema de n masas en una linea

Sea S un sistema de n masas mj,mg, ..., m, ubicadas en x1,z2,...,Z,, respectivamente,
n

dispuestas en una linea, y sea m = Z my, la masa total del sistema.
k=1

(i) El momento de S respecto al origen es

Mo =Y myax. (3.21)
k=1

(if) El centro de masa de S estd ubicado en

1 n
r=— MET- (3.22)
m
k=1

Ejemplo 3.49. Encuentre el centro de masa de un sistema de tres masas puntuales ubicadas
enx1 =1, 29 =3y x3 =25, en el eje x (en metros), cuyas masas son m; =2, mg =3y
mg = 4 kilogramos, respectivamente.

Solucién. Para encontrar el centro de masa del sistema, utilizamos (3.22). Primero,
calculamos la masa total del sistema:

m =my +mg+m3 = 2kg + 3kg +4kg = 9kg

Luego, calculamos el momento total respecto al origen:

M = myzy + maxs +marsz = (2kg)(1m) + (3kg)(3m) + (4kg)(5m)

Entonces

M =2kg-m+9kg-m+20kg-m=31kg -m
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Finalmente, el centro de masa se encuentra en:
M  3lkg-m
g=— =20 s um
m 9kg
T = 3.44
m1 =5 kg m2=3k§/ m3 = 4 kg T
f @ : f 1 @ 1
O =1 2 T2 =3 4 zr3 =5 6
Figura 3.75: Sistema de 3 masas puntuales sobre el eje x.
Centro de masa de un sistema en un plano
Para un sistema de n masas puntuales ubi- U,
cadas en el plano xy, como se ilustra en la ®
Figura 3.76, el centro de masa se define como (z1,91)
el punto (7,7), donde las coordenadas estan ”;"
dadas por: m2
(@n, yn) )
n
> My, (z2,y2)
_ M, =
TS T
> my T
k=1
)
MYk my
— M, _ k=1 )
e ms
ST omy (wa,y4) PS
k=1 (z3,y3)
donde M, y M, representan los momentos de

las masas respecto a los ejes x, y, respecti-
n
vamente, y m = ka es la masa total del

. k=1
sistema.

Centro de masa de una lamina plana

Figura 3.76: Sistema de n masas puntuales en el
plano zy.

Ahora exploraremos cémo encontrar el centro de masa, o punto de equilibrio, de una ldmina

delgada bidimensional (ver Figura 3.77) con densidad constante p (masa por unidad de 4rea).

La densidad es la medida de masa por uni-
dad de volumen, como gramos por centimetro
cubico, pero para laminas planas, se refiere a
la masa por unidad de drea. Una ldmina es
homogénea cuando su densidad p es unifor-
me. El centro de masa de una lamina homo-
génea es el punto donde se puede considerar
concentrada toda su masa. Dado que la densi-
dad es constante en una lamina plana homo-
génea, encontrar su centro de masa se reduce
a localizar el centroide de la region.

@ Centro de masa

Lémina

Figura 3.77: Centro de masa de una lamina.
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Consideremos una ldmina plana de forma irregular con densidad constante p, delimitada por
las curvas y = f(x), y = g(z) en el intervalo [a, b], como se muestra en la Figura 3.78.

La masa de esta region es Yy Az

o

’ y= f(x
m=p-A=p [ () - gla)) ds y=1iG)

donde A es el drea de la regién. Para encontrar 4, |- __________
el centro de masa de esta lamina, tomamos
una particién regular del intervalo [a,b] en n
de longitud Az. Sea tj, el centro del k-ésimo y=g(x)
subintervalo. Podemos aproximar la parte de
la lamina en el k-ésimo subintervalo con un
rectdngulo cuya altura es h = f(tx) — g(tg)-
Dado que la densidad es constante e igual a

p, la masa del rectangulo es a th b

my, = p-drea=p-[f(ty) — g(ty)] - Az. Figura 3.78: Lamina plana con densidad cons-
tante p.

El centro de masa del rectdngulo es (tx, yx) v la distancia dirigida desde el eje x al centro de

masa es

e — f(te) '2f' 9(tx)

Por lo tanto, el momento de my respecto al eje x estd dado por

2

Sumando todos los momentos y tomando el limite cuando n — oo, obtenemos las siguiente

Momento = (masa) (distancia) = my, -y = p - [f(tx) — g(tx)] - Az - <M) .

definicién para los momentos y el centro de masa de la lamina plana.

| Definicion 3.10: Momentos y centro de masa de una lamina plana |

Sean f y g dos funciones continuas tal que g(z) < f(z) para todo x € [a, b]. Si consideramos
una ldmina plana de densidad constante p y acotada por las gréaficas de y = f(z), y = g(z),
r =ay z=>b, tenemos:

(i) Los momentos respecto al eje = y al eje y, respectivamente, son

b
M. =5 [ (@) - (o)) da.

b
M, =p [ alf(@) - gla)) do

(ii) El centro de masa (Z,7) estd dado por

~ M, _
I=—"y j=

M,
m m

)

b
donde m = p/ [f(z) — g(x)]dz es la masa total de la lamina.
a
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Ejemplo 3.50. Encuentre el centro de masa de la ldmina con densidad constante p, acotada
por las graficas de las parabolas:

y=—a>+4, y=(z—-1)72-1

Solucién. La ldmina en cuestion se muestra en la Figura 3.79. Los puntos de interseccién
de las dos gréficas son (—1,3) y (2,0). Si definimos las funciones f(z) = —a® + 4y
g(x) = (x —1)? =1, entonces f(z) > g(x) en [—1,2]. Por lo tanto, la masa de la lamina
es

2
—— / [f(@) - g(@))do

2
p/ (-2 +4—((z-1)?-1)) dz

=il

2
p/ (=222 + 22 + 4) dz
=

9 2
=p [—f:v?’ + 22 + 49:}
3 —1

= 9p unidades de masa.

Figura 3.79

Luego, calculamos los momentos respecto a los ejes:

M, = g/j (22 +4)" = (@-12-1)"] dz
27p.

2
:g/ (4:1:3—12x2+16)dz:g[ 4—4z3+16x]2_1:—
-1

2 2
M, = p/_1 z[f(z) — g(x)]dx = p/_l(—2m3 + 222 + 4zx)dx

4 3 2
a5 23 9p
|-+ gy 22 =2
p[ 2+ 3 +l’:|_1 9

Por lo tanto, las coordenadas del centro de masa son

9 27,
(@y): %% = ipip = }é
’ m’ m 90’ 9p 2’2"

13
Centro de masa: (z,y) = ( - )

Figura 3.80: El centro de masa es el punto de equilibrio.
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Importante. En el ejemplo anterior, la densidad p es un factor comdn en ambos momentos
y en la masa, por lo que se simplifica en los cocientes que representan las coordenadas del
centro de masa. Por consiguiente, el centro de masa de una ldmina con densidad constante
depende Gnicamente de la forma de la ldmina y no de su densidad. Debido a esto, el punto
(Z,7), es conocido como centroide, y a veces se denomina centro de masa de una regién
en el plano o centroide de la regién. En resumen, para encontrar el centroide de una regién
en el plano, simplemente se considera que la regién tiene una densidad constante p =1y
se calcula el centro de masa correspondiente, donde en lugar de dividir los momentos por
la masa, se divide solamente por el area de la region.

Ejemplo 3.51. Determine el centroide de la regién limitada por las curvas:
y+2:3=0 y 8z2 =45

Solucién. Hallando los puntos de interseccién de las curvas:

y® =822 = —82°

entonces © = 0V x = —1, luego los puntos
de interseccién son: (0,0), (—1,2).

La region acotada por las curvas, se mues-

tra la siguiente Figura 3.81:

El centroide es:

Luego, hallando el area:

0

A= /_01 [2;102/3 — (—2203)] dr = /_1 (2:52/3 + 2x3) dx

6 1 ,\[°
A= (= 5/3 -4
(596 + 296 B

Ahora hallaremos los momentos:

(e e Py e

6 2 A\l 4 I 40
M, = 273 2T = y=-L ==
(730 TN T T TV T T
0
M, = x [2{[52/3 = (—2963)] dz = / (21‘5/3 + 2$4) dx
= =il
2 =gk 1
M, = <39:1/3+ 5) —f%éx_ifosz
1 10
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Finalmente, el centroide es:

Q
I

L
2'49)°

Importante. En el caso anterior, discutimos cémo determinar el centroide de una regién
limitada por las gréficas de y = f(z), y = g(x), © = a y = b integrando respecto a z.

Ahora, consideremos el caso en el que la in- Y 4
tegracién se realiza respecto a y. Sean fy al 9(v) z=fy)
g funciones continuas tales que g(y) < f(y)
para todo y € [c,d]. Consideremos una l4-
mina homogénea con densidad p, limitada
por las gréficas de x = f(y), z = g(y), y
¢ <y < d (ver Figura 3.82). Para este caso,

>

Ay

tenemos que: C+

Figura 3.82

(i) La masa de la ldmina es
M= p/Cd[f(y) —9(y)ldy
(i) El momento con respecto al eje x es
M= | ") — sy
(iii) EI momento con respecto al eje y es
My =2 [ 10w - 6w a

Entonces, el centro de masa o centroide (7, 7) de esta regidn esti dado por:

@n=(5235)-

Ejemplo 3.52. Calcule las coordenadas del centro de masa de la regién limitada por las
gréficas de:
3+ (y—272=9, y=Vv3r+9+2, y=2.

Solucidn. La regién limitas por las curvas se muestran en la Figura 3.83.




228 Aplicaciones en la fisica

Ademés, vemos que:

y=V3z+9+2
= Sidz+(y—22%=9

1
=z = —g(y—2)2+3.

= Siy=v3x+9+2

1
:>x2:§(y—2)2—3. £

SR / 2 3 1
3z+(y—22=9

Figura 3.83

Asi, tenemos que la masa es:

5
M=p/2 <_%(y—2)2+3—(%(y—2)2—3))dy:12p

Po otro lado, por la simetria de la regién, tenemos que £ = 0. Entonces, solo nos falta

M, = p/z5y(—%(y—2)2+3—(%(y—2)2—3))dy
- pL5<72§y(y72)2+6y)dy

5
2, 8, 10
— —= — d
p/2<3y+3y+3y)y

encontrar y.

B
T2
75
SF 75
Entonces § = % =5 =~ 3.13.

Ejercicios propuestos 3.5.2.

1. Encuentre el centroide de la regién limitada por las curvas y = 2z — 22, y = 0.

o]
2
£
=
7}
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©
b
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[5)
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2. Halle la ordenada del centroide de la regién encerrada por las curvas
y=Vatyy 2y=a

1
3. Determine el centroide de la regién limitada por las curvas y = Z:vQ +1, y=|z|.

4. Calcule las coordenadas del centroide de la regién limitada por las curvas:
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determine la abscisa del centroide de una lamina homogénea que tiene la forma
de la regién limitada por las curvas:

2

y:\/E> y:%_L r4+y=2 y x=0.

. Halle las coordenadas del centroide de la regién limitada por la curva y = 2v/x y

las rectas z =4, y = 0.

. Halle las coordenadas del centroide de la regién limitada por la curva

y=+V16—22, y=+3z, y=u=z.

. Halle las coordenadas del centroide de la regién limitada por la curva

y=—222—4z ylarecta y=0.

. Halle las coordenadas del centroide de la regién limitada por las curvas

4y —4y=0, y=uz.
Halle las coordenadas del centroide de la regién limitada por el eje Y y las curvas:
Y =SenT —Ccosx, Y =senr+cosxr, T E [0, g} .
Calcule las coordenadas del centroide de la regién limitada por las curvas:
r—y?+4=0, y—1+vVI—2z=0, y=0.
Halle el centroide de la region limitada por las curvas:

y=z-1, y=mn(2z—1) ylarecta y=1.

Determine la ordenada del centroide de la regién limitada por las curvas:

1
y:1+§\/2—x, z=1+¢""1 ylarecta y=2.
Determine el centroide la region limitada por las curvas:

4 4
y:$2+§$—§a y=2—|z|

Para cada ldmina homogénea Ri y R2 que se muestra en la figura adjunta, en-
cuentre My, M.,y y .

Ri Ra T
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m Algunas aplicaciones a la ingenieria

En esta seccién, exploraremos la utilidad de la integral definida en diversas areas de la
fisica y la ingenieria. Desde la cinemética, donde nos permite determinar con precision el
movimiento de objetos bajo diferentes condiciones, hasta el cdlculo del centro de gravedad y
centro de masa en sistemas de particulas. Ademés, abordaremos cémo la integral definida se
aplica en el cdlculo de momentos de inercia, y veremos cémo se utiliza para determinar la
fuerza hidrostatica actuante sobre superficies sumergidas.

m Aplicaciones a la cinemadtica

Cinematica de una particula

En la vida cotidiana es muy comun encontrar diversos problemas de ingenieria que pueden
resolverse con conocimientos bésicos de dindmica. En el estudio de la cineméatica de una
particula, que consiste en determinar la geometria del movimiento de un cuerpo de tamano
despreciable. Asimismo, como es sabido, el movimiento se presenta de manera unidimensio-

nal o en linea recta, mientras que el desplazamiento se presenta en curva, de manera no lineal.
La cinemética es la rama de la dindmica que puede describir el movimiento unidimensional
de la particula mediante su posicién, velocidad y aceleracién en un momento determinado.
Posicion

Es el punto donde se localiza una particula y esta referenciado por un sistema de coordenadas

que tiene su origen en un punto fijo llamado O.

P/

O~
Y

A A
3

As \

Figura 3.84: Posicién.

Desplazamiento de una particula

Se considera que una particula se ha desplazado una distancia As si su posicién, s cambia a
s’ después de un determinado tiempo, como se muestra en la Figura 3.85.
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Figura 3.85: Desplazamiento de una particula.

De la Figura 3.85 se tiene que
As=s" —s. (3.23)

En este caso, As es positivo porque la posicion final de la particula estd a la derecha de su
posicién inicial, es decir, s’ > s. De manera similar, si la posicién final estuviera a la izquierda
de su posicién inicial, As seria negativo.

El desplazamiento de una particula es también una cantidad vectorial y debe diferenciarse
de la distancia recorrida por la particula. En particular, la distancia recorrida es un escalar
positivo que representa la longitud total del trayecto que sigue la particula.

Velocidad

Si una particula recorre una distancia As durante el intervalo de tiempo At, su velocidad
media en ese intervalo es:
As
Umedia = AL
Si consideramos valores de At cada vez mas pequenios, la magnitud de As también disminuye.
Por lo tanto, la velocidad instantanea se define como el vector:

i (2
v=dim (5

ds

v=—.

dt

Dado que At o dt siempre es positivo, el signo que determina la direccién de la velocidad es

o simplemente
(3.24)

el mismo que el de As o ds. Por ejemplo, si la particula se mueve hacia la derecha (Figura
3.86), la velocidad es positiva; si se mueve hacia la izquierda, la velocidad es negativa. La
magnitud de la velocidad se conoce como rapidez y generalmente se expresa en unidades de
m/s o pies/s.

Y

——Q

9 S
FAS%

Figura 3.86: Velocidad.
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Aceleracion

Siempre que se conozca la velocidad de la particula en dos puntos, su aceleracién media
durante el intervalo At se define como
Av
(media = E

Aqui, Av representa la variacién de la velocidad durante el intervalo At, es decir, Av = v’ — v,
como se muestra en la Figura 3.87.

a -
o £
: —0
v /

Figura 3.87: Aceleracion.

La aceleraciéon instantanea en un momento ¢ se define como un vector que se obtiene
considerando intervalos de tiempo At cada vez més pequenos y sus correspondientes cambios

i (B
o= dm &

dv
=, 2
a=— (3.25)

Si reemplazamos la ecuacion (3.24) en (3.25), también podemos escribir:

_d (ds\ _d’s
“=au\at) " a

Tanto la aceleracién media como la instantanea pueden ser positivas o negativas. En particu-

en velocidad Av, de tal manera que:

o equivalentemente,

lar, cuando la particula disminuye su velocidad, se dice que estd desacelerando. Por lo tanto,
a serd negativa y actuard hacia la izquierda, en direccién opuesta a v. Ademas, cuando la ve-
locidad es constante, la aceleracion es cero, ya que Av = v—v = 0. Las unidades cominmente
utilizadas para medir la aceleracién son m/s? o pies/s?.

Finalmente, se puede obtener una relacién diferencial importante que relaciona el despla-
zamiento, la velocidad y la aceleracion a lo largo de la trayectoria eliminando dt entre las
ecuaciones (3.24) y (3.25), es decir,

v_G _ds
a % v
o también
vdv=ads o a= vd—v (3.26)
- T s’ '

Movimiento rectilineo uniformemente variado (MRUYV)

Se caracteriza porque su aceleracién a es constante. Ademads, si combinamos las ecuaciones
(3.24), (3.25) y (3.26), obtenemos
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» Velocidad como una funcién del tiempo. Si integramos (3.25), suponiendo que la
velocidad inicialmente es v = vy cuando ¢ = 0, entonces

v t t
/dv:/adt:a/dtjv—vozat
vo 0 0

v = vg + at. (3.27)

= Velocidad como una funcién de posicién. Si suponemos que la velocidad inicial-
mente es v = vy cuando s = s, e integramos (3.26), tenemos

v s s 02 02
/vdvz/ads=a/ ds = — — 2 =a(s — s9)
U S S 2 2

0 0 0

v? =3 + 2a(s — s¢). (3.28)

= Posicién como una funcién del tiempo. Si suponemos que la posicién inicial es
s = sp cuando t = 0, y reemplazamos (3.27) en (3.24) e integramos, obtenemos

s t
1
/ds:/(vo+at)dt=>3—sozvot+fat2
S0 0 2
L 9
s=so+vot+§at. (3.29)

wo_n

a” de un bloque deslizante que tiene movimiento rectilineo

Ejemplo 3.53. La aceleracién
a lo largo del eje z, es una funcién de su desplazamiento z, de modo que a = k+/z, donde k
es una constante. Ademas, tanto la velocidad v como el desplazamiento x son ceros cuando
t = 0. Determine a, v y x como funciones del tiempo .

Solucién. Si aplicamos (3.26), se tiene

/vvdv*/zkﬁdaﬁﬁ fu* gkx3/2z2>£*gkx3/2
o N 21, |3 2 3

0 0 0

v =1/ %xi’)/? = 2\/§m3/4

. dx .
Ademaés, como v = pre se tiene

k dz dz k
o/ =a?t == —:2[ .
3”7 it~ 3 34

* dx t \/E 1 \/E
2 | 942 4714 — 9,2
/0 3/ /0 3dt:> B 3t

Por lo tanto, la posicién en funcién del tiempo es

k2

Para obtener la velocidad solo derivamos la posicién:

oo L (B2 R
Codt \144° ) 36

Luego, despejando tenemos

o
p=t
=
=
15}
=
®
e
[T}
o
L
£
©
o
<
(]
0
=
L
o
&
=
=
<
o

Integrando




234 Algunas aplicaciones a la ingenieria

y para obtener la aceleracion derivamos la velocidad

dv d <k2t3> _ Lo

“Ta T ae\36 ) 12

Finalmente, la posicién, velocidad y aceleracién como funciones del tiempo, respectiva-

mente, son:
K2, k243 1 ,,

Ejemplo 3.54. Una pelota es lanzada en linea recta con una velocidad descrita por la
2

ecuacién v = —-—m/s. Determine la posicién, la velocidad y la aceleracién de la pelota
cuando ¢t = 3 segundos.

Solucién.

(i) Célculo de la posicién de la pelota. La velocidad v estd dada por:

dx z2

Kl T

Separando las variables e integrando:

dx dt T, 1t
o_ 4 2dp=—— [ at
= 18:>/0$ v 18/0

Evaluando los limites de integracion:

Esto se simplifica a:

Cuando t = 3s:
(ii) Célculo de la velocidad. La velocidad v se puede obtener derivando la posicién

_de _d (18 18
YT T @\t )T T

18
32

con respecto al tiempo:

Cuando t = 3s:

v=—= =-2m/s.

(iii) Calculo de la aceleracién. Tenemos que la aceleracién a se puede obtener
derivando la velocidad con respecto al tiempo:

_dv_d [ 18) 36
“Tu e\ 2) B

Cuando t = 3s:

36
a =

33

36

= =1.33m/s%

27
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Ejemplo 3.55. Una motocicleta se desplaza en linea recta sobre una carretera a una velo-
cidad que est definida por la funcién V = (4t +5) m/s. Si la motocicleta parte del reposo,
es decir, cuando ty = 0, zo = 0, determine la posicién y la aceleracién de la motocicleta
cuando t = 5 segundos.

Solucion.

(i) Célculo de la posicién cuando ¢ = 5 segundos. La velocidad V estd dada

por:
dx
V=—=4t+5
dt +

Integrando ambos lados con respecto al tiempo:

@ 5
/ da::/(4t+5)dt
0 0

Resolviendo las integrales:

= [26% + 5¢]; = 2(5)2 + 5(5) — (0) = 50 + 25 = 75m
Por lo tanto, la posicién de la motocicleta cuando ¢ = 5 segundos es x = 75
metros.

(ii) Célculo de la aceleracién. La aceleracién a se obtiene derivando la velocidad
con respecto al tiempo:

v d )
a—E_a(4t+5)—4m/s

Por lo tanto, la aceleracién de la motocicleta es a = 4m/s?.

Ejercicios propuestos 3.6.1.

1. La aceleracién de un auto de carrera en el intervalo entre 2 y 4 segundos es de la

forma a = 2t m/s?. En el instante t = 2 segundos, la velocidad es v = 180 km/h.
Calcule el espacio recorrido por el auto en ese lapso de tiempo.

2. Una masa oscila en linea recta por accién de dos resortes, que le proporcionan
una aceleracién de la forma a = ma + nz? (m/s?), con x en metros. Ademds, la
velocidad de la masa v(z) (m/s) en tres puntos de su recorrido son: v(—1) = 2,
v(l) = 4 y v(1.5) = 6. Segln esto, calcule la aceleracién de la masa cuando

v =15 (m/s).

3. La aceleracién de una particula se define mediante la relacién a = 12z — 28, donde
z (m) y a (m/s?). Si v =8 m/s cuando z = 0, calcule si existe una velocidad
minima del mévil indicando en qué posicién x tiene lugar.

4. La magnitud de la aceleracion de una particula que se desplaza sobre una linea

recta varfa segiin la ecuacién a = 12v/z, donde z estéd en cm y a en cm/s?. Cuando
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t = 2 s, la particula se encuentra a 16 cm del origen, su velocidad es 32 cm/s, y
la aceleracion es 48 cm/ s%. Segtin esto, calcule:

(a) La velocidad en el instante en que la particula se sitia en z = 12.96 m.

(b) El instante que corresponde a la velocidad determinada en (a).

5. La aceleracién de una particula se define por a = 200z(1 + K .73’2), donde a se
expresa en m/ s2, & en metros, y K es una constante. Sabiendo que cuando z = 0,
la velocidad de la particula es v = 2.5 m/s, y cuando = 5 m, v = 5 m/s. Calcula
la velocidad para z = 2 m.

m Centro de gravedad y centro de masa de un sistema de particulas

Centro de gravedad

Se llama centro de gravedad (cg) de un cuerpo, al centro de las atracciones (fuerzas) conside-
radas paralelas, que la gravedad ejerce sobre cada una de las particulas que forman el cuerpo.

Segtn la ecuacién (3.30), para los cuerpos en aplicaciones practicas se asume que el centro de
atraccion se encuentra en el infinito. Esta suposicién permite establecer dos consideraciones
importantes:

= Primero: Si representamos la atraccién mediante fuerzas, dichas fuerzas son conside-
radas paralelas.

= Segundo: En un cuerpo homogéneo, todas las particulas experimentan la misma atrac-
cién gravitatoria, es decir, la gravedad es constante (g es constante). Asi, cuando en un
sistema g es constante y las fuerzas de atraccién son paralelas, se dice que el sistema es
gravitatorio uniforme.

Para un cuerpo sélido, cerrado y acotado en R?, la densidad se define como:

p (3.30)

_m
=7

donde p = p(z,y, z) representa la densidad, m la masa y V el volumen del cuerpo.

Es importante notar que el concepto de centro de gravedad es fundamental en el analisis de
la estabilidad de estructuras y objetos, asi como en la mecénica de sistemas de particulas. En
cuerpos homogéneos, el centro de gravedad coincide con el centro geométrico, lo que simplifica
muchos célculos en ingenieria y fisica aplicada.

Ademés, en sistemas no homogéneos, el cilculo del centro de gravedad requiere una integra-
cién mas detallada de las distribuciones de masa, lo que puede involucrar el uso de técnicas
avanzadas de calculo integral y vectorial.
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Figura 3.88: Para distancias cortas, es razonable aproximar los pesos considerandolos como fuerzas
paralelas.

De la Figura 3.88, se observa que el peso total del sistema estd dado por:

n
W=Wy+Wot -+ Wy =Y Wi
i=1

A continuacién, aplicamos el teorema de Varignon':

n
ZMy : ZVVzl’z y ZMy :Wa.
i=1
Segun este teorema, ambos momentos deben ser iguales, lo que se expresa como:
n
Wz => Wa.
i=1
Despejando para encontrar la coordenada Z, obtenemos:

> Wixi
s (3.31)
> Wi
=1

Procediendo de manera analoga con los momentos en la direccién y:

SM Y Wy oy Y MWy
i=1

LEl teorema de Varignon, también conocido como el principio de momentos, establece que la suma de
los momentos de las fuerzas alrededor de un punto determinado es igual al momento de la fuerza resultante
respecto a dicho punto.
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Igualando estas ecuaciones, se establece:

Wy =1 Wy,
i=1

despejando
n
2. Wiyi
g="2L (3.32)
> Wi
i=1
De manera similar, para la coordenada z, se tiene:
n
z== (3.33)

o
S

~
Il
=

Finalmente, las coordenadas del centro de
gravedad se expresan como:

c.g. = (z,7,2). (3.34)

Al generalizar las expresiones (3.31), (3.32) y
(3.33), se obtiene:

7= ff‘r dcg/t/ (3.35)
g= ffy ddvlg (3.36)
= fijV‘;/. (3.37)

Figura 3.89: Centro de gravedad.

Centro de masa

Si consideramos que la aceleracién de la gravedad es constante, se tiene la siguiente ecuaciéon
para el peso:

W =mg.

Luego, tomando diferenciales:

dW = gdm, (3.38)
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donde el diferencial dm es la masa de cualquier particula del cuerpo. Por lo que, reemplazando
(3.38) en las ecuaciones (3.31), (3.32) y (3.33), tenemos:
> mT;
i=2k (3.39)
> mi
i=1
n
> miyi
j="5 (3.40)
> mi
i=1
> Mz
F=5 (3.41)
-
i=1
Generalizando las expresiones (3.39), (3.40) y (3.41)
5= Lzdm (3.42) —
Jdm —
__ Jydm —
=t 3.43 —
_ [zdm —_—
= 3.44 —
= (3.44)

Las ecuaciones (3.42), (3.43) y (3.44) se utilizan para calcular el centro de masa de un cuerpo.

Centroide

El centroide es el centro geométrico de un objeto. Su ubicacién se puede determinar mediante
férmulas andlogas a las empleadas para calcular el centro de gravedad o el centro de masa de
un cuerpo especifico. Cuando el material que compone el cuerpo es uniforme u homogéneo,
la densidad o peso especifico se mantiene constante en toda su extensién. En este caso, dicho
término puede factorizarse fuera de las integrales, lo que simplifica las férmulas resultantes.
Estas expresiones definen el centroide del cuerpo, ya que son independientes de su peso y
dependen tnicamente de su geometria.

Centro de gravedad de lineas
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Figura 3.90: Alambre de seccién contante.

El peso especifico de un alambre se define como
w
V )

donde W es el peso y V es el volumen del cuerpo.

v =
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Despejando el peso de la relacion anterior, tenemos:
W =~V =~aL,
con V = al el volumen del cuerpo. Tomando diferenciales, obtenemos
dw = ~dL

reemplazando esta relacién en las ecuaciones (3.35), se tiene:

dL dL
T = %, simplificando 7 = ffmdL . (3.45)
Similarmente para las otras componentes, resultando:
_ ydL
= 3.46
Y=Tar (3.46)
_ f zdL
= . 4
z Far (3.47)

Ejemplo 3.56. Halle el centro de gravedad de la linea OA (ver Figura 3.91), donde las
coordenadas x, y estan expresadas en centimetros.

[0) T T+ dx 12

Figura 3.91
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Solucién. Las expresiones que permiten calcular el centro de gravedad estan dada por
las ecuaciones (3.45) y (3.46):

JzdL _ JydL
Tar ¥ YT Tan-

T =

(i) Primero vamos a determinar / dL: Del grafico tenemos que

dL = \/(dz)? + (dy)?
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entonces

Como y? = 12z, tenemos

12 y2 1 12
/dL:/ f-i-ldy:f/ VY% +36 dy
, V36 6 Jo
1 12
— <[5V + 36+ 18|y + vi7 + 36|

= 17.747 cm. (3.48)

(ii) Determinando Z:

1 12 2 1 12
/a:dL =z %\/@;2 136 dy = —/ y*\/y2 + 36dy.
0 0

72

Luego, integrando tenemos:

1
/de S [3\/y2 36— %y\/gﬂ 36— 162In ‘y-i— N +36”

72 |4
= 87.31 cm? (3.49)

12
0

Por lo tanto, dividiendo (3.48) entre (3.49), se tiene

87.31 cm?
T=———=492cm.
v 17.75 cm 92 em

(iii) Encontrando ¥:

1 [12 11
0 0

=122.16 cm?. (3.50)

12

Luego, dividiendo (3.50) entre (3.48), obtenemos:

_122.16 cm?
V= Taarom 08w

Finalmente, las coordenadas del centro de gravedad esta dado por:

c.g. = (Z,7) = (4.92 cm, 6.88 cm) .

Centro de gravedad de areas
Para una placa de espesor constante (Figura 3.92), tenemos:
W =~V = ~At.

Tomando diferenciales
dW = ytdA,

donde dA es el diferencial de area y t es el espesor constante de la placa.




242 Algunas aplicaciones a la ingenieria

Procediendo similarmente al caso de las li-
neas, tenemos que el centro de gravedad es:

B zdA

T = ff A (3.51)

_ JydA

y= m (3.52) t

_ zdA

z= ff A (3.53)

Figura 3.92: Placa con espesor constante.
Importante.

= E| centro de gravedad toma en cuenta los materiales que componen en cuerpo y es el
punto donde estd aplicada la fuerza resultante equivalente que es el peso del cuerpo.

= El centroide es un centro geométrico, toma en cuenta la forma, méas no los materiales
que componen el cuerpo.

= Si el cuerpo es homogéneo (7 es constante), el centro de gravedad coincide con el
centroide.

Ejemplo 3.57. Halle el centroide de la superficie rectangular dada en la Figura 3.93.

Y

Figura 3.93

Solucién. Tenemos que el elemento del diferencial de area dA del rectangulo de altura
h y anchura dz es

dA = hdzx.
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Asi, la componente T se calcula mediante: Y

JaxdA
[dA

P =

Luego, sustituyendo dA:

fob zhdzx dy= h

I hda

b fyade y
T b

T =

=~ ok DU
2 dx

b b

Figura 3.94

Para la componente g, el diferencial de drea es dA = b dy; asi, se tiene:

§= =
JdA fobbdy bh

fydAif[fybdyi#iﬁ
2

Por lo tanto, el centroide del rectangulo de base b y altura h se encuentra en el punto
medio de sus dimensiones, es decir, en el punto:

(2,5) = (gg) .

Ejemplo 3.58. Encuentre el centro de gravedad de enjuta semi-parabdlica (ver Figura
3.95).

X
a

Figura 3.95

Solucién. Primero, determinemos el valor de k. Segtn la Figura 3.95, tenemos:
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b=ka® = k:%.
a

- . b o -
Por lo tanto, la ecuacion de la curva superior es y = —xz”. Por consiguiente, ahora
a

podemos determinar el drea de la region:

“ @b bo[° b [23]% 1
A: A: = 72 = —= 2 = — | — = — 3
/d /0 ydx /0 2% dx a2/0 x°dx o {3}0 3ab

Evaluando la integral, se obtiene el area de la region:

A= %ab. (3.54)

Ahora, procedemos a calcular las coordenadas del centro de gravedad. Las cuales se
determinan de la siguiente manera:

= Para Z:

= Para 3:

1

y= fA A/* E 5(7>x
3 1 b a 3b [2°]"  3b

“@ 2 Cotde = H

at Jo 2a° o 107

Por lo tanto, las coordenadas del centro de gravedad son:
_ 3a 3b

Ejemplo 3.59. Halle el centro de gravedad de la regién mostrada en la Figura 3.96.

Y

Figura 3.96
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Solucién. De la Figura 3.96, tenemos que:

B = @, g:% y dA = ydx.

(i) Célculo del area de la regién: Por semejanza de tridngulos, se tiene

(iii) Célculo de la componente ¥:

_7fgdA71/by 71/*'2
Y="TaA =@ ), (5)vie =3 |, v'es

1 (b g2
T bH ), *

37b

RS [P ML PP i R
(b—x) dwfb?’{bm b:t-i—3 3

Finalmente, el centro de gravedad de la region esta dado por:

cami=(55).

Ejercicios propuestos 3.6.2.

1. Determine el centro de gravedad del sec-

Y
tor circular dado en la Figura 3.97. /\

AN

Figura 3.97
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2. Calcule el centro de gravedad de la se-
mipardbola que se muestra en la Figura
3.98.

3. Halle el centro de gravedad del tridngu-
lo mostrado en la Figura 3.99.

4. Halle el centro de gravedad de la su-
perficie plana denominada un cuarto de
elipse (ver Figura 3.100).

5. Determine el centro de gravedad de un
cuarto de circulo (ver Figura 3.101).

x
a
Figura 3.98
Yy
- a —]
H
|
b |
Figura 3.99
2 2
vy _
Y 5 T o 1‘>
b
| :
a ~
Figura 3.100
Yy
Q\:
0
x
< R >

Figura 3.101
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m Momentos de inercia o segundos momentos

El momento de inercia de una drea es una propiedad geométrica que se origina al calcular el
momento de una carga distribuida, variable en forma lineal, respecto al eje de momentos. Un
ejemplo tipico de este tipo de carga se presenta cuando la presion de un liquido actta sobre
la superficie de una placa sumergida.

El centroide de un area se calcula utilizando el primer momento de area con respecto a un

eje, es decir, para el calculo tuvimos que evaluar una integral de la forma / zdA.

Las integrales del segundo momento de un area, como / 22 dA, se denominan momentos

de inercia del drea. Estas integrales no tienen un sentido fisico directo, pero se llaman asi
porque tienen una formulacién similar a la del momento de inercia de una masa, que es una
propiedad dindmica de la materia.

Momentos de inercia de superficies planas

Los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:

Y
I, = / y?dA (3.55)
I, = /xQdA (3.56) .
| dA
Jo = / r2dA (3.57) F
Como r? = z2 + y2, tenemos que A
< Y
Jo = /(.’L‘2 +y%)dA
= /:CZdA—O—/yZdA x
O

=L +1, (3.58)

X . Figura 3.102
donde Jy es el momento polar de inercia.

Importante. Se puede notar que I, I, y Jy son siempre positivos, puesto que involucran
el producto del cuadrado de la distancia y el 4rea. Por lo tanto, sus unidades son longitud
elevada a la cuarta potencia.

Teorema de ejes paralelos (Steiner)

De la Figura 3.103, tenemos que

dl, = (y + dy)*dA.
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Luego, integrando y desarrollando el binomio se tiene:

I, = /dlz = / (y* +2y'dy + d2) dA

:/y'dA+2dy/y'dA+d§/dA

= /y’QdA +d; A.
Por lo tanto,
I, = Iy = Ad..
Similarmente se obtienen:
Iy = jy/ —+ Adz
Jo = Jeg + Ad®.
Yy Y
dx
x/
[\ dy
X
0
Figura 3.103
Ejemplo 3.60.
Calcule los momentos de inercia del rectan- (Y
gulo mostrado en la Figura 3.104 con res- f
pecto al ejes z y x4 (cuando el eje pasa por
el centroide).
h
b
Figura 3.104

(3.59)

(3.60)
(3.61)
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Solucioén.
= Cuando el eje pasa por su base (I):

Y De la Figura 3.105, se tiene

dA = bdy.

! Luego,

" T h:/ﬁm
Yy h h
:/ y2bdy:b/ yidy
0 0

-
— 7,
bh3
Figura 3.105 -3

= Cuando el eje pasa por el centroide (Ipeg):

0 ' De la Figura 3.106 vemos que
T dA =bdy
h idy
2 l Asi, tenemos
g L ¢
- 8 Tocg = / | ybdy = b/ Yy
"‘_qci N -3 . —32
5 P — vlr o_b [ 3}%
go l 13 s 3 vios
£l ap 2
£ | b [h3 B3 b (2h3
(] b = — | — — N — — -
o \ 308 8 3\ 8
= 3
@ Figura 3.106 — ﬂ
c 12
.2
®
& Ejemplo 3.61.
<
- Halle los momentos de inercia I, e I, de la B2
regién mostrada en la Figura 3.107. y y? = o
J
T
a

Figura 3.107
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Solucién.

(i) Célculo de I,:

Observando la Figura 3.108, tenemos
= —X que
Y @ dA = (a — z)dy.
b2

x Ademas, como y? = —z, podemos des-
pejar x: “
P oo O

=—.

Yy b

T Por lo que, el diferencial de drea queda

definido como

2
P
Figura 3.108 da = (“ b2 ) dy.

En consecuencia, el momento de inercia respecto del eje x esta dado por:

Para este caso, segin la Figura 3.109,

b2
y2 = —zx el diferencial de area queda determina-
Yy @ do por:
b1 () dA = ydz.
-- |- 2
T Asimismo, puesto que y? = —z, tene-
a
Yy mos que
b
I s y= 5V
<~ X —>| |<— a Por lo tanto,
dx

¢ b
254 2 b
Figura 3.109 Iy */w dA*/O T (\/a\/ﬂf) dz.

Finalmente, integrando y evaluando se obtiene

2
I, = —a’b.
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Ejercicios propuestos 3.6.3.
1. Para la figura mostrada, calcule el mo- Yy

mento de inercia respecto al eje y (1),
y respecto al eje z (I,).

€T
a |
Figura 3.110
2. Halle los momentos de inercia I, e I, de y
la region mostrada en la Figura 3.111. y=kYT g
b
x
- : .
Figura 3.111
3. Halle los momentos de inercia I, e I, de
la regién mostrada en la Figura 3.112.
T

4. Halle los momentos de inercia I, e I, de Y
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la regién mostrada en la Figura 3.113.

Figura 3.113
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m Fuerza hidrostédtica sobre una superficie plana

Cuando una superficie estd sumergida en un fluido, debido a este se crean fuerzas en la
superficie. Para fluidos en reposo, se sabe que no hay esfuerzos cortantes presentes. También
se sabe que si el fluido es incompresible, la presién varia linealmente con la profundidad.

Figura 3.114

En la Figura 3.114, se desea determinar la direccién, ubicacién y magnitud de la fuerza
resultante que acttia sobre uno de los lados de esta area debido al liquido en contacto con el
area.

dF
P = = dF = PdA (3.62)

Pero se sabe que:
P =~h (3.63)

Luego, sustituyendo (3.63) en (3.62): dF' = yhdA, e integrando se tiene:
Fr
/ dF = / ~hdA, Fp— / ~hdA. (3.64)
0 A A

h
Del grafico: senf = 7’ entonces
h = ysenf (3.65)
Asi, reemplazando (3.65) en (3.64) se tiene:

Fr= fysene/ ydA (3.66)
A
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Pero la integral de la ecuacién (3.66) es el primer momento del drea con respecto al eje z; es

decir,
/ ydA = yegA. (3.67)
A
Sustituyendo (3.67) en (3.66):
Fr = vsen(0)ycg A. (3.68)
Ademas, del grafico tenemos que
heg = Yeg sen 6. (3.69)

Por lo que, al reemplazar (3.69) en (3.68) se obtiene:
Fi = 7hegA. (3.70)

donde h¢g es la distancia vertical de la superficie del fluido al centroide del area.

Importante. La ecuacién (3.70) que es el valor de la fuerza resultante, es independiente
del valor del angulo 6.

Calculo de la ubicacién de la fuerza resultante

Aplicando el momento de la fuerza resultante que debe ser igual al momento de la fuerza de
presion distribuida:

Fryr = / ydF,
A
Fryr = / yyhdA = / yyy sen 0d A
A A
= / e sen@dA:*ysen@/ y2dA (3.71)
A A
Reemplazando (3.68) en (3.71):

vsen(0)ycgA = v sen(6) / y2dA,

A
entonces
YogA = / y2dA. (3.72)
A
2dA
Ademés, como yr = Jy , tenemos
Yeg A
I,
YR = . 3.73
v (3.73)

Por lo que, aplicando el teorema de Steiner, resulta

o Iz _ Ing+Aygg _ Ixcg +
ych ych Yeg A &

YR

Finalmente,

I cg
YR = Yeg Ve Ik (3 7 )

donde I es el momento de inercia con respecto al eje que pasa por su centroide.
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La ecuacién (3.74) muestra claramente que la fuerza resultante no pasa por el centroide, sino
que siempre se encuentra abajo de este, ya que

I, cg

> 0.
Yeg A

La abscisa xg de la fuerza resultante, se determina de manera similar que la anterior; esto
es,

Frap = / zdF = / xyhdA
A A
= / vy sen OdA
A
= ”ysene/ zydA.
A
Ademads, como Fr = ysen(f)ycgA, tenemos

Yeg Az g :/:EydA
A

En consecuencia,

f 4 TydA
TR = FL—. 3.75
" (3.75)
La integral que aparece en la relacién (3.75), es conocida como el producto de inercia:
Iy = / rydA,
A
luego, al usar el teorema de Steiner, se tiene
Iy = Loycg + ATcglce- (3.76)
Sustituyendo (3.76) en (3.75):
- Izy _ Lyycg + chgycg A Izycg.
ych ych ych
Finalmente, la abscisa de la fuerza resultante es
Izy cg
TR = Teg + . (3.77)

Yeg A

Importante.

= Si el drea sumergida es simétrica con respecto a un eje que pasa por el centroide y es
paralelo a cualquiera de los ejes x o ¥, la resultante debe estar a lo largo de la recta
X = Teg, Ya que en este caso [y cg = 0.

= El punto a través del que actiia la fuerza resultante se denomina centro de presién
(c.p.). En las ecuaciones (3.74) y (3.77) se puede observar que cuando ycg crece, el
centro de presion se desplaza hacia el centroide del area.
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Ejemplo 3.62. En Figura 3.115, determine las fuerzas en A y en B debido a la presién
hidrostéatica de la compuerta (6 x 6).

Articulacién

Bloqueo
4

Figura 3.115

Solucion.

(i) Célculo de la fuerza de presion:

Fr= ’YHgOhchv

KN
m?’

donde A =6 x 6 = 36 m?, hey =5 m y ym,0 = 9.81
Entonces
Fr = (9.81)(5)(36) = 1766 KN.
(ii) Localizacién de la fuerza de presién resultante:

Izcg

YR = Yeg T )
7 YA

bh?  6(6)*

donde yeyg = heg =5 m e Ipey = ET) = D =108 m*.
Por lo tanto,
108
=54+ —-==556
YR =% 556) "

(iii) Calculo de las reacciones: Como yr — heg = 0.6 m entonces Acp = 3.6 m.
Luego, como estéd en equilibrio, tenemos que:

. ZMAZOZ

o
p=t
=
=
15}
=
®
e
[T}
o
L
£
©
o
<
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0
=
L
o
&
=
=
<
o

—Rpu(6) +3.6(Fr) =0 = Rpy = 1060 KN.
. ZFm =J()
Rapg + Fr— RpH =0 = Rag = 1060 — 1766 = —706 KN.

Por ser negativa, va en sentido contrario al supuesto.

= Como no hay fuerzas verticales:

Ray = 0.
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Ejemplo 3.63. Una superficie en forma de tridngulo rectangulo vertical, tiene un vértice en
la superficie libre de un liquido, como se muestra en la Figura 3.116. Determine la fuerza
en uno de los lados.

g h
Fr
b |
|
Figura 3.116
©
Solucién. Tenemos que P = T4 entonces E
15}
dF = PdA = yydA. (3.78) S
I
Ademds, de la Figura 3.116 el diferencial de area es éﬂ
=
dA = xdy. (3.79) =
3
Luego, por semejanza de tridngulo, se tiene: é
o
x L
% =, entonces z= b%. (3.80) .S
=2
Entonces, reemplazando (3.79) y (3.80) en (3.78), obtenemos: <
o

b b
dF =y (%dy) = %yQ-

Integrando, encontramos la fuerza en uno de sus lados:

h
L P TN il R S
=2 L A
h/oydy nls), =3
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Ejercicios propuestos 3.6.4.

1. Una compuerta cuadrada de dimensién b separa dos fluidos de densidades p;

y p2, como se muestra en la Figura 3.117. La compuerta estd montada en una
articulacién sin friccién. Conforme aumenta la profundidad del fluido de la dere-
cha, la compuerta se abrird. Determine la proporcién pa/p1 justo para que se la
compuerta se abra en términos de Ho, Hy y b.

/’— [— Articulacién

—_— Compuerta

Figura 3.117

2. Una ventana rectangular con b de ancho, se coloca en la pared inclinada de una
alberca, como se muestra en la Figura 3.118. Determine la fuerza resultante que
actla sobre la compuerta y su punto de aplicacion.
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Figura 3.118




Bibliografia

[1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

[7]

8]

[9]

(10]
(1]
(12]

(13]

(14]

Adams, Robert. (2009). Cdlculo. Sexta edicién. PEARSON EDUCACION, S.A. Madrid,
Espaiia.

Bartle, R. G., & Sherbert, D. R. (2010). Introduccion al andlisis matemdtico de una
variable (3a ed.). Limusa Wiley.

Beer, F. P., Johnston, E. R., & Cornwell, P. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros:
Dinamica. McGraw-Hill.

Beer, F. P., Johnston, E. R., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros:
Estdtica (10* ed.). McGraw-Hill.

Boyce, W. E., & DiPrima, R. C. (2005). Cdlculo (3* reimp.). Compaiifa Editorial Con-
tinental.

Fox, R. W., & McDonald, A. T. (1995). Introduccién a la mecdnica de fluidos (4* ed.).
McGraw-Hill.

Gamio Arisnabarreta, L. E. (2015). Estdtica: Teoria y aplicaciones (1* ed.). Editorial
MACRO.

Hibbeler, R. C. (2004). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica (10% ed.). Pearson.

Hughes-Hallett, D., Gleason, A. M., & McCallum, W. G. (2012). Calculus: Single and
multivariable. Wiley.

Kong, M. (2004). Cdlculo integral. Fondo Editorial PUCP.
Larson, R. E. (2016). Cdlculo. Tomo I (10a. ed.). Cengage Learning.
Leithold, L. (1998). El cdlculo. México DF: Oxford University Press.

Mitacc, M., Céardenas, V., Roncal, 1., & Villanueva, F. (2018). Cdlculo II. Universidad
de Lima, Fondo Editorial.

Purcell, E. J., Varberg, D., & Rigdon, S. E. (2007). Cdlculo diferencial e integral. Pearson
Educacion.

Rogawski, J. (2016). Cdlculo de una variable (2.* ed.). Editorial Reverté.



<
i
=
<
~
&}
©)
et
-
M
=
A
5]

BIBLIOGRAFIA 259

[16]
[17]

(18]

19]

[20]
21]

[22]

(23]

24]

Saenz, J. (2016). Cadlculo integral: Con Funciones Trascendentes Tempranas.
Smits, A. J. (2019). A physical introduction to fluid mechanics (2% ed.).

Stewart, J. (2012). Cdlculo de una variable: trascendentes tempranas (7a. ed.). Cengage
Learning.

Swokowski, E. W. (1991). Calculus: The Classic Edition. Brooks/Cole Thomson Lear-
ning.

Tan, S. T. (2010). Calculus: Early transcendentals. Cengage Learning.
Thomas, G. B., Jr. (2010). Cdlculo de una variable (12.* ed.). Pearson Educacion.

Torres H, J. (1973). Mecdnica aplicada: Estdtica y resistencia de materiales. Represen-
taciones y Servicios de Ingenieria.

Venero Baldeén, J. A. (2019). Andlisis matemdtico 2 (2a. Edicién). Lima, Pertd. Repre-
sentaciones GEMAR.

Zill, D., & Wright, W. S. (2011). Célculo de una variable: Trascendentes tempranas (4.*
ed.). Cengage Learning.




JORGE EMILIANO CONDENA CAHUANA

Matematico e Informdtico graduado de la Universidad
Nacional San Luis Gonzaga de Ica. Con grado de Magister
en Matematica por la Pontificia Universidad Catolica del
Perd. Docente Auxiliar en el Departamento Académico
de Matematica de la Facultad de Ciencias de la UNALM,
donde imparte los cursos de Andlisis Matematico I, [I y IV.
Su experiencia docente incluye la ensefianza de Calculo
Integral, Métodos Numéricos I, Célculo Avanzado para
Estadistica y Ecuaciones Diferenciales.

CARMEN ROSA MONZON MONZON

Ciencias Matemadticas de profesion, graduada de la
Universidad Nacional San Luis Gonzaga de Ica. Obtuvo
su grado de Magister en Matemadtica en la Pontificia
Universidad Catélica del Perd. Se desempefia como
docente en el Departamento Académico de Matematica
de la UNALM, donde imparte los cursos de Analisis
Matematico I, Andlisis Matematico II y Cdlculo Avanzado
L

MARIA DEL PILAR SALAZAR DAVILA

Licenciada en Matemadticas y Educacion con especialidad
en Matematica y Computacién. Magister en Educacion
con mencién en Docencia y Gestion Educativa,
egresada de la maestria en Matematica Aplicada de la
Universidad Mayor de San Marcos. Coordinadora del
curso Razonamiento Matematico en el CEPRE - UNALM.
Profesora Auxiliar del Departamento de Matematica de la
Facultad de Ciencias - UNALM. Ha impartido los cursos
de Matemdtica Bésica, Célculo Diferencial e Integral,
entre otros.

VICTOR TREJO CADILLO

Ingeniero Agricola y Profesor Principal del Departamento
Académico de Matematica de la Facultad de Ciencias de la
UNALM. Obtuvo el grado de Mestre em Engenharia Civil
en el &rea de concentracion de Ingenieria hidraulica, porla
Escuela Politécnica de la Universidad de Sao Paulo, Brasil.
Ha sido Jefe de la Oficina Académica de Estudios, jefe del
Dpto. Académico de Matematica y Coordinador en el
CEPRE-UNALM. Ha impartido los cursos de Matematica
Iy II, Célculo Diferencial y Calculo Integral, entre otros.



Cdlculo Integral y sus Aplicaciones es
un libro de texto integral dirigido a
estudiantes universitarios de ciencias
e ingenieria. Este libro proporciona
una base solida para comprender y
dominar el cdlculo integral, abarcando
desde conceptos fundamentales hasta
aplicaciones avanzadas.

Disefiado para guiar a los estudiantes
de la Universidad Nacional Agraria
La Molina, este libro tiene una
presentacion clara y progresiva de
los temas, facilitando el avance hacia
cursos superiores de matematicas.




